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Master 1 Introduction a la logique mathématique

Théorie des modeles
Feuille 7 — Espaces de types.

Soit T une théorie. On rappelle que
S (T) = {tpM(a): M =T, ac M"}. (1)
Ce sont tous des types en les variables libres = = (xg, ..., T, 1)-

Exercice 1 (Topologie sur 'espace des types). Pour une formule ¢(Z) on pose

lo(@)] = {p(z) € Su(T) : () € p(2)}.

Parfois on omet le z.

1. Montrer que la famille des ensembles [¢] forme une base d’ouvert pour une topologie sur
Sn(T'). Dans la suite, on munit toujours S, (7") de cette topologie.

Montrer que chaque [p] est ouvert-fermé.
Montrer que S, (1) est totalement discontinu.

= W

Montrer que S, (T") est compact.
5. Montrer que tout ouvert-fermé de S,(T) est de la forme [¢] pour une formule ¢(z).
Exercice 2 (Type isolé). Un type p € S,(T) est dit isolé §'il existe une formule ¢ telle que

)
[¢] = {p} (alors, ¢ isole p). Montrer que p € S,,(T) est un type isolé si et seulement si c’est un
point isolé de I'espace topologique S, (7).

Exercice 3 (Type algébrique). Soit M une L-structure, 7' = Th(M) et p € S, (T"). Supposons
que pour chaque extension élémentaire N' de M, il y a au plus un nombre fini de réalisations de
p dans N (un tel type est dit algébrique).

1. Montrer qu’il existe une formule ¢(Z) dans p(Z) qui n’est satisfaite que par un nombre fini
d’éléments dans M.

2. Montrer que toute réalisation de p dans une extension élémentaire de M est déja dans

M

3. Soit ¢(z) € p(Z) ayant un nombre fini m de solutions dans M, et telle que m est minimal.
Montrer que ¢ isole p, c’est-a~dire que p est 'unique type de S, (T") contenant ¢.

4. Et si au lieu d'un type complet p(Z) on avait un type partiel w(z)?
On rappelle qu’étant donné une structure M et A C M
S,(A) = {tpM(a/A): N = M, ae N"}. (2)

Ceci dépend de M (et non seulement de A).
Nous avons un souci : la définition de S, (T") prend en compte tous les modeles de T, alors
que pour des types au-dessus de A on ne considere que les extension élémentaires de M.

Exercice 4 (Types avec et sans parametres). On rappelle que L(A) = LUA (ou plus précisément
LU {c, : a € A}, mais parfois on oublie cette distinction) et T'(A) = Thya)(M). Montrer que

Su(A) = 5,(T(4)),
olt S, (T'(A)) est au sens de (1).



