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Théorie des ensembles
Feuille 2.

Exercice 1. Somme ordinale Rappelons la définition par récurrence transfinie de la somme de
deux ordinaux « et 3 :

« sif=0
a+pf=4Sa+7) si B=S5(7)
sup ({a+&: € < B}) sifest limite

Nous allons maintenant décrire une opération sur les bons ordres qui est équivalente :
1. Soient A et B deux ensembles bien ordonnés. Montrer que I'on peut supposer qu’ils sont
disjoints.
2. On suppose maintenantAN B = () et on considére X = AU B. Montrer que 1’on peut définir

de maniére unique un bon ordre sur X prolongeant celui de A et celui de B (i.e. tel que
l'ordre de X induise ceux de A et de B) et tel que A soit un segment initial de X.

3. Montrer que si A et B sont respectivement isomorphes aux ordinaux « et g alors X est
isomorphe a o + 3.

4. En déduire les propriétés suivantes de I'addition ordinale :
a) associativité;

(¢) monotonie stricte & droite, e B <8 =a+B<a+f8;

d)

(¢)

f) a<a =a+pB<a +5.

(a)

(b) non commutativité;
)

(

régularité a gauche, iea+B=a+p = =04

non monotonie stricte a gauche et non régularité a droite;

Exercice 2. Multiplication ordinale Rappelons la définition par récurrence transfinie du pro-
duit de deux ordinaux « et 3 :

0 sif=0
a-f=< (a7 +a sif=v+1
sup ({a-&: € < B}) si [ est limite

Soient deux ordinaux « et [, nous allons définir un bon ordre sur I’ensemble o x [ qui sera
isomorphe a 'ordinal o - 3 :

1. On munit « x § de lordre (anti-)lexicographique suivant
(’}/1,(51) < (’}/2,(52) Ssi 51 < 52 ou (51 = 52 & 7 < ’72)

Montrer que cela définit un bon ordre sur a x f.
2. Montrer que ce bon ordre est isomorphe & l'ordinal « - (3.
3. En déduire les propriétés suivantes de la multiplication ordinale :
(a) associativité;
(b) non commutativité;

(c)sia>0et f<yalorsa-f<a-v;



(d) sia<falorsa-vy<5-v;
() a(B+y)=a-B+a-7v;
Exercice 3. Soustraction et division euclidienne sur les ordinaux

1. Montrer que l'on peut définir une opération © sur les ordinaux telle que pour tous les
ordinaux «, 8 on ait :
e 0O f=0sia<f;
e f+(aof)=asia>p.
Donner un exemple d’ordinaux « >  tels qu’il n’existe pas d’ordinal v tel que v+ 8 = «a.
2. Soient a et [ deux ordinaux avec  # 0. Montrer qu’il existe un unique couple d’ordinaux
(7,0) tel que a=F-y+detd <p.
(Indication : on pourra d’abord montrer qu'’il existe v tel que aw < -+’ et que le plus petit
tel 7/ est successeur).

Exercice 4. Puissance ordinale Rappelons la définition par récurrence transfinie de @ > 0 a la
puissance 3 :
1 sif=0
o ={av « sif=v+1
sup ({a®: £ < B})  sifB est limite

1. Vérifiez les propriétés suivantes pour o > 0, 3 et v trois ordinaux :
~sia>1letf>~alorsa’® > a’;
— aﬁ.a’}':aﬁ‘i’“f;

-~ (%) = a7,
2. Montrer que si o et 3 sont dénombrables alors o est aussi dénombrable '
3. Prouver qu’il existe un ordinal dénombrable ¢ tel que £ = w*. Existe-t-il un ordinal tel que
§=¢"7
Exercice 5. Développement de Cantor Le développement de Cantor d'un ordinal est son

développement en base w. Il s’agit ici de vérifier qu'un tel développement existe, c¢’est-a-dire de
montrer que tout ordinal o non nul s’écrit de maniére unique sous la forme

a=w" ng+... 4+ n,,

oll vy > g > -+ > q, sont des ordinaux et nq,no,...,n,, des entiers non nuls.
1. Montrer que w® > « pour tout a.

2. Montrer que pour tout « il existe un unique couple (ay,nq) tel que
wng <a<w-(ng+1).

3. En déduire qu’il existe un unique £; < w®* tel que a = W - ny + f.

4. En itérant le procédé (ou de maniére équivalente par induction), montrer 'existence du
développement de Cantor.

5. Vérifier 'unicité.

6. Donner un critére de comparaison de deux ordinaux « et 3 connaissant leurs développements
de Cantor.

7. Montrer que les ordinaux de la forme w® sont les ordinaux S tels que v+ 8 = 8 pour tout
v <p.

8. En déduire le développement de Cantor de o+ 3 connaissant les développements de Cantor
de a et 8. (On donnera des exemples).

9. En utilisant les développements de Cantor, définir une nouvelle fonction somme, notée @, sur
les ordinaux qui soit commutative, associative et simplifiable (ou réguliére, i.e. si a® S = ady

alors 8 = ).
1. en particulier, o ne correspond PAS & ’ensemble des fonctions de 3 dans « : ca, c’est le produit de cardinaua.




