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Chapitre 6

Structures et théories

Les théoriciens des modéles s’intéressent aux structures et a leurs ensembles définis-
sables. Ils étudient plus précisément des classes de structures suivant des propriétés
partagées par celles-ci, qui peuvent étre par exemple combinatoires ou géométriques.
Dans ce chapitre on présente des notions de base de la théorie des modeéles. Les aspects
syntaxiques des langages considérés sont introduits sans étre complétement détaillés,
I’essentiel pour les théoriciens des modeéles étant le point de vue sémantique.

6.1 Structures et sous-structures

Les structures, structures de groupes, de corps ..., sont des objets usuels pour les
mathématiciens contemporains. Dans la premiére partie du cours, la structure sous-
jacente était réduite & un univers muni d’une unique relation binaire, € (et de 'égalité
=). Pour ce cours, nous définissons la notion de structures de la fagon suivante :

Définition 6.1.

1. Une structure 9 est la donnée d’un ensemble de base ou univers M non vide

muni :

— d’une famille (¢);c; de constantes, ot ¢ € M,

— d’une famille (f;");es de fonctions, ou pour tout j € .J, f;" est une fonction
totale de M™ dans M pour un entier n; > 0,

— d’une famille (R¥)rer de relations, ott pour tout k € K, R¥ est un sous-
ensemble de M pour un entier my > 0.

On supposera de plus qu’une structure est toujours munie de I’égalité, c’est-a-dire

que la diagonale de 9M? est I'une des relations RY". L’ensemble de base M sera

appelé domaine de 9 et sera souvent noté de la méme fagon que 9.

2. Le langage L associé a une structure 91 consiste en :
— un symbole de constante ¢; pour chaque constante ¢,
— un symbole de fonction f; d’arité n; pour chaque fonction f;fm,
— un symbole de relation Ry d’arité ny pour chaque relation R}
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3. Une L-structure est une structure 9 dont le langage associé est L.

Notation. Un langage arbitraire sera noté

L = {(ci)ier, (fj)jer (Bi)rex }-

Une L-structure sera notée

M = (M, (Mier, (F)jer, (B kek)

ou plus simplement s’il n’y a pas d’ambiguité

M = (M, (ci)ier, (fi)jes, (Ri)rek)-
Dans ces notations, I’égalité sera le plus souvent omise.

Exemple 6.2.

1. (N,0,+) et (Z,0,+) sont des structures ayant le méme langage associé¢ £ = {0, +}
qui est constitué d'un symbole de constante 0, d'un symbole + de fonction binaire
et d'un symbole de relation = pour 1’égalité.

2. Le langage des ordres L,.q = {<} ne contient que deux relations binaires = et
<. Les structures (Z, <) et (Q, <) sont des L,,4-structures.

3. Le langage des groupes L,, = {1,-, ~!} contient une constante 1, une fonction
binaire -, une fonction unaire ~! et 1'égalité.

4. Le langage des anneaux L, = {0,1,+,—, -} contient deux constantes 0 et 1,
trois fonctions binaires +, —, -, et I’égalité.

5. Le langage de la théorie des ensembles €.

Remarque. Toute ensemble avec une relation binaire peut étre vue comme une L,,.4-
structure, méme si cette relation n’est pas une relation d’ordre. On pourrait par exemple
considérer la structure M = (M, <) avec M = C et <P'= {(z,y) € M? : y* = 23}.
Autrement dit la donnée d’un langage L ne fixe pas les propriétés des constantes,
fonctions ou relations d’une L-structure (& 'exception des arités). Nous utiliserons des
formules construites & partir de £ pour exprimer certaines propriétés.

Nous fixons pour toute la suite un langage £ = {(¢;)icr, (fj)jes: (Ri)kerx }-

Définition 6.3. Soient 9 et D deux L-structures. Alors 9 est une sous-structure
de M (on notera M C N) si M C N et si cette inclusion préserve les constantes, les
fonctions et les relations, c’est-a-dire est telle que :

— pour toute constante ¢ € L, = cm,

— pour toute fonction n-aire f € L et pour tout a € M, f*(a) = fM(a),

— pour toute relation n-aire R € £ et pour tout a € M", a € R™ ssi a € R™.

Remarque 6.4.
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1. Soit 9T une L-structure. On dira aussi qu'une partie M de N est une sous-structure
de 9T si M contient toutes les constantes et est close par toutes les fonctions. Dans
ce cas, on vérifie (exercice) que la structure «induite sur M»

M = (M, (), (fF ), (R N M™))

v J | M™i

est une sous-structure, au sens précédent, de M.

2. Soit M une L-structure et A une partie de N. Il existe une plus petite sous-
structure de 91 contenant A, la sous-structure engendrée par A, qui est la cloture
de A et de I'ensemble des constantes de £ par les fonctions de L.

3. La notion de sous-structure dépend du langage choisi. Par exemple, N est une
sous-structure de (Z, <) et de (Z,0,+) mais pas de (Z,0, +, —).

Exercice 6.5. Soit un corps K.

1. Remarquer que toute sous-structure de la structure (K,0,1,+,—,-) est un an-
neau.
2. Ajouter une fonction f au langage telle que toute sous-structure de (K,0, 1,4+, —, -, f)

soit un corps.

Exercice 6.6. Soit I un ensemble totalement ordonné et (9;);c; une chaine de L-
structures, c’est-a-dire 9t; € M; pour tout ¢ < j. Alors la réunion M = J,c; M;, est
munie canoniquement d'une L-structure, notée MM = [ J._, M;, qui satisfait N; C M
pour tout ¢ € I.

icl

Définition 6.7. Soient 9 et T deux L-structures.

1. Un morphisme de 91 dans N est une application o de M dans N qui préserve les
constantes, les fonctions et les relations de la fagon suivante :
— pour toute constante ¢ € £, o(c™) = ™,
— pour toute fonction n-aire f € L et pour tout a € M", o(f™(a)) = f*(o(a)),
— pour toute relation n-aire R € L et pour tout @ € M", si a € R™ alors

o(a) € R™.

2. Un plongement de 991 dans I est un morphisme o de M dans N qui de plus

vérifie pour toute relation n-aire R € L et pour tout a € M™,

a € R™ si et seulement si o(a) € R™.

Remarquons qu’un plongement est nécessairement injectif (car I’égalité est I'une
des relations du langage). Notons également que I'image d’un plongement est
une sous-structure et que réciproquement M C N est une sous-structure de O
ssi l'identité de 99t dans 91 est un plongement.

3. Un isomorphisme de M dans N est un plongement surjectif. Un automorphisme
de 9 est un isomorphisme de M sur lui-méme. On dénote M = D pour M
isomorphe a N.
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Nous allons introduire maintenant la notion de wva-et-vient, notion qui sera trés utile
pour I’étude de structures.

Définition 6.8. Soient 91 et T deux L-structures.

1. Un isomorphisme partiel de 9t dans 1 est un isomorphisme d’une sous-structure
de M sur une sous-structure de N. (Remarque : tout plongement est un isomor-
phisme partiel.)

2. Une famille non vide F d’isomorphismes partiels de 9t dans 9 est une famille
Karpienne entre 9T et N si pour tout o € F,
— pour tout m € M, il existe 7 € F prolongeant o tel que m € Dom(7) (VA),
— pour tout n € N, il existe 7 € F prolongeant o tel que n € Im(7) (VIENT).
On appelera aussi une famille Karpienne un va-et-vient.

3. Deux structures 2 et N sont oo-équivalentes s’il existe un va-et-vient entre elles.

Exemple 6.9. Deux ordres totaux denses sans extrémité sont oco-équivalents.

Soient (X, <) et(Y, <) deux ordres totaux denses sans extrémité. Soit F la famille des
isomorphismes entre des parties finies de X et Y. Cette famille est évidemment non
vide : pour tout x € X et y € Y, 'application qui & x associe y est un isomorphisme de
{z} sur {y}. Soit ¢ un isomorphisme de A = {ay,...,a,} € X sur B = {by,....0,} C Y.
On peut supposer que pour tout i, o(a;) = b; et que a; < az < ... < a,. Dans ce cas on
a aussi by < by < ... < b,. Montrons le VA (le VIENT est symétrique) : soit z € X \ A.
Alors ou bien x < a; et dans ce cas on prolonge ¢ en envoyant x sur un y < by, ou bien
a; < x < a;y1 et on prolonge o en envoyant x sur un y € Y tel que b; < y < b;11, ou
bien a, < x et on prolonge ¢ en envoyant x sur un y > b,,.

Exemple 6.10. Deux corps algébriquement clos K; et Ky de méme caractéristique et
de degré de transcendance infini sont oo-équivalents.

Soit F la famille des isomorphismes entre des sous-corps finiment engendrés respecti-
vement de K7 et Ky. Comme K; et K5 ont méme caractéristique, F est non vide car
leurs corps premiers sont isomorphes.

Soit o € F un isomorphisme de k; sur ks. Montrons le VA (le VIENT est symétrique) :
soit a € K.

Ou bien a est algébrique sur k;. Soit P € k;[X] son polynéme minimal. Alors @ = o(P)
est un polynome irréductible de ko[X]. Comme K est algébriquement clos il existe
b € Ky qui a Q pour polynéme minimal sur ks. On obtient alors un isomorphisme de
ki(a) sur ko(b) qui prolonge o en envoyant a sur b.

Ou bien a est transcendant sur k. Comme ko est finiment engendré et Ky est de degré
de transcendance infini, il existe b € K, transcendant sur ky. Méme conclusion que
dans le cas précédent.

Exercice 6.11. Soit K un corps. On considére L = {0,+, Ay : k € K} le langage des
K-espaces vectoriels, les A étant des fonctions unaires (les fonctions scalaires). Soient
E et F' deux K-espaces vectoriels vus comme Lg-structures. Montrer que si E et F
sont de dimension infinie alors ils sont co-équivalents.
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Exercice 6.12. Donner un exemple de deux ordres totaux discrets infinis qui ne sont
pas oco-équivalents.

Exercice 6.13. Montrer que la relation d’oco-équivalence est bien une relation d’équi-
valence.

Remarque 6.14. Si deux structures 9 et D1 sont isomorphes alors il existe un va-et-
vient entre ces deux structures. En effet la famille réduite a un isomorphisme entre les
deux structures est une famille Karpienne.

Réciproquement :
Proposition 6.15. Deux structures dénombrables co-équivalentes sont isomorphes.

Démonstration. Soit F une famille Karpienne d’isomorphismes partiels définissant un
va-et-vient entre deux structures dénombrables 9t et 91. On choisit une énumération
(m;)ien de M et une énumération (n;);eny de N.

On définit alors par récurrence une suite croissante (o;);e,, d’isomorphismes partiels
dans F telle que pour tout ¢ € N et pour tout j < 1,

m; € Dom(o;) et n; € Im(o;).

On choisit pour cela, n’importe quel élément de F pour oq. Supposons que o; € F
est choisi. Par va-et-vient, il existe 7 € F prolongeant o; tel que m; € Dom(r) et
n; € Im(7). On prend alors pour 0,41, l'isomorphisme partiel 7.

Soit 0 = J;ey 0i- Alors Dom(o) = M et Im(o) = N. Vérifions que o est un plonge-
ment :

— soit ¢ une constante de £. Alors

O'(Cm) — O,O(CDom(oo)) — CIm(o’o) — C‘Jt'

— soit f une fonction n-aire de £, R une relation n-aire de £ et a € M™. Alors il existe
un entier i tel que a € (Dom(o;))". On a donc

o(f™(a)) = ai(fP N (@) = [ (0i(a)) = M (o(a))

et @ € R™ ssi a € RPo™) ssi 0(a) € R™() ssi o(a) € R™.
[

Exemple 6.16. Deux ordres totaux denses sans extrémité et dénombrables sont iso-
morphes.
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6.2 Langage du ler ordre et satisfaction

Afin d’étudier les ensembles définissables et d’exprimer certaines propriétés d’une struc-
ture, on considere des formules obtenues a partir du langage de base. On se restreint
de maniére arbitraire & un langage finitiste (formules de longueur finie) et du premier
ordre (on ne quantifie que sur des éléments de 'univers). Ce choix est fait pour des rai-
sons pratiques car c¢’est un cadre qui fournit de “bons outils techniques”, en particulier
le théoreme de compacité que nous présenterons dans le chapitre suivant.

Dans ce langage, on pourra alors exprimer les aziomes (du premier ordre) satisfaits par
une structure et donc parler de théories.

Nous avons précédemment fixé un langage £ et nous allons de plus utiliser un en-
semble infini dénombrable de variables qui sont généralement notées x,vy, z,t, x;, . ..
pour construire par induction les £-termes et ensuite les L-formules a ’aide de connec-
teurs :

Définition 6.17.

1. On commence par définir I'ensemble des termes du langage £ par I'induction

suivante :
— toutes les constantes de L et toutes les variables sont des L-termes,
— si f est une fonction n-aire de L et ¢y, ..., t, sont des termes, alors f(ty,...,t,)

est un terme.

2. On définit ensuite I’ensemble des formules de £ par 'induction suivante :

— Les formules atomiques : si R est une relation n-aire de L et tq,...,t, sont des
termes alors R(ty,...,t,) est une formule,

— Combinaisons booléennes (négation, conjonction, disjonction) : si ¢ et ¥ sont
des formules alors —¢ (non @), (¢ A ) (¢ et ) et (¢ V ¥) (¢ ou 1)) sont des
formules,

— Quantifications universelle et existentielle : si ¢ est une formule et x est une
variable alors Vz¢ (pour tout z, ¢) et Jx¢ (il existe z, ¢) sont des formules.

3. Variables liées, variables libres :

— si ¢ est une formule et x est une variable alors les occurrences de x dans les
formules V¢ et Jx¢ sont lides au quanteur (ou quantificateur) V ou 3, exceptées
celles qui étaient liées auparavant dans la formule ¢,

— si ¢ est une formule et = est une variable alors les occurrences de x qui ne sont
liées a aucun quanteur sont dites libres. En particulier toutes les occurrences
des variables d’une formule sans quanteur sont libres.

4. Un énoncé (ou formule close) est une formule dont toutes les (occurrences de)
variables sont liées.

Remarque. Une formule est un mot fini constitué de symboles de constantes, fonc-
tions et relations de £, de symboles de variables, de connecteurs et de séparateurs (les
paranthéses et la virgule).
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Exemple 6.18. Les termes de L4 sont les variables; les formules atomiques de L,,4
sont les égalités et les inégalités. Les formules suivantes sont des énoncés de L,.4 qui
décriront, une fois interprétés, les ordres totaux stricts :

1. Ve ~x < x,
2. VaVy((zx <yVy<z)Vze=y),
3. VaVyVz =((z <y ANy <z)AN(z=zVz <ux)).

Nous allons trés rapidement passer au sens «naturel»que 'on donne & ces formules
dans une structure. Pour étre tout a fait rigoureux dans nos futures définitions et
démonstrations par induction sur la construction des formules, il est nécessaire de
vérifier que la lecture des formules est unique. Nous laissons la vérification de ce résultat
syntaxique au lecteur :

Fait 6.1 (Lecture unique).

1. Chaque terme est, soit une variable, soit une constante, soit de la forme f(ty,...,t,)
ot f est une fonction d’arité n et ty,...,t, sont des termes. Cetle écriture est
uniquement déterminée.

2. Chaque formule est :

— soit atomique et de la forme R(ty,...,t,) ot R est une relation d’arité n et
t1,...,t, sont des termes,

— soit de la forme —¢ ou ¢ est une formule,

— soit de la forme (¢1 A ¢2) ou de la forme (¢1 V ¢2) ot ¢y et ¢y sont deux
formules,

— soit de la forme Jx¢ ou de la forme Yxp ot ¢ est une formule et x est une
variable.

Cette écriture est uniquement déterminée.

Pour définir I'interprétation des termes et la satisfaction des formules dans une struc-
ture, on considérera toujours un terme t avec un choix de variables = = (x1, ..., x,) tel
que T contienne au moins toutes les variables ayant une occurrence dans t et de méme
on considérera une formule ¢ avec un uple  de variables tel que toute variable ayant
une occurrence libre dans ¢ se trouve dans I'uple Z. On utilisera alors les notations ()

et (7).

Exemple 6.19. Dans le langage £ = {€} on pourra par exemple noter ¢(z,y) la
formule

(xey ANVz(nx ez V (y=2z V y€2))).
Cette formule exprimera le fait que y est le successeur de x.

Dans le langage £ = {f} réduit & une fonction unaire, on pourra noter ¥(z,y) la
formule

(flx)=y AN Vyly==2 V fy) # f(x))).
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Cette formule exprimera le fait que = est I'unique antécédent de y par f. Notons que
la variable y de 1 (z,y) correspond & l'unique occurrence libre de y dans la formule
(la premiére occurence), les occurences suivantes sont liées au quanteur V. On peut
évidemment renommer la variable liée et on obtient par exemple la formule

(f(z) =y A Vz(z=2x V f(z) # f(2)))

qui aura exactement la méme interprétation que la précédente. (Pour abréger on a
utilisé ici le symbole # pour la négation de I'égalité.)

Notation. Pour toute la suite du cours les notations z, y,... désigneront des uples finis
de variables et les notations a, b, m ... désigneront des uples finis d’éléments.

Définition 6.20. Soit 9t une L-structure.

1. Soit t(Z) un terme et m = (mq,...,m,) un uple d’éléments de M de méme
longueur que Z. On obtient un terme t(m), a parametres m, en substituant m;
a toute occurrence de x; dans t. On définit alors Uinterprétation t™(m) € M du
terme ¢(m) par 'induction suivante :

— Dinterprétation d’une constante c est ¢™,

— linterprétation d’'un paramétre m est m,

— linterprétation de f(ty,...,t,)(m) ou f est une fonction n-aire et ti,...,t,
sont des termes est f(ty,...,t,)" (m) = P (m), ..., 7 (m)).

2. De méme pour une formule ¢(Z), on obtient une formule ¢(m), a paramétres
m, en substituant m; & toute occurrence libre de x; dans ¢. On définit alors la
satisfaction M, que 'on dénote M = ¢(m), par I'induction suivante :
~ M= R(ty, ... t,)(m) ssi (B(m), ..., 17 (m)) € R™,

- M= () ssi MK p(m),

— M E (d1 A P2)(m) ssi M = p1(m) et M = po(m),

— M= (G V go)(m) ssi M |= ¢1(m) ou M = dy(m),

— M =V (x,m) ssi pour tout a € M, M = ¢(a,m),

— M = Jzg (x,m) ssi il existe a € M tel que M = ¢(a, m).

3. Si ¢(m) est satisfaite dans 0 (M = ¢(m)), on dit également que ¢(m) est vraie
dans 9, que M satisfait p(m) ou que m satisfait ¢(x) dans IN.

4. Soient ¢(Z) et ¥(Z) deux formules. On dit que ¢(Z) implique ¥ (Z) si pour toute
L-structure M et tout m € M, si M = ¢(m) alors M = ().

Les formules ¢(Z) et 1(Z) sont équivalentes si ¢(Z) implique ¥ (Z) et 1»(Z) implique
4(2)

Exercice 6.21. Toute formule est équivalente & une formule ne contenant ni le connec-
teur booléen V, ni le quanteur V.

On vérifie facilement que dans une conjonction ou une disjonction de plusieurs for-
mules, tout choix de parenthéses donne une formule équivalente. On supprimera donc
en général les parenthéses superflues.

Par la suite, nous utiliserons les abréviations suivantes :
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~ ¢ — ¢ pour ¢ V4,
— ¢ <> ¢ pour (¢ = UV)A (Y — ).

Exercice 6.22. Deux formules ¢(Z) et 1(Z) sont équivalentes si et seulement toute
L-structure satisfait Vz(¢(z) <> ¥(7)).

Exercice 6.23. Toute formule est équivalente & une formule prénezxe, c¢’est-a-dire a
une formule de la forme Q x1Q2x5 . .. Q,x,¢ ol les (); sont des quanteurs et ¢ est une
formule sans quanteur.

6.3 Equivalence élémenaire, extension élémentaire

Maintenant que nous avons défini les formules, nous pouvons parler des structures
vérifiant les mémes énoncés, c¢’est-a-dire ayant méme théorie (cf plus loin).

Définition 6.24. Deux L-structures 9t et DN sont élémentairement équivalentes (noté
M =N) si elles satisfont les mémes énoncés.

Exemple 6.25.

1. (Z,+) = (2Z,+) car ces deux structures sont isomorphes (voir Cor [6.28]).
2. (Q,4) = (R, +). (Cf plus loin, théorie des groupes abéliens divisibles sans tor-
sion).

3. (Z,+) #(Q,+) car VzIy x = y + y est satisfaite dans Q mais pas dans Z.
Exercice 6.26. Si 91 est une L-structure finie et 91 = M alors |N| = M.

La proposition suivante montre en particulier que deux structures isomorphes sont
élémentairement équivalentes.

Proposition 6.27. Soit M et N deuzr L-structures.

1. Sio est un morphisme de MM vers N alors pour toute formule atomique ¢(x1, ..., xy)
et tout m = (myq, ...,my) € M*, si M = ¢(m) alors N |= ¢p(o(m)).

2. Si o est un plongement de M vers N alors pour toute formule sans quanteurs
o(z1, ..., wx) et tout m = (my,..,my) € MF, M | ¢(m) si et seulement si
N = ¢(o(m)).

3. Si o est un isomorphisme de M sur N alors pour toute formule ¢(xy,...,xy) et
tout m = (my,...,mp) € M*, M |= ¢(m) si et seulement si N = ¢(o(m)).

Démonstration. La preuve se fait par induction sur les termes puis les formules. Elle
est laissée au lecteur qui pourra s’inspirer de la preuve de la proposition suivante. [

Corollaire 6.28. Deux structures isomorphes sont élémentairement équivalentes.

La méthode de va-et-vient sera souvent utilisée pour montrer que deux structures sont
élémentairement équivalentes :
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Proposition 6.29. Si F est une famille Karpienne entre deux structures 9 et N,
alors pour tout o € F, tout m € (Dom(c))" (ici n peut-étre nul) et toute formule ¢(T),

M = ¢(m) ssi N = ¢(o(m)).
En particulier, 9 = N.

Démonstration. Commengons par remarquer qu’un isomorphisme partiel préserve les
formules atomiques. Soit ¢ un isomorphisme partiel de 9t dans 91. Montrons par induc-
tion, que pour tout terme ¢(Z) et tout m € (Dom(c))?, t™(m) € Dom(o) et o(t™(m)) =
t"(a(m)). Pour les constantes et les variables, c’est évident car Dom(o) est une sous-
structure de M et o est un isomorphisme de Dom(o) sur la sous-structure Im(o) de
M. Sit(x) est le terme f(ty,...,t,) ot f est une fonction n-aire et t1(z), ..., t,(z) sont
des termes pour lesquels le résultat est vrai. Alors f¥(t7'(m),...,t2(m)) € Dom(o)
car Dom(o) est une sous-structure de 9. De plus

o(t™(m)) = o(fU (), ... 6 (M) = fF (e (m)), ..., ot (m)))

car o est un isomorphisme partiel. Par hypothése d’induction, on obtient

o(t"(m)) = fH(E (o(m),. ...ty (o(m))) =" (a(m)).

On en déduit qu’un isomorphisme partiel préserve les formules atomiques et, par com-
binaisons booléennes, toutes les formules sans quanteur.

Nous montrons maintenant le résultat par induction sur la construction des formules
pour tous les éléments de F. Si le résultat est vrai pour deux formules, il est évidemment
vrai pour toute combinaison booléenne de ces formules. Il suffit donc de vérifier que
si le résultat est vrai pour ¢(z,y) il est encore vrai pour Jzx¢(z,y). Soit o € F et
m € (Dom(c))™. Si M = Jxe(z,m) alors il existe a € M tel que M = ¢(a, m). Par
VA, il existe 7 € F prolongeant o tel que a € Dom(7). Par hypothése d’induction,
N E o(r(a), 7(m)) donc N | Jxp(z,0(m)). Si N = Jxe(z,o(m)), on fait de méme
avec le VIENT. O

Proposition 6.30. Soient MM et N deux L-structures. Supposons que M est finie. Alors
M =N sse M =N

Démonstration. Soit n le cardinal de 9 et @ = (ay,...,a,) une énumération de M.
Soit ¢(z)une formule sans parameétres satisfaite par a, et avec le moindre de réalisations
dans M™. Alors M = ¢(a), donc M = Iz¢(z). Notons que si ¢(Z) est une autre formule
sans parameétres satisfaite par a, alors ¢(Z) A 1(Z) est aussi satisfaite par a et a moins
de réalisations que ¢ ; par minimalité M = VZ (¢(Z) — ¥(Z)). Puisque MM = N, on a
aussi N = Vz (p(z) — (7).

Comme 91 = M, on a N |= I24(z). Soit donc b € N™ tel que N = ¢(b). Alors b satisfait
également toute formule 1) satisfaite par a. Notons o I'application de M dans N qui a
ay, associe b,. Nous allons vérifier que ¢ est un isomorphisme.
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Notons d’abord que la formule A, 4 Ti # x; est satisfaite par @, donc aussi par b; ainsi
o est injective. De plus, la formule Vy \/,y = x; est satisfaite par a et par b: on en
déduit que o est surjective et N = {by,..., by}
Vérifions que o est un plongement :
1. Soit ¢ une constante de L. Alors il existe k € {1,...,n} tel que ™ = ay. Alors a
satisfait la formule ¢ = xy, et b la satisfait aussi; on a ¢® = by = o(a;) = o (™).
2. Soit f une fonction r-aire et m = (my,...,m,) € M". Soit mg := f*(m). Pour
tout j € {1,...,r}, soit k; € {1,...,n} tel que m; = ai,. Alors a satisfait
f(xhy, ..., op,) = Tg,, et b aussi. Ainsi fN(o(m)) = o(fM(m)).
3. Soient R une relation r-aire et m = (my,...,m,) € M". Pour tout j € {1,...,r},
soit kj € {1,...,n} tel que m; = ay,. Sim € R™  alors a satisfait R(zy,,. .. ) Thy ),
et b aussi. Ainsi o(m) € RY. Si m ¢ R™, alors a satisfait ~R(xy,,...,75.), et b
aussi. Ainsi o(m) ¢ RY. On en déduit que M = RM(m) ssi N = R¥(o(m)).
]

Exercice 6.31. Montrer que deux ordres totaux denses sans extrémité sont élémen-
tairement équivalents. En particulier (Q, <) = (R, <).

Exercice 6.32. Donner un exemple de structures 91 et 91 tel que 9 est une sous-
structure de 91 mais n’est pas élémentairement équivalente a 1.

Définition 6.33.
1. Un plongement o de 9 dans I est élémentaire si pour toute formule ¢(Z) et tout
me M",
M = ¢(m) ssi N |= (o(m)).
2. M est une sous-structure élémentaire de HN (notée M < M) si M est une sous-
structure de 91 telle que pour toute formule ¢(z) et tout m € M™,

M = ¢(m) ssi N |= ¢(m).

3. Un isomorphisme partiel o de 9 dans N est élémentaire si pour toute formule
o(x1, ..., x,) et tout m € dom(o)",

M = ¢(m) ssi N |= ¢(o(m)).

Remarque 6.34.

— Un isomorphisme est ¢lémentaire (Rem et prop [6.29).

— Si 9 est une sous-structure élémentaire de N alors M = N. (De méme, si M se
plonge élémentairement dans 91, alors 9t = IN.)

— La réciproque est fausse : une sous-structure élémentairement équivalente n’est pas
nécessairement élémentaire. (Z, +) = (27, +) mais (2Z,+) 4 (Z,+).

Exercice 6.35. Soient 2, C My C N5,
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— Si My KM et Ny < N3 alors Ny < M.

— Si My < Ms et NMy < N3 alors My < M.

— Trouver un exemple tel que My < My et My < N3 mais My £ N3, (Cette question
est difficile a traiter en utilisant uniquement les notions vu précédemment. Elle pourra
étre regardée ensuite.)

Exercice 6.36. Soit I un ensemble totalement ordonné et (91;);c; une chaine élémen-
taire de L-structures (9; < 9, pour tout ¢ < j). Alors pour tout i € I, M; < U, M.

Voici un critére utile pour vérifier qu’'une sous-structure est élémentaire. Ce critére
n’utilise que la satisfaction dans la grande structure :

Proposition 6.37 (Test de Tarski). Soit 9 une sous-structure de N. Alors M g N
si et seulement si pour toute formule ¢(x,y) et tout m € M", si N | Jxp(x, m) alors
il existe mg € M tel que M = p(mo, m).

Démonstration. Si M < N et N | Jzd(x,m). Alors M = Jzd(z, m). Donc il existe
my € M tel que M = ¢(mg, m). Alors N |= ¢(mg, m).

Réciproquement si 9t C D1 satisfont le critére de Tarski. On montre par induction sur
les formules que pour toute formule ¢(Z) et tout m € M"™, M |= ¢(m) ssi N = ¢(m).
Le résultat est évidemment vérifié pour les formules atomiques car 91 est une sous-
structure de . Si le résultat est vrai pour ¢ et ¢o, il est facile de voir qu’il est encore
vrai pour les combinaisons booléennes de ¢; et ¢s. Il suffit donc de montrer que si
le résultat est vrai pour ¢(z,y) il est encore vrai pour Jz¢(z,y). Soit m € M™. Si
M | Jzo(x,m) alors il existe my € M tel que M = ¢(mg, m). Par hypothése de
récurrence, alors M = ¢(mgy,m) et donc N = xp(xr,m). Si N = Jrg(z,m). Alors
par le critére de Tarski, il existe my € M tel que M |= ¢(mg, m). Par hypothése de
récurrence, M = ¢(mo, m) et donc M = Jxp(z, m). O

Corollaire 6.38 (Théoréme de Lowenheim-Skolem Descendant). Soient 9 une L-
structure infinie, A un ensemble de paramétres dans N, et x un cardinal infini tel que
max(|Al, |L]) < k < |N]. Alors il y a une sous-structure élémentaire 9t < M contenant
A et de cardinal k.

Démonstration. On peut supposer que |A| = k. On construit par récurrence une chaine
(OM;)ic de sous-structures de M telle que My contient A, telle que pour tout i € w,
|90%;| = K et telle que pour toute formule ¢(z,y) et m; € M}, si N = Jxp(x, m;) alors
il existe m;1 € M; 11 tel que M = d(mit1, my).

Soit My la sous-structure de N engendrée par A. Cette sous-structure est de cardinal
k car |L| < k = |A|. Si M, est construit, alors pour toute formule ¢(z,y) (il y en a
max(|L|,Np)) et tout paramétre m € M tel que M = Jxgp(z,m) (il y en a au plus
k), on choisit ngm € N tel que M = d(ngm, m). On définit alors M, comme la
sous-structure engendrée par M; et les ngy ;. Cette sous-structure est évidemment de
cardinal x et vérifie I'hypothése de récurrence.

Soit M := (J,c,, M;. Alors M est une sous-structure de N de cardinal x qui de plus
vérifie le test de Tarski. C’est donc une sous-structure élémentaire de 1. [
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6.4 Théories, modéles et ensembles définissables

Définition 6.39. Soit X un ensemble d’énoncés.

1.

Une L-structure M est un modeéle de ¥ (noté M = X) si tout énoncé de X est
satisfait par ON.

2. On dit que X est consistant si ¥ a un modeéle.

3. Un énoncé ¢ est une conséquence de ¥ (noté X = ¢) si tout modéle de X satisfait

0.

. Une théorie T est un ensemble consistant d’énoncés contenant toutes ses consé-

quences. Si T correspond a l’ensemble des conséquences de X, on dit que X est
un ensemble d’axiomes pour T ou une azxiomatisation de T

. Une théorie T est compleéte si elle est maximale pour 'inclusion, ce qui signifie

que pour toute formule ¢, ¢ € T ou —¢p € T

. En général si une théorie T" est axiomatisée par X, on confond 7" et ¥. En parti-

culier on dira que Y est complet si pour tout énoncé ¢, > F ¢ ou X F —¢.

Si 9 est une L-structure, on note Th(9N) la théorie constituée de 'ensemble des
énoncés vrais dans 1. Cette théorie est évidemment compléte.

Remarque 6.40.

1.
2.

3.

Deux théories complétes qui ont un modéle commun sont égales.

Deux modeles 9 et I sont élémentairement équivalents ssi Th(9T) = Th(N) ssi
MM et D sont modeles d’'une méme théorie compléte.

Une théorie est compléte si ses modéles sont tous élémentairement équivalents.

Notation. Pour 9% une L-structure et A un ensemble de paramétres dans M, on peut
considérer I expansion M 4 de I par des constantes dans A, c’est-a-dire la L 4-structure
(M,L,a:a€ A)ouLy=LU{a:aec A}. On note Th(M, A) la théorie de M4 qui
correspond donc a ’ensemble des énoncés a paramétres dans A qui sont vrais dans 901.

Exercice 6.41. Soit 99t une sous-structure de 1. Les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

1.
2.
3.

m =< N,
Th(9M, M) = Th(N, M),

I'inclusion 9t < D1 est un plongement élémentaire.

On appelle Th(, M) le diagramme élémentaire de 9.

Exercice 6.42. Soit T" une théorie compléte.

1.
2.

Si T" a un modele fini 91, alors tous ses modéles sont isomorphes a 9.

Si T' a un modele infini, alors tous ses modéles sont infinis. (Nous verrons plus
loin que, contrairement au cas fini, une structure infinie ne peut étre 'unique
modele de sa théorie.)
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Exemple 6.43.

1. Théorie des ensembles infinis dans le langage réduit a ’égalité :
— Jr1x9..7, Nigy (T # x;), pour tout n > 0.

2. Théorie des ordres totaux :
-V -z <ux,
~VaVy((z <yVy<z)Vz=y),
- VaVyVz (z <y Ay < z) = (x < 2).
Cette théorie n’est pas compléte. Par exemple (N, <) et (Z, <) sont des modéles
de cette théorie qui ne sont pas élémentairement équivalents. Le premier satisfait
I'énoncé dxVy—(y < x) alors que le second non.

3. Théorie des ordres totaux denses sans extrémité :
— théorie des ordres totaux,
- VaVy (z <y) — (3z(x < 2z < y)),
- Vady3z (y < x < 2).
Cette théorie est compléte. (Voir exo[6.31])

4. La théorie des corps commutatifs n’est pas compléte, elle a des modéles finis et
infinis. La théorie des corps commutatifs de caractéristique 0 n’est pas non plus
compléte. La formule 3z (x? = —1) est vraie dans C mais pas dans R.

5. Théorie des corps algébriquement clos de caractéristique p fixé :
— théorie des corps commutatifs,
~1+---+1=0sip>0;1+4+---41+#0, pour tout n > 0, si p=0.
—_—— —_—
p n
— Vyo.. . Vyn(yn £— > ypx’ = 0), pour tout n > 0.
Cette théorie est compléte. (Voir exemple [7.17])

6. Théorie des groupes abéliens divisibles sans torsion non triviaux dans £ = {0, +, —} :
— théorie des groupes abéliens,
— dx #0,
— Vxdy ny = x, pour tout n > 0,
— Vz(x =0V nx #0), pour tout n > 0.
Cette théorie est compléte. (Voir exemple [7.17))

Exercice 6.44. Soit £ le langage réduit a une relation binaire E (et 'égalité).

1. Donner une axiomatisation (dans ce langage) de la théorie de la relation d’équi-
valence & deux classes infinies.

2. Donner une axiomatisation de la théorie de la relation d’équivalence a une infinité
de classes toutes infinies.

3. Montrer que ces deux théories sont complétes.

Nous pouvons maintenant étudier les parties définies par des formules dans une struc-
ture :



6.4. THEORIES, MODELES ET ENSEMBLES DEFINISSABLES 15

Définition 6.45. Soit 9 une L-structure. Une partie D de M" est un ensemble défi-
nissable dans M §'il existe une formule ¢(z,y) et des parameétres b dans M tels que

D={acM": Mg ¢ahb)}.

On dit alors que D est définissable avec des parameétres dans B ou est défini par une
formule & parameétres dans B si b C B. Si de plus D est défini par une formule atomique,

on dit que D est un ensemble définissable atomique.
On note Def(9M) la famille des ensembles définissables de 1.

Définition 6.46. Si 9 est une sous-structure élémentaire de N et D C M™ est un
ensemble définissable dans 90, alors D a une extension canonique en un ensemble
D’ C N™ définissable dans M, tel que D' N M™ = D : si D est défini par une formule
¢(z,b) (b C M) alors D' := {a € N" : M |= ¢(a,b)}. En pratique on confondra D’ avec
D.

Exercice 6.47. Vérifier que D’ ne dépend pas du choix de ¢ pour D.

Exercice 6.48. Soit 9t C 91. Montrer que 2 < M si et seulement si pour toute partie
non vide définissable D C N & paramétres dans M on a D N M # ().

Exemple 6.49. Dans un groupe (G, 1,-, ), le centre C' de G est défini par ¢(z) :=
Yy xy = yx. Soit ¥ (z,y) := (xy = yx). Pour tout a € G, le centralisateur de a, C(a),
est défini par ¥ (z, a).

Exercice 6.50. Montrer que I’ensemble des nombres premiers est une partie définis-
sable dans la structure (N, -). A-t-on besoin de parameétres ?

Exercice 6.51. Montrer que l'ordre sur R est définissable sans paramétre dans la
structure (R, +, ).
Exercice 6.52. La famille Def(901) est close par

1. combinaisons booléennes finies : si A, B € Def(9M), le complémentaire de A,
I'union et l'intersection de A et B sont dans Def(91),

2. produits cartésiens : si A, B € Def(9), A x B € Def(9M),

3. projections : si A est une partie définissable de M™™™ alors la projection de A
sur M" est définissable,

4. spécialisations : si A est une partie définissable de M™t™ et si b € M™ alors
Ab) :={a e M": (a,b) € A} € Def(IM),

5. permutations des coordonnées : si A est une partie définissable de M" et ¢ une
permutation de {1,...,n} alors

o(A) = {(asq), -+ om) : (a1,...,a,) € A} € Def(M).
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La famille Def(901) est en fait la plus petite famille de parties de | J,,., M", contenant
les ensembles définissables atomiques et étant close par combinaisons booléennes finies,
produits cartésiens et projections.

Exemple 6.53. Soit K un corps commutatif considéré dans le langage L,,,,,. La famille
des ensembles atomiques de K est formée des parties définies par des équations poly-
ndmiales. Si on clét par intersections finies, on obtient les fermés de Zariski. Alors si on
clot par combinaisons booléennes finies, on obtient les ensembles constructibles. Ceux-la
ne sont pas en général clos par projection. Par contre c’est le cas si K est un corps algé-
briquement clos (Théoréme de Tarski/Chevalley). Ce résultat correspond, d’un point
de vue modéle théorique, a I’élimination des quanteurs dans les corps algébriquement
clos (cf suite du cours). Les ensembles définissables d’'un corps algébriquement clos sont
donc exactement les ensembles constructibles.

Définition 6.54. Une L-structure 9 est minimale si M est infinie, et tout sous-
ensemble définissable de M est fini ou co-fini.

Théoréme 6.55. Un goupe minimal est abélien, et soit d’exposant premier, soit divi-
sible avec un nombre fini d’éléments d’ordre n pour tout n > 0.

Démonstration. Soit H un sous-groupe définissable de G. Alors G \ H est une réunion
de translates de H. Donc si H est infini, H = G par minimalité.
Supposons G non-abélien, et soit

Z(G)={9€G:VheG gh=hg}
le centre de G. Si g € G\ Z(G), alors le centralisateur
Celg) = {h € G : gh = hg}
est un sous-groupe propre, et donc fini. Alors la classe de conjugaison
g ={h7'gh:h € G}

de g est infini, et donc co-fini. Si h € G'\ Z(G) alors h” lui aussi est infini et co-fini, et
g“ N A% £ 0. Ainsi g = hY, et tous les éléments non-centraux sont conjugués.
Sipour un g € G\ Z(G) on a g* € Z(@G), alors ¢g* € Z(G) pour tout g € G\ Z(G), car
ces éléments sont conjugués. Ainsi dans G/Z(G) on a

ghgh = (gh)* = 1 = g°h* = gghh
et donc hg = gh. Ainsi G/Z(G) est abélien, et I'application
v g a] =g e gx

est un homomorphisme de noyau Cg(g) et image contenu dans Z(G). Or ces deux
groupes sont propres et donc finis, une contradiction. Ainsi G est abélien.
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Pour tout n > 0 on considére
nG={ng:9€G} et Gnl={g€G:ng=0}

Comme z — nz donne un isomorphisme nG = G/G[n], il est impossible que nG et
G[n] soient finis simultanément. Par minimalité, soit nG = G, soit G[n| = G.

Sin > 0 est minimal avec nG # G, alors G[n] = G et nG = {0} ; si n = pq avec p > 1,
alors ¢G = G par minimalité de n, et donc pG = pgG = nG = {0}. Ainsi p = n et G
est d’exposant premier.

S’il n’y a pas de tel n, alors nG = G pour tout n > 1 et G est divisible. De plus G[n]
est fini pour tout n > 1. n

On verra plus tard que dans le pur langage des groupes, un groupe abélien d’exposant
premier ou divisible avec un nombre fini d’éléments d’ordre n pour tout n > 0 est
minimal.

Conjecture 6.56 (Podewski). Un corps minimal est algébriquement clos.

On verra plus tard que dans le pur langage des anneaux, un corps algébriquement clos
est minimal.

Théoréme 6.57. Un corps minimal de caractéristique positive est algébriquement clos.

Démonstration. Soit K un corps minimal de caractéristique p > 0, et soit k = K ﬂFglg,
ol Fglg est la cloture algébrique du corps premier. Soit ¢ : x — 2P I'endomorphisme
de Frobenius. Alors o(K) est infini, égal & K par minimalité, et o est en fait un
automorphisme de K.

Si k n’est pas algébriquement clos, soit ¢ une extension de k de degré d. Comme k est
réunion de corps finis, et les seules extensions algébriques des corps finis sont Galois et
cycliques, [( : k] est une extension cyclique et k% < k. Or, si a € K avec o € k < Fglg ,
alors a € K N ]Fglg = k. Ainsi K¢ < K, une contradiction a la minimalité, car K% est
infini. Donc k est algébriquement clos.

Pour teminer, utilisons le test de Tarski pour montrer £ < K. Soit donc D C K un
ensemble k-définissable non-vide ; il faut montrer que D Nk # (0. Si D est infini, alors
D est co-fini; comme k est infini on a bien kN D # (). Si D est de cardinal k fini,
soit n < w tel que tous les parameétres pour définir D sont dans F,». Alors o™ fixe ces
paramétres et permute D. Donc o™ fixe D, et D C Fpun N K < k.

Comme £k est algébriquement clos, pour tout n > 0 il satisfait 1’énonce que tout poly-
nome de degré n a un zéro. Ceci est donc également vrai dans K, et K est algébrique-
ment clos. O
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Chapitre 7

Compacité, Théoréme de
Lowenheim-Skolem

Ce chapitre est consacré a un théoréme fondamental en théorie des modéles, le théoréme
de compacité et a ses premiéres conséquences.

7.1 Ultraproduits

Commencons par une méthode pour obtenir de nouvelles structures, les ultraproduits
qui sont des produits directs de structures quotientés par des ultrafiltres.

Rappelons la définition de filtres et ultrafiltres ainsi que quelques propriétés de ceux-ci
vues au chapitre 5 : Soit I un ensemble infini. Un ensemble non vide F de parties de
I est un filtre sur [ si :

o @ §é f?

-si XY € Falors XNY € F,

—siXeFetXCYalorsY € F.

Un ultrafiltre ¢ est un filtre maximal pour l'inclusion, ce qui est équivalent a pour
toute partie A de Ud, A ou I — A est dans U.

Si U est ultrafiltre sur I alors

— soit U est un filtre principal F, = {A: a € A} pour un élément a de I ;

— soit U contient le filtre de Fréchet, c’est-a-dire ’ensemble des parties co-finies de [.
Enfin, & 'aide de 'axiome du choix, on vérifie que tout filtre est contenu dans un
ultrafiltre (c’est en particulier le cas pour le filtre de Fréchet).

Définissons maintenant ce qu’on entend par ultraproduit :

Définition 7.1. Soit (9;);c; une famille de L-structures et & un ultrafiltre sur I.
L’ultraproduit [ [, 9 /U est la structure I suivante :

1. le domaine de M est le produit des M; modulo la relation d’équivalence suivante :
(a;)ier ~ (bi)ier si et seulement si {i € [ :a; =b;} € U.

19
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Cette relation est de maniére évidente réflexive et symétrique. La transitivité
découle du fait que U est un filtre :ona {i € I 1 a; = ¢;} D{i € [ : a; =
b;} N{iel:b;=c}. On notera [a;];c; la classe modulo U de 1'uple (a;);es-

M= [le]

2. pour toute constante ¢ € L, on pose ¢ icl-

3. pour toute fonction n-aire f de L, on pose
7 (ailiers -5 [aflier) = [ (ag, - af)ier
4. pour toute relation n-aire R de £, on pose
= {([a})icr, . - -, [aMier) € M™ - {i € I : (al,...,a}) € R™} € U}.

Exercice 7.2. Vérifier que les fonctions et relations sont bien définies, c’est-a-dire
qu’elle ne dépendent pas du choix des représentants. Noter de plus que la définition de
=" correspond & la vraie égalité sur M.

Exercice 7.3. Que peut-on dire de 'ultraproduit si 'ultrafiltre est principal ?

Théoréme 7.4 (Critére de Los). Soit U un ultrafiltre sur I et (IM;);er une famille
de L-structures. Si m = ([mllicr, ..., [mPicr) est un n-uple dans Uultraproduit M =

[Lic; /U et ¢(Z) est une formule, alors
M = ¢(m) si et seulement si {i € I:M; = p(m;,....m)} €U.

En particulier si 6 est un énoncé alors MM est modéle de cet énoncé si et seulement si
il existe X € U tel que pour tout v € X, M; est un modele de 6.

Démonstration. On commence par vérifier par induction sur la construction des termes
que si t(Z) est un terme alors

7 (m) = [ (my, ..o miier.

Par définition de I'ultraproduit, c’est évident si ¢(Z) est une constante ou une variable.
Soient t1(Z), ..., tx(Z) des termes pour lesquels la propriété est vérifiée et f € L une
fonction k:—alre. Par hypothése de récurrence, pour tout j € {1,...,k},

t‘jﬁ(m) = [t?ﬁi(m}, coymM))ier,

et par définition de I'ultraproduit,

(f(tr, )™ (M) = fm(tm( )sees b (1))
PP (), 8 ()i
- [(th”?tn) Z( 117 mzﬂ))]zel-

On vérifie maintenant le critére de Los par induction sur la construction des formules.
Par définition de l'ultraproduit et par ce qui précede le critére est évident pour les
formules atomiques.
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Supposons le critére vérifié pour deux formules ¢(z) et ¥ (z). Alors M = (¢ A ) (m)
ssi

X={el:MEomi,.mH}yeU et Y:={ecl:MEwm;,..m"}eU.
Comme U est un filtre, X € U et Y € U est équivalent & X NY € U. Or
XnNY={el M (pAY)(my,...m"}eU,

donc le critére est alors vérifié pour (¢ A ).

On a aussi M = —¢p(m) ssi X ¢ U. Comme U est un ultrafiltre (c’est ici qu'un simple
filtre ne suffit pas), X ¢ U ssi I\ X eUU. Or I\X ={i € [ : M; &= —~p(m},....m")},
donc le critére est également vérifié pour —¢.

Supposons maintenant le critére vérifié pour une formule ¢(y, Z). Soit

X :={iel:MEIyo(y,my,...m"}.

Si M = Jyd(y, m) alors il existe [mY];cr € M tel que
M = o([m5]icr, [y lict, - [T} icr)-
Par hypothése,
Yi={iel:MEo(m)m;, .. m"}€U.
Donc X € U car X DY € U. Réciproquement, si X € U, choisissons pour tout i € I,
m € M; tel que si M; = yo(y, ml, ..., m?) alors M; = d(m? ml,....mk). Alors
fi € 19, = o(ml,m?,.omi)} = X
et donc, par hypotheése,

M = o([m]icr, [ i, o [T} icr)-

Le critere est alors vérifié pour la formule Jy¢. m

7.2 Le théoréme de compacité

Théoréme 7.5 (Compacité). Soit ¥ un ensemble d’énoncés tel que tout sous-ensemble
fini de X a un modele. Alors ¥ a un modéle.

Démonstration. Considérons Y un ensemble d’énoncés finiment consistant. Pour toute
partie finie ¢ de ¥ soit 9, un modéle de i. Nous allons utiliser le critére de Y.os pour
montrer qu'un ultraproduit des 9; est modéle de X.

Soit I 'ensemble des parties finies de X, et pour tout i € I, soit I; :={j € I : j D i}.
Alors F:={X CI:X D I; pour un i € I} est un filtre sur /. En effet : Ity = I € F;
DgF;siXDLetY DIjalors XNY DLyt X DLet X CYoalorsY DI,
Soit U un ultrafiltre contenant F et 9 I'ultraproduit [].., 9%;/U. Alors 90t est un
modele de 3 : si 6 € ¥ alors M; = 6 pour tout i € Irgy € U, donc par le critére de Los
M = 0. m
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Exercice 7.6. Montrer que le théoréme de compacité est équivalent a ’énoncé sui-
vant : soient 3 un ensemble d’énoncés et ¢ une conséquence de X (X - ¢) alors ¢ est
conséquence d’une partie finie de X.

Exercice 7.7. A l'aide du théoréme de compacité vérifier les assertions suivantes :

1. Une théorie qui, pour tout entier n, a un modéle de cardinalité plus grand que
n, a un modéle infini.

2. Il n’existe pas de théorie dans la langage L,,.q4 dont les modéles sont précisément
les ordres finis.

3. Il n’existe pas de théorie dans la langage L,,,, dont les modéles sont précisément
les corps finis.

Le théoréeme de compacité s’exprime topologiquement de la facon suivante : nous mu-
nissons 1’ensemble 7 des théories complétes dans le langage £ d’une topologie. A tout
énoncé ¢, on associe l'ensemble [¢] des théories complétes contenant ¢. Alors les [¢]
forment une base d’ouverts pour une topologie, car si ¢; et ¢y sont deux énoncés,
[61] N [p2] = [d1 A ¢2]. Muni de cette topologie, T est un espace séparé : si T} et Ty
sont deux théories complétes distinctes alors il existe un énoncé ¢ € T; tel que ¢ ¢ Ts.
Donc [¢] et [~¢] sont des voisinages disjoints respectivement de T} et T5. Cet espace
T est de plus totalement discontinu, c¢’est-a-dire il admet une base d’ouverts qui sont
fermés : le complémentaire de [¢] est [—¢]. Par conséquent, toute partie connexe de T
est soit vide, soit réduite a un point.

Théoréme 7.8 (Compacité). L’espace T des théories compléetes dans le langage L est
compact.

Exercice 7.9. Les deux énoncés ci-dessus du théoréme de compacité sont équivalents.

Exercice 7.10. Les ouverts-fermés de T sont les parties de la forme [¢] pour ¢ un
énoncé de T.

Regardons maintenant un corollaire du théoréme de compacité en termes d’ensembles
définissables.

Corollaire 7.11 (Compacité). Soit 9t une L-structure et (¢;(Z,m;))ier. Si pour toute
partie finie Iy de I, il existe a € M™ tel que pour tout i € Iy, M = ¢;(a,m;) alors
il existe une extension élémentaire I de M et a € N™ tel que pour tout ¢ € I,
N = ¢i(a,m;).

En d’autres termes, si (D;);es est une famille de parties de M™ définissables dans 9t tel
que toute intersection finie de parties de cette famille est non vide dans la structure 9
alors cette famille a une intersection non vide dans une extension élémentaire de 1.

Démonstration. Soit ¢ un n-uple de nouvelle constante. Considérons I’ensemble d’énon-
cés
Y= ThM, M) U{¢;(¢,m;) :i € I}
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dans le langage LU {m : m € M} U {¢}. Alors par hypothése, pour toute partie finie
de 3, il existe @ € M™ telle (M,L,m,a : m € M) soit modéle de cette partie finie.
Donc par le théoréme de compacité > est consistant. Soit 91 un modeéle de ¥ alors
I'interprétation des constantes {m : m € M} forme une sous-structure élémentaire de
M, la structure sur N réduite au langage L. Cette sous-structure est isomorphe a 9
car M = Th(IM, M). Par un isomorphisme, on peut donc supposer que 9t est une
sous-structure élémentaire de 9t et 'interprétation a € N™ de ¢ dans 91 implique que
pour tout i € I, W = ¢i(a, m;). ]

Exemple 7.12.

1. Les entiers non-standards : il existe une extension élémentaire de la structure
(N, 0,1, 4+, -) contenant un entier (non-standard) non nul qui est divisible par tous
les entiers standards non nuls (les entiers de N*).

2. Les réels non-standards : il existe une extension élémentaire R’ de la structure
(R,0,1,4, —,+, <) contenant un réel ¢ (non-standard) strictement positif qui est
infiniment petit, c’est-a-dire tel que pour tout réel r standard strictement posi-
tif (r € R, r > 0), 0 < ¢ <r. On a alors pour tout 7’ € R’ borné (tel qu’il existe
ro € R avec —rg < 1’ < ry), il existe un unique réel standard r» € R infiniment
proche de r’. On appelle r la partie standard de »'.

Lemme 7.13 (Théoréme de 'extension élémentaire commune). Si (9;);c; est une fa-
mille de L-structures élémentairement équivalentes, elles ont une extension élémentaire
«communey : il existe une L-structure N telle que tous les M; se plongent élémentai-
rement dans .

Démonstration. On peut supposer que les domaines des (M; : i € I) sont disjoints.
Considérons ’ensemble d’énoncés

% := | Th(om,, M)
iel
dans le langage £ U (J,.; M;. Remarquons que si N est un modéle de ¥, alors I'ap-
plication de 9; dans 91 avec M; > m + m™ est un plongement élémentaire. Nous
allons donc montrer que X est consistant. Par compacité, il est suffisant de montrer
que tout fragment fini de X est consistant. Un fragment fini >y de X est équivalent a

une conjonction
eil (mll) AR elk(mlk)7

ou 0;(m;) € Th(9M;, M;). Alors IM; | 3z6;(Z) pour tout i; commence Ny et M; sont
¢lémentairement équivalentes, on a aussi 9 = 376;(z). Donc

My =3z T (0, (Z) A+ - NG, (Tg)
etily ami,...,m, € M tel que
My = 0, (M) A< A Gy, ().

Alors en interprétant m;; par m} dans M; on obtient un modele de ¥. O
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7.3 Théoréme de Lowenheim-Skolem, Catégoricité

Lemme 7.14 (Lowenheim-Skolem ascendant). Si 9 est une L-structure infinie alors
pour tout cardinal k > max{|L|,|M|} il existe une extension élémentaire N = M de
cardinal k.

Démonstration. Montrons d’abord qu’il existe une extension élémentaire 9y de 91 de
cardinal supérieur ou égal & k. Pour cela considérons (¢;);e, des nouveaux symboles de
constantes et I’ensemble d’énoncés

o= Th(M, M) U {c; # ¢; 1 i # j}.

Chaque fragment fini de ¥ ne mentionne qu’un nombre fini de constantes, qui peuvent
étre interprétés par des éléments distincts de 9 car 91 est infini. Donc ¥ est finiment
consistant et donc consistant par compacité. Un modeéle 91y de X est alors une extension
élémentaire de 91 de cardinal supérieur ou égal a k. Par Léwenheim-Skolem descendant,
il existe une sous-structure élémentaire 1 de 9y contenant M et de cardinal s, qui est
alors une extension élémentaire de 1. m

Convention. Le cardinal d'une théorie 7" dans un langage £, notée |T'| est par conven-
tion le cardinal de ’ensemble des formules du langage £, c’est-a-dire |T'| := max{w, |L|}.
En particulier on dit que T" est dénombrable si |L| < w.

Théoréme 7.15 (Théoréme de Lowenheim-Skolem). Si T' est une théorie qui a un
modele infini alors T a un modéle de cardinal k pour tout cardinal k > |T)|.

Démonstration. Par Lowenheim-Skolem ascendant et descendant, il existe une struc-
ture N de cardinal k élémentairement équivalente a M. O

Définition. Une théorie T' est k-catégorique si T" a un unique modéle a isomorphisme
pres de cardinal k. Une théorie est totalement catégorique si T' est k-catégorique pour
tout x infini.

Proposition 7.16. Une théorie T qui n’a que des modéles infinis et qui est k-catégorique
pour un cardinal k > |T| est compléte.

Démonstration. Soit M le modeéle de T' de cardinal k. Toujours par Léwenheim-Skolem
ascendant et descendant, tout modeéle de T est élémentairement équivalent a une struc-
ture de cardinal x, donc a M. O

Exemple 7.17. — La théorie des ensembles infinis est totalement catégorique.

— La theéorie des ordres totaux denses sans extrémité est w-catégorique (voir exo [6.31).
Par contre cette théorie n’est pas k-catégorique pour tout cardinal x > Ny. Consi-
dérons par exemple un ordre I total dense sans extrémité de cardinal x tel que
pour chaque point de cet ordre, il y a x points plus grand (par exemple £ x Q avec
ordre lexicographique). Prolongeons cet ordre par I'ensemble des rationnels. Alors
les ordres I et I —~ Q ne sont évidemment pas isomorphes.
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— Soit p > 0. La théorie des corps algébriquement clos de caractéristique p est catégo-
rique en tout cardinal infini non-dénombrable. En effet si K7 et K5 sont deux corps
algébriquement clos de caractéristique p et de cardinal x > w, ils sont tous deux
de degré de transcendance k et donc isomorphes. Par contre cette théorie n’est pas
No-catégorique. En effet, il y a Xy modéles dénombrables non-isomorphes, déterminés
par le degré de transcendance sur le corps premier.

— La théorie des groupes abéliens divisibles sans torsion non triviaux est également
catégorique en tout cardinal infini non-dénombrable. En effet tout groupe abélien
divisible sans torsion peut étre regardé comme un Q-espace vectoriel et un groupe
abélien divisible sans torsion de cardinal x > w aura pour dimension x comme Q-
espace vectoriel. Par contre cette théorie n’est pas Ny-catégorique.

— La théorie des groupes abéliens d’exposant p premier est totalment catégorique. En
effet tout groupe abélien d’exposant p de cardinal x infini peut étre regardé comme
un JF,-espace vectoriel et aura pour dimension x comme Jp,-espace vectoriel.

Exercice 7.18. Déterminer les cardinaux s pour lesquels la théorie de la relation
d’équivalence & une infinité de classes toutes infinies est x-catégorique. Méme question
pour la théorie de la relation d’équivalence & deux classes infinies.

Exercice 7.19. Soit £ = {P, : i € w} ou les P, sont des relations unaires. Soit 7" la
théorie dans le langage £ qui dit que les P; sont deux & deux disjoints et que chaque
P, est infini.

1. Vérifier que T n’est catégorique en aucun cardinal k.

2. Montrer que T est compléte.

Pour terminer cette partie nous allons énoncer le théoréme de Morley qui est le point
de départ de la théorie de la stabilité. La démonstration de ce théoréme ne sera pas
faite dans ce cours.

Fait 7.1 (Théoréme de Morley 1965). Une théorie dénombrable qui est catégorique
en un cardinal infini non-dénombrable est catégorique en tout cardinal infini non-
dénombrable.

7.4 Applications en algébre

Nous commengons par un résultat de transfert de caractéristique positive en caracté-
ristique zéro.

Théoréme 7.20 (Principe de Transfert). Soit ¢ un énoncé dans le langage des an-
neaux. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. ¢ est vrai dans tout corps algébriquement clos de caractéristique nulle ;

2. ¢ est vrai dans tout corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, pour tout
p premier sauf un nombre fini.
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3. ¢ est vrai dans un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, pour une
infinité de nombres p premier.

Démonstration. Soi P I’ensembles des nombres premiers, et ¢/ un ultrafiltre sur P. Pour
p € P soit K, un coprs algébriquement clos de caractéristique p. Alors 'ultraproduit
K = [, K,/U est un corps algébriquement clos comme chaque K, satisfait CAC,
la théorie des corps algébriquement clos. En plus, pour tout n > 0 presque tout K,
satisfait ’énoncé n = 1+ --- + 1 # 0. Donc K est un corps algébriquement clos de
caractéristique zéro.

Soit I C P un ensemble infini tel qu’il y ait un corps K, algébriquement clos de caracté-
ristique p satisfaisant ¢. On considére un ultrafiltre &/ contenant I. Par le critére de Y.os
¢ est satisfaite dans K, et donc dans tout corps algébriquement clos de caractéristique
zéro, puisque CAC, est compléte. I est donc impossible que —¢ puisse étre vrai dans
un corps algébriquement clos de caractéristique p pour une infinite de p différents, car
sinon tout corps algébriquement clos de caractéristique zéro satisfaisait a la fois ¢ et
_|¢. D

Nous allons en déduire un théoréme d’Ax.

Théoréme 7.21 (Ax 1969E[). Soit f une application polynomiale de C™ dans C™ pour
m > 0. Si f est injective alors f est surjective.

Démonstration. Soit m > 0 et f une application polynémiale de C™ dans C™. Soit k

le degré de f. Considérons [ la partie finie de N™ constituée des uples i = (i1, ..., im)
vérifiant o + i + ... + iy < k.
Notons ¢y, ((af)iel,j€{17..,,m}, Y, - - ,ym) le terme du langage des anneaux
(Zaiy? g alyy yni?)
iel iel

Maintenant, considérons 1’énoncé 6;, suivant :

ViEIajﬁmag (Vyl .- 'ymvzl - Zm gbk((a’g)ayly cee 7ym) = Qbk((ag),zl, .- '7Zm)) — /\ (yl = ZZ)) —
iel
(Vrl...rmﬂsl...sm ¢k((ag),sl,...,sm) = (rl,...,rm)) )

L’énoncé 0y interprété dans un anneau A signifie « pour toute application polyndémiale
P de degré inférieur ou égal a k de A™ dans A™ si P est injective alors P est surjective ».

Cet énoncé est évidemment vérifié dans tout corps fini.

1. Ax a en fait montré plus généralement que tout endomorphisme injectif d’une variété algébrique
est surjective.
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Soit p un nombre premier. Rappelons que le corps fini F,(= Z/pZ) admet a isomor-
phisme preés une unique cloture algébrique F,, et que

F, = | Fpr

ot Fyn := {x € F,: 27" = x} est 'unique sous-corps de cardinal p" de I[N?p. Considérons
g une fonction polyndmiale injective de (IF,)™ vers (F,)™. Alors il existe j > 0 tel que
cette fonction polynomiale est a coéfficient dans F,;. Cette fonction définit alors une

bijection de IF,n; vers IF,»; pour tout entier n > 0. Comme F, = U0 Fprs on en déduit

que g est surjective sur F ». L’énoncé 0, est donc satisfait par [F).
La théorie des corps algébriquement clos de caractéristique p étant compléte, cette
énoncé est en fait satisfait par tout corps algébriquement clos de caractéristique p. On
conclut en utilisant le principe de transfert. O
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Chapitre 8

Types et élimination des quanteurs

Dans ce chapitre nous introduisons la notion de types, notion centrale en théorie des
modeles pour I'étude des structures. Nous verrons leur utilisation pour I’élimination des
quanteurs et nous traiterons I’exemple des corps algébriquement clos. Dans le chapitre
suivant, nous parlerons de la question de la réalisation et de ’omission des types.

8.1 Types

Commencons par deux exemples.

Exemple 8.1.

1. Soit M = (Z, <). Les uples (2,5,9) et (3,4,8) satisfont les mémes formules sans
quanteurs dans 9 car on a 2 < 5 < 9 et 3 < 4 < 8. On dira que ces deux uples
ont méme type sans quanteurs. Par contre, si on pose ¢(z,y,2) =tz <t <y
alors M = ¢(2,5,9) mais M E —¢(3,4,8). On dira que ces deux uples n’ont
pas méme type. En étudiant plus précisément la théorie des ordres discrets, on
pourra vérifier que les uples (5,9) et (4, 8) satisfont les méme formules car il y a
le méme nombre d’éléments entre 5 et 9 qu’entre 4 et 8.

2. Soit M = (R, <). Les uples (1,7, e) et (v/2,8,7) satisfont les mémes formules dans
M. En effet comme 1 < e < 7 et v/2 < 7 < 8, on peut faire correspondre par un
va-et-vient ces deux uples. On dira que ces deux uples ont méme type.

Définition 8.2. Soit 9t une L-structure, A C M et a = (ay,...,a,) un n-uple de M.

1. Le type sans quanteurs de a sur A (dans 9) est 'ensemble des L(A)-formules
sans quanteurs satisfaites par a, c’est-a-dire ’ensemble

tpsqop(a/A) = {é(z1, ..., x,) formules sans quanteurs de L(A): M |= d(ay,...,a,)}-

2. Le type de a sur A (dans 91) est I'ensemble des L£(A)-formules satisfaites par a,
c’est-a-dire I’ensemble

tpogm(a/A) = {p(x1,...,x,) formules de L(A): M |= ¢(ay,...,a,)}

29
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3. Plus généralement, un n-type (sans quanteurs) sur A est un ensemble maximal de
L(A)-formules (sans quanteurs) en variables libres = x4, ..., x, telle que toute
partie finie ait une réalisation dans 9. L’ensembles des n-types sur A est noté
Sn(A) (ou le modele ambient 9 est omis de la notation).

4. Si p est un type et a satisfait toutes les formules de p, on dit que a est une
réalisation de p, ou que a réalise p.
Si T est une théorie, on note S, (7") ensemble de tous les types sur () dans tous les

modémes de T. On pose S(T) =, _, Sn(T) et S(A) =, _, Sn(A).

n<w N n<w N

Evidemment, un type au sens de 1. ou 2. est un type au sens de 3. Notons que le type
sans quanteurs est déterminé par le type atomique, c¢’est-a-dire ’ensemble des formules
atonique satisfaites par a.

Remarque. Soit p(Z) un type sur A C 9, et ¢(z) une formule telle que ni ¢ ni —¢
est dans p. Par maximalité on trouve des sous-ensembles finis 7y et m; de p tels que
ni mo(Z) U {¢(Z)}, ni m(Z) U {—¢(Z)} a une réalisation dans 9. Mais 7o(z) U m1(Z)
a une réalisation a dans 91; comme soit M = ¢(a), soit M = —¢(a), on obtient une
contradiction. Donc pour toute L(A)-formule ¢(Z) soit ¢, soit —¢ est dans p.

Remarque. Comme il y a au plus |£| + |A| + w formules avec parameétres dans A, il
y a au plus 2/EHA+ types sur A.

Remarque. Soient I et DN deux L-structures, A C M et a € M".
— Si M est une sous-structure de I alors tpsqgy(a/A) = tpsqy(a/A).
— Si 9 est une sous-structure élémentaire de N alors tpyy(a/A) = tpy(a/A).

Par exemple si M = (2Z,<) et M = (Z, <) alors tpsqey(0,2) = tpsqy(0,2) mais

Exemple 8.3. Dans la théorie des ordres totaux denses sans extrémité, un 1-type
sur A correspond a la coupure qu’il détermine sur A. En particulier les 1-types sur Q
correspondent aux coupures :

1. {z =q} pour ¢ € Q,

Ag<z<q:qd >q}pour q €Q,

Ad <x<q: ¢ <q}pour q €Q,

Ad <x<q: ¢ <r<gq}pourreR\Q,
Az >q:qeQ},

Ar<q:qe Q.

S Ot = W N

Exemple 8.4. Dans la théorie d’un corps algébriquement clos K un 1-type p sur un

sous-corps k est déterminé

— soit par le polynéme minimal sur & d’une réalisation de p (types des éléments algé-
briques sur k),
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— soit par 'ensemble {P(z) # 0: P € k[X]} (type des éléments transcendants sur k).

Proposition 8.5. Soit M une L-structure, A C M et p € S,(A). Alors il existe une
extension €lémentaire N = M et un n-uple a in N tel que p = tpy(a/A).

Démonstration. On considére X = Th(9, M)Up(c), ou é sont des nouvelles constantes.
Puisque toute partie finie de p a une réalisation dans 90, toute partie finie de X est
realisable dans 21 en interprétant ¢ par un n-uple convenable de M. Donc ¥ a un
modéle . Comme N |= Th(IM, M), il est extension élémentaire de M (en identifiant
M > m et m™). On pose a = ¢ ; il est évident que tpy(a/A) = p. ]

Exercice 8.6. Soit 2 une L-structure, A C M et p un type sans quanteurs sur A.
Alors il existe une extension 9t O 9 qui réalise p.

Définition 8.7. On dit qu'un isomorphisme partiel de 9t dans D1 est un co-isomorphisme
s’il appartient & une famille Karpienne d’isomorphismes partiels de 991 dans 91, c¢’est-
a-dire s’il est prolongeable par va-et-vient.

Il suit des définitions et de la proposition que

Proposition 8.8. Soit o un isomorphisme partiel de M dans M. Alors tpsqey(a) =
tpsam(o(a)) pour tout @ € Dom(o)”. De plus si o est un oo-isomorphisme, alors

tpor(@) = tpp(o(a)).

Réciproquement deux uples qui ont méme type, sont en fait conjugués par un automor-
phisme d’une extension élémentaire. Tout d’abord, remarquons que si 9, 1 sont deux
L-structures et @ € M™, b € M™ tels que tpyy(a) = tpy(b) alors M et N sont élémen-
tairement équivalentes. En effet, tous les énoncés satisfaits par 991 sont par définition
parmi les formules de tpyy(a). On peut donc supposer par la propriété de plongement
commun (lemme que @ et b sont dans la méme structure.

Proposition 8.9. Soient a et b deux uples d’une L-structure MM, et A C M. Alors a
et b ont méme type sur A si et seulement s’il existe une extension élémentaire N o= M
et un automorphisme o de N qui fire A et envoie a sur b.

Démonstration. (<) est évident.
(=) : construisons une chaine d’extensions élémentaires

My <My <. <M, < ...
avec My = M et une chaine

oo Co;1C...Co

= n

d’isomorphismes partiels élémentaires o; : M, — M, telle que oy est 1'unique isomor-
phisme de la sous-structure engendré par A U {a} sur la sous-structure engendré par
AU {b} qui fixe A et envoie a sur b, et telle que pour tout i < w le domaine de o,
contient My; et I'image de 09,15 contient My, 1. Pour cela on utilise le lemme suivant :
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Lemme 8.10. Si 9 est une L-structure et o : M — M est un isomorphisme partiel
élémentaire alors il existe une extension élémentaire N = M et un isomorphisme partiel
élémentaire T : N — N de domaine M qui prolonge o.

Démonstration. Associons a chaque m € 9t une nouvelle constante m’ et considérons
I'ensemble des énoncés suivants dans le langage LU {m,m': m € M},

Y= ThON, M) U{o(m',o(n)) : M = é(m,n) et i € dom(o)}.
Montrons que ¥ est consistant. Pour cela considérons en une partie finie
Yo :=0(m) U{p(m;,o(n;)) :i € I}.

Alors
M = 3(Zi)ier Nier ¢(Ti,0(R;)),  car M = 3(Ts)ier Nier ¢(Ti, ;)

et o est élémentaire. On peut donc interpréter les m’ dans 9 tel que (I, M, M') = Zo.
Par compacité il existe un modeéle DM de X ; comme N = Th(M, M) il est extension
élémentaire de 9t. Considérons 7 : 9t — N la fonction qui & m € M associe m' € N.
Alors 7 prolonge ¢ et est un isomorphisme partiel : pour tout m € 9N,

N = o(m) ssi M |= ¢(m) ssi N = o(7(m)).
O

Revenons a la construction de nos chaines : aux étapes paires on prolonge oy; et aux
étapes impaires Ui}w Les chaines construites, on vérifie que Uiew o; est un automor-
phisme de J,;., M; qui fixe A et envoie a sur b. ]
Exercice 8.11. Soit 9 une L-structure et A C M. Alors un n-type p(z) n’est rien
d’autre qu'une £(¢)-théorie qui étend Th(9, A), ou I'on a substitué z pour ¢.

Exercice 8.12 (Svenonius). Soit 9t une L-structure, A C M un ensemble de para-
métres et D une partie de M"™ définissable dans 91. Alors D est définissable a para-
métres dans A si et seulement si D est invariant par tout automorphisme fixant A de
toute extension élémentaire de 9.

Comme pour les théories on peut munir S,,(A) d’une topologie, en prenant les ensembles

(9] = {p € Su(A): ¢ € p}

comme base de fermés, pour ¢ € L(A) avec variables libres z1, ..., z,. Puisque [—¢]
est le complément de [¢], c’est une base d’ouvert-fermés, et la topologie est totalement
discontinue. Le théoréme de compacité nous dit que S, (A) est compact.

Plus généralement, on peut considérer des types en une infinité de variables libres
(x; : 1 < ) ; tout le développement précédent va aussi bien pour eux.
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8.2 Elimination des quanteurs

Quand on considére une théorie sur un langage donné, il est intéressant d’isoler un sous-
ensemble des formules du premier ordre suffisant pour décrire les ensembles définissables
dans les modéles de cette théorie. L’étude des propriétés des modéles en question s’avére
ainsi simplifiée. Le cas particulier de I’élimination des quanteurs est le cas oil toute
formule est équivalente modulo la théorie & une formule sans quanteurs.

Définition 8.13. Une théorie T' élimine les quanteurs si pour tout n > 0 et toute
formule ¥(z) ot T = (xy,...,x,) il existe une formule ¢(Z) sans quanteur telle que

T =Vz()(T) < (7)),

Notons que si une théorie T élimine les quanteurs alors tout type d'un uple dans un
modele de T est déterminé par le type sans quanteurs de cet uple. Réciproquement,
pour vérifier I’élimination des quanteurs (ou plus généralement 1’élimination & un sous-
ensemble de formules), on utilisera la méthode de va-et-vient afin de montrer que deux
uples ayant méme type sans quanteurs ont méme type et on pourra conclure a l'aide
de la caractérisation suivante.

Proposition 8.14. Soit T' une théorie et ® un ensemble non vide de formules de L
tels que pour tout entier n > 0, deux n-uples extraits de modeles de T' ont méme types
des qu’ils satisfont les mémes formules de ®. Alors pour toute formule 1 (z) de L il
existe une combinaison booléenne ¢(x) d’éléments de @ telle que

T EVE(y(T) < ¢(7)).

En particulier st pour tout n > 0, tout M ET, tout M ET, tout a € M™ et tout
b e M™ l’égalité tpsqem(a) = tpsqm(b) implique que tpgy(a) = tpy(b), alors T' élimine
les quanteurs.

Démonstration. Soit 1(Z) une formule de £ avec T = (x1, ..., x,). Si ¢ n’est satisfaite
dans aucun modele de T', on considére une formule 6 de ® et on a

T +Vz [(z) ¢ (0(z) A —0(z))]

Sinon, soit M = T et a € M™ tel que M |= ¢(a). 1l existe alors une combinaison
booléenne ¢5(z) d’éléments de ® telle que M = ¢a(a) et

T+ Vi(ga(z) = ¥(2)).
En effet, considérons ¢ un n-uple de nouvelles constantes. Alors I’ensemble d’énoncés
TU{¢(c): g € ®et M= ¢(a)} U{-¢(c): ¢ € D et M |= ~¢(a)} U {—(c)}

est inconsistant par hypothése. Par compacité une partie finie est inconsistante, ce qui
nous donne une combinaison booléenne ¢;(z) d’éléments de ® telle que M = ¢(a) et
T U{¢pa(c)} U{—(¢)} est inconsistant.
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Soit maintenant (9;, @;);c; une énumération de tous les types possibles d'un n-uple
dans un modele M; de T tel que M; |= ¢(a;). Alors

T U{~¢s(c): i € I} U{y(0)}

est inconsistant. Par compacité, il existe donc I fini tel que

Tz [p(z) = \/ ¢a,(2)].

i€lp
Alors 9 est équivalente modulo 7" a \/,. 1o ai- O

Exemple 8.15. Considérons la théorie T' de la relation d’équivalence a une infinité de

classes toutes infinies dans le langage £ = {E'}. Soient My et My deux modeles de T'.

On vérifie alors que les isomorphismes partiels de 91; dans M5 & domaine fini forment

une famille Karpienne. On en déduit que T est compléte et élimine les quanteurs. En

particulier :

— Il y a un unique 1-type.

— Il y a trois 2-types : le type déterminé par x; = xq, celui déterminé par (x; #
x9) A E(z1,22) et enfin celui déterminé par = E(z1, x3).

On peut remarquer que tout type de S(7) est réalisé dans tout modéle de 7.

Exemple 8.16. Soit K un corps. On exprime la théorie T" des K-espaces vectoriels
infinis dans le langage Lx = {0,+,—, A\ : £ € K} ou pour tout k € K, )\ est une
fonction unaire qui est interprétée dans un K-espace vectoriel par la multiplication
par k. Alors T est compléte et élimine les quanteurs : soient V; et V5 deux espaces
vectoriels de dimension infini et considérons F la famille des isomorphismes partiels
ayant pour domaine un sous-espace vectoriel de dimension finie. Alors F est non vide
et on vérifie facilement que F est un va-et-vient entre V; et V5. Donc T est compléte.
De plus T élimine les quanteurs car si @ € V; et b € V; satisfont les mémes équations
linéaires alors les sous-espaces vectoriels engendrés par a et respectivement par b sont
isomorphes.

Remarque. La théorie des groupes abéliens divisibles sans torsion non triviaux cor-
respond a la théorie des QQ-e.v. infinis : on définit dans un groupe divisible sans torsion
Ap/q PAr pr = qy qui est une formule sans quanteur. On en déduit que cette théorie
élimine elle aussi les quanteurs.

Exercice 8.17. La théorie des ordres totaux denses sans extrémité élimine les quan-
teurs.

Définition 8.18. Une théorie T est modele-compléte si toute inclusion de modeles de
T est élémentaire.

Proposition 8.19. Une théorie qui élimine les quanteurs est modéle-compléte.
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Démonstration. Soient M et N des modeéles de T' avec M C N, et ¢(m) un énoncé a
paramétres dans 9. Alors ¢(Z) est équivalent dans tout modéle de T & une formule
() sans quanteurs, et

M= o(m) & M p(m) & N yim) < NE o(m).
O

Exemple 8.20. La L,,,-théorie de R est modéle-compléte, mais n’élimine pas les
quanteurs : 3y y? = x n’est pas équivalente a une formule sans quanteurs. Par contre,
R élimine les quanteurs si on rajoute 'ordre au langage.

On voit que les propriétés d’élimination dépendent du langage choisi !

Remarque (Morleyisation). Soit 7" une théorie quelconque. Pour toute formule ¢(z)
on rajoute une nouvelle relation R4(Z) au langage, et 'axiome VZ [¢(Z) <> R4(Z)] a
la théorie, pour former le langage £’ et la théorie T". Alors 7" elimine facilement les
quanteurs : une L-formule ¢ est équivalente & R, ; quant aux £'-formules on remplace
d’abord les éventuelles sous-formules 12y, par ¢ pour obtenir une £-formule équivalente.
Ceci a pour effet de changer la notion de sous-structure : si 9 et 1 sont deux modéles
de T avec M C NN, ils ont des expansions canoniques a des modeéles de 7" en interpretant

R} :={me M: M| ¢(in)}

(et similairement pour 91). Mais comme L'-structures on a 9t C I si et seulement si
m < MN.

Théoréme 8.21. Une théorie est modeéle-complete si et seulement si toute formule est
équivalente modulo T a une formule existentielle.

Donc pour une théorie modeéle-compléte, les formules existentielles forment un en-
semble d’élimination, ott on n’a méme pas besoin des combinaisons booléennes. (Comme
Jzp(x) AJyp(y) est équivalent & FxTy (d(z) A (y)), et Jxp(x)V Iy(y) est équivalente
a Jz3y (p(x) V ¥ (y)), ca signifie qu’on peut supprimer le quanteur universel dans la
forme prénexe.)

Démonstration. Sitoute formule est équivalente a une formule existentielle, considérons
deux modeéles M C N, et une formule ¢(m) vraie dans M. Elle est équivalente & une
formule 3z ¢ (Z,m), et on trouve n € M tels que M = ¢ (n,m). Donc N = ¥(n,m), et
N = Jz(z,m), dou M = ¢(m). On a bien M < MN.

Réciproquement, supposons que 7' soit modéle-compléte, et considérons deux modéles
M et M de T, ainsi que deux uples m € M et n € N. Supposons que les formules
existentielles satisfaites par m dans 991 forment un sous-ensemble des formules exis-
tentielles satisfaites par n dans M. Soient {¢,, : m € M} des nouvelles constantes, et
considérons

O =ThM, N)U{d(cmys---)Cmy, 1) - M= d(ma, ..., mg,m), ¢ atomique}.
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Chaque sous-ensemble fini ®y(¢,n) de @ est interpretable dans 91, comme
M =3z [\ ®o(z,m) implique N = 3z N\ Do(z, 7).

Donc il y a un modéle DV de @, extension élémentaire de N, qui contient une copie
de 9M, I'ensemble M = {c¥ : m € M}, comme sous-structure; notons que l'uple
correspondant & m est n. Par modéle-complétude 91" < 9. Pour chaque formule on a

M= ¢(m) < M |= ¢(n) & N = ¢(n) < N = ¢(n).

Donc m et 7 satisfont les mémes formules. Par la proposition [8.14] chaque formule est
équivalente & une combinaison booléenne de formules existentielles.

I1 nous reste de voir qu'une formule universelle ¢(z) est équivalente a une formule
existentielle. Soit ®(7) la collection des formules existentielles en Z qui impliquent ¢(z)
modulo 7T, et

U(7) = {~9(2) : ¥(7) € &(2)}.

Soient ¢ des nouvelles constantes, et supposons que
Tuv(e)u{e@)}
m

a un modele M. Si $y(Z) est la collection des formules existentielles satisfaites par &,
alors TU®(d)U{=¢(d)} n’a pas de modéle (¢ et d doivent satisfaire les mémes formules
par la premiére partie de la preuve), et il y a une partie finie ®)(d) U {=¢(d)} qui est
inconsistante avec T'. Mais ¢a signifie que ¥ (Z) := A @((Z) implique ¢(z) modulo T
Donc 1(z) € ®(z), et M = —1)(¢), en contradiction avec M = P (c).

Il y a donc une partie finie Uy(z) de ¥ () telle que TUWy(Z) U{4(Z)} est inconsistant.
Donc A ¥o(z) implique —¢(Z) modulo 7', et ¢(Z) implique

o(@) = \/{(2) : ~(2) € Wo(2)}

modulo 7. Comme () implique ¢(Z) modulo T" pour toute ¥(z) € ®(z), la formule
¢(T) est équivalente & 1y (T). O

8.3 Les corps algébriquement clos

Nous vérifions dans cette section que la théorie des corps algébriquement clos élimine
les quanteurs et nous en déduisons une preuve du théoréme des zéros de Hilbert.

Proposition 8.22. La théorie des corps algébriquement clos élimine les quanteurs
(dans le langage des anneaux Lopy = {0,1, 4+, —,-}).

Démonstration. Soient K, et K, deux corps algébriquement clos et @ € K; et b € K,

deux uples satisfaisant les mémes formules atomiques. Dans ce cas K7 et K5 ont méme

caractéristique car 1 + --- 4+ 1 = 0 est une formule atomique pour tout p. De plus a et
—_—

p
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b satisfont les mémes équations polynomiales sur le corps premier, donc ils engendrent
deux sous-corps ki et ko isomorphes. On peut supposer, en passant a des extensions
élémentaires, que K et Ky sont de degré de transcendance infini. On a vu (voir exemple
6.10) qu’il existe alors un va-et-vient de Ky sur K5 contenant I’isomorphisme de k; sur
ks qui envoie @ sur b. Donc @ et b ont méme type. O

Lemme 8.23. Soit S un systéme fini d’équations et d’inéquations (en plusieurs incon-
nues), a coefficients dans un corps k. St S a une solution dans une extension K de k,
il a une solution dans toute extension algébriquement close de k.

Démonstration. On peut voir S comme une formule sans quanteur ¢(x1, ..., T, b1, ..., by
dans le langage des anneaux ou les z; correspondent aux inconnues et les b; sont les
coefficients dans le corps k. Alors il existe a € K tel que K = ¢(a,b). Soit K; une
extension de K algébriquement close. Comme ¢ est sans quanteur, K; = ¢(a, b).

Considérons une autre extension K, de k algébriquement close. Alors les clotures algé-
briques k; de k dans K et ks de k dans K sont isomorphes au-dessus de k. Comme la
théorie des corps algébriquement clos élimine les quanteurs, ki < K et ky < Ky et donc

comme K, = 37¢(Z,b) on a k; = 37¢(z,b), ot ky = Jz¢(Z,b) et Ky = z0(Z,b). O

Théoréme 8.24 (Théoréeme des zéros de Hilbert). Soit K un corps algébriquement
clos, I un idéal de K[Xy, ..., X,] et P € K[Xy, ..., X,,]. Supposons que pour tout a € K",
st Q(a) = 0 pour tout Q € I alors P(a) = 0. Alors il existe m tel que P™ € I.

Démonstration. Supposons que pour tout m, P™ ¢ [ et soit J un idéal contenant
I mais aucun des P™, maximal pour ces propriétés. On vérifie facilement que J est
premier. Soit £ le corps de fractions de K[Xy,...,X,]/J. Alors £ contient K. Soit
Q1, ..., Q, des générateurs de J. Alors la systéme S := {Q; = 0,...,Q, = 0, P # 0}
a une solution dans £ et donc d’aprés le lemme précédent une solution dans K, mais
cette solution contredit ’hypothése. O]
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Chapitre 9

Modéles atomiques, modeéles saturés

Dans ce chapitre nous nous intéressons a des modeéles réalisant peu, ou beaucoup de
types.

9.1 Types isolés et omission de types

Définition 9.1. Un type p(Z) sur A est algébrique s’il y a une L(A)-formule ¢(z) € p(z)
qui n’a qu'un nombre fini de réalisations. Un uple a est algébrique sur A si tp(a/A)
I’est.

Exercice 9.2. Un uple a est algébrique sur A si et seulement s’il est contenu dans
chaque sous-structure élémentaire contenant A de toute extension élémentaire de 9.

Nous avons vu qu’on peut toujours trouver un modéle qui réalise un type. Mais est-ce
qu’on peut en trouver un qui ne le réalise pas?

Définition 9.3. Un type p(Z) sur A est principal, ou isolé, s’il y a une formule ¢(Z)
dans p(z) telle que Th(IM, A) U{4(Z)} = p(Z). Dans ce cas, la formule ¢(z) isole p(z)
sur A.

Une reformulation nous donne : ¢(z) isole tp(a/A) si et seulement si
Th(M, A) U {6(a)} k= Th(M, Aa).

Topologiquement, ¢(Z) isole p € S,(T') si p est 'unique type de S, (T") contenant ¢(z),
c’est-a-dire si 'ouvert fermé [¢(z)] de S, (T") isole p.

Exercice 9.4. Un type algébrique est isolé.
Lemme 9.5. tp(ab/A) est isolé ssi tp(a/Ab) et tp(b/A) le sont.
Démonstration. Si ¢(z, ) isole tp(ab/A), alors ¢(7, b) isole tp(a/Ab), et 3T ¢ (7, ) isole

tp(b/A). Réciproquement, si ¢(Z,b) isole tp(a/Ab) et 1(y) isole tp(b/A), alors
Th(M, A)U {¢(b)} = Th(9M, Ab) et Th(M, Ab) U {¢(a,b)} = Th(I, Aab)}.
Donc ¢(7, %) A (y) isole tp(ab/A). O

39
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Il est évident qu’un type principal est réalisé dans chaque modéle contenant A, comme
3z ¢(z) fait partie de Th(9, A).

Exemple 9.6. Soit 9 = (Z, <) et T' = Th(M). Pour chaque m > 1, notons d,,(x,y)
une formule exprimant qu’il existe exactement m — 1 éléments strictement compris
entre = et y, c’est-a-dire si x et y sont a distance m. On peut vérifier que tout type de
So(T') est de I'un des types suivants

— le type isolé par la formule 1 = x5,

— pour chaque m > 1, le type isolé par la formule (z1 < x2) A dp (21, 22),

— pour chaque m > 1, le type isolé par la formule (z1 > x9) A dp, (21, 22),

— le type contenant les formules x; < x5 et —d,, (21, x2) pour tout m > 1,

— le type contenant les formules x; > x5 et —d,, (21, x2) pour tout m > 1.
Remarquons que les deux derniers types ne sont pas réalisés dans 9.

Voici une remarque pratique permettant de construire une sous-structure élémentaire
dénombrable vérifiant des propriétés voulues :

Lemme 9.7 (Témoins de Henkin). Soit £ un langage et C un famille de nouvelles
constantes. Soit M une (LUC)-structure et M sa restriction au langage L. Supposons
que pour toute formule ¢(x) de LU C a une variable libre, il existe ¢ € C tel que

Mo = Jxp(x) — o(c) alors
CMe .= {Mc: ce C}
est une sous-structure élémentaire de IN.

Démonstration. A I'aide des formules z = d ot d est un symbole de constante de L et
y = f(¢) ott f est un symbole de fonctions, on remarque que C™'¢ est une sous-structure
de 9. 11 suffit alors de vérifier le test de Tarski. En effet soit ¢ (z,y) une formule de
L et @ des paramétres dans C™'¢. On peut alors considérer la formule ¢(z) de LU C
correspondant & la formule ¢ (x,a). Par hypothése il existe ¢ € C tel que Me = ¢(c).
Mais alors 9 = ¥(c™¢, a) et le test de Tarski est ainsi vérifié. O

Définition 9.8. Soit 7" une théorie et p un type de S(7'). On dira qu'un modéle de T’
omet p s’il ne réalise pas p.

Théoréme 9.9 (Omission des types). Soit T' une théorie compléte sur un langage L
fini ou dénombrable et p un type de S(T). Alors il existe un modéle M qui omet p si
et seulement si p n’est pas isolé.

Démonstration. Considérons tout d’abord un type p € S, (T') isolé par la formule ¢(7).
Soit 9T un modeéle de T'. 1l existe alors une extension élémentaire DT de M et b € N”

tel que p = tpy(b). On a N |= Fz¢(Z). Donc il existe a € M™ tel que M = ¢(a). Mais
comme ¢ isole p, il suit que p = tpyp(a).

Réciproquement, soit p € S, (7") non isolé. Considérons une famille C' = {¢; : i € w} de
nouvelles constantes. Nous allons construire une £ U C-structure vérifiant la propriété
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du lemme [9.7] et telle que la sous-structure élémentaire formée des points de C' omet

p. Pour cela choissisons une énumération {¢;(x): i < w} des formules de LU C' a

une variable libre et {a@;: i < w} une énumération des n-uples de C. Posons ¥y = ()

et construisons par récurrence une suite croissante d’ensembles finis X,, d’énoncés de

L U C consistant avec T de la fagon suivante :

— Si n = 2m, prenons ¢ minimal tel que ¢; ne figure ni dans ¥, ni dans ¢,,(x). Posons
alors

Y1 = X U {320 (2) = dml(ci)}

Commme T'U ¥, est consistant et qu’il n’y a aucune occurence de ¢; ni dans ¥, ni
dans ¢, (), il suit que 7"U 3,11 a un modéle.

— Sin =2m+1, soit 6(¢) la conjonction des énoncés dans 3,,. On considére alors 1'uple
am et on peut alors supposer que 0(¢) = 0(a,,, b) avec a,, Nb = 0 et O(z, ) formule
de £. Comme T U 3, est consistant et la formule 3g0(z,y) n’isole pas p, il existe
un modeéle M de T' et @ € M™ tels que M = Jyb(a,y) et tpoy(a) # p. Choissisons

Ym(Z) € tpgp(a) \ p et posons
Ent1 = Zn U {¥m(am)}-

Par ce qui précéde >, 11 UT est consistant.
La famille ¥,, étant construite, par compacité il existe un modele M de T U Y, ...
Alors par le lemme , C™M¢ est une sous-structure élémentaire de 9, c’est donc un
modéle de T'. De plus un n-uple de C™¢ est de la forme a,,, il satisfait donc une formule
Ym(am) et ne peut donc réaliser p. O

Le théoreme précédent est également vérifié pour des types au-dessus d’un ensemble
fini ou dénombrable de paramétres; Si A est un tel ensemble de paramétres dans un
modele 2 de T', on applique le théoréme aux types de S(A).

Par ailleurs en reprenant la démonstration on peut montrer qu’il est possible d’omettre
une famille dénombrable de types non isolés. On peut faire un peu mieux. Remarquons
que si p € S,(T) alors le singleton {p} est un fermé de S,(T"). De plus p est non isolé
si et seulement si {p} est d’'intérieur vide. Soit pour chaque n > 0, une partie X,, de
Sn(T) qui est une réunion au plus dénombrable de fermés d’intérieur vide (c’est-a-dire
une partie maigre de S, (7). Alors on peut montrer qu’il existe un modéle de 7' qui
omet tous les types appartenant a Un X,

9.2 Modéles

Définition 9.10. defn Soit 9t une L-structure, A C B C M, et A un cardinal.

— B est atomique sur A C M si tp(b/A) est isolé pour chaque uple fini b de B. Comme
toujours, on supprime «sur (J».

— B est construit sur A s'il existe une énumération (a; : i < a) de B\ A tel que
tp(a;/A,a; : j < i) est isolé pour tout i < a. L’énumération (a; : i < a) s’appelle
une construction de B sur A.
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— M est premier sur A si 9 se plonge élémentairement dans tout modeéle de Th(9, A).

— 9N est minimal sur A §’il n’y a pas de sous-structure élémentaire propre de 91 conte-
nant A.

— I est A-homogéne si tout isomorphisme partiel élémentaire dont le domaine est
de cardinalite < A est contenu dans une famille karpienne, et homogéne si 9 est
|90t|-homogeéne.

— I est fortement A-homogéne si tout isomorphisme partiel élémentaire dont le do-
maine est de cardinalite < A se prolonge en un automorphisme, et fortement homo-
gene si M est fortement |M|-homogene.

— M est A-universel si tout modéle de Th(9M) de cardinal < A se plonge élémentaire-
ment dans M, et universel si M est |M|-universel.

— 9N est A-saturée si M réalise tout 1-type sur un domaine A C M de cardinalité < A,
et saturée si M est |IM|-saturé.

Proposition 9.11. Soit M une L-structure, et A > |L| un cardinal infini.

1.
. Si B est construit sur A, alors B est atomique sur A.

2
3.
4

R

Si B\ A est dénombrable et B est atomique sur A, alors B est construit sur A.

St M est construit sur A, alors MM est premier sur A.

. S M est dénombrable, alors M est atomique sur A ssi M est construit sur A ssi

N est premier sur A.

St M est fortement A\-homogéne, alors M est A-homogene.

6. St M est N\-saturée et A C M est de cardinalité < X\, alors M réalise tout \-type

sur A.

7. M est A\-saturée ssi M est A-universel et \-homogéne.

Démonstration. 1. Découle du Lemme [9.5]

2.

Soit (a; : i < «a) une construction de B sur A. On montre par récurrence que
{a; 1 i < j} est atomique sur A pour tout j < a. C’est évident pour j = 0 ou j
limite. Soit j = k+1eta € {a; : i < k}. Onpose @’ = a\{ax}. Alors tp(ax/A, a; :
i < k) est isolé par une formule ¢(x,a”) avec ¢ € L(A) et a” € {a; : i < k}. Cette
méme formule isole tp(ax/A,a’,a”). Puisque tp(a'a”/A) est isolé par hypotheése
de récurrence, tp(aga’a”/A) est isolé, ainsi que tp(a/A), par le lemme [9.5]

Soit (a; : ¢ < «) une construction de M sur A. Puisque tout type isolé est réalisé
dans tout modeéle 9t de Th(9, A), on trouve par récurrence transfinie sur j une
suite (b; : 7 < a) d’éléments de N telle que (M, A, a; 17 < j) = (M, A,b; =1 <j).

Si 901 n’est pas atomique sur A, alors il y an < w et un n-type principal p € S, (A)
qui est réalisé dans 91. Par le théoréeme il y a un modele 9t de Th(9, A) qui
omet p, et 9 ne peut pas se plonger élémentairement dans 91 sur A comme la
réalisation de p n’a pas d’image possible. D’autre part, si A est dénombrable,
alors par le corollaire il y a un modeéle dénombrable de Th(91, A), donc un
modeéle premier est forcément dénombrable. Le reste découle de 1.-3.
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5. Suit immédiatement des définitions.

6. Soit p(z; : i < A) € SA(A4), et M > M une extension élémentaire qui réalise
p par une suite (n; : @ < A). On construit une chaine d’isomorphismes partiels
¢élémentaires (o; : 4 < A) de DM dans M telle que dom(o;) = AU {n; : j <i}. On
prend oy = id4, et des réunions aux limites. Soit 7 = k + 1. Alors

or(tp(nk/A,n; 1 i < k)) € S1(A,or(n;) 11 < k) ;

comme |AU {ox(n;) : i < k}| < A, ce type est réalisé par un élément m € M. On
pose 0;(ny) = m. Alors la suite (0;41(n;) : @ < A) réalise p dans M.
7. Exercice.
[

Remarque. Si |[A| < A < |S(A)| pour un sous-ensemble A d’'un modele de T, alors il
n'y a pas de modéle saturé de cardinal A (un tel modéle devrait contenir une copie A’
de A, et ensuite réalisations de tous les types sur A’).

Proposition 9.12. 1. Deuxr modéles atomiques dénombrables d’une théorie com-
pléte sont isomorphes. Plus généralement, si (MM, A) = (N, B), M\ A et N\ B
sont dénombrables, M est atomique sur A et N est atomique sur B, alors tout
isomorphisme élémentaire partiel oy : A — B se prolonge en un isomorphisme.

2. Deux modéles saturés de méme cardinal \ d’une théorie compléte sont isomor-
phies. Plus précisement, tout isomorphisme élémentaire partiel oy : A — B de
deux parties de cardinal < X\ se prolonge en un isomorphisme.

Démonstration. Si 9N et N sont deux modéles de la méme théorie compléte, 1'ap-
plication vide est un isomorphisme partiel. Donc l'isomorphie des modéles est une
conséquence de la possibilité de prolongement.

Dans le cas 1. on pose A = w. Soient (m; : i < A) et (n; : i < A\) des énumeérations de
M\ A et de N\ B. On va construire une suite d’isomorphismes partiels (o; : i < \)
de M dans N, tels que o; étend o; pour j > ¢, et pour tout ¢ > 0, le domaine de o;
contient {my, : k < i}, et 'image de o; contient {n; : k < i}, avec |Dom(c;) \ A| =
[Im(o; \ B] < 2-i]. Alors 0 = |J,_, 0; sera I'isomorphisme entre 9t et .

Supposons qu’on a trouvé o;, et soit A; le domaine et B; I'image de ;. Dans le cas
1. le type tp(m;/A;) est isolé par une formule ¢(z, A;) d’aprés le lemme [9.5); comme
M = Jzp(x, A;) et o; est élémentaire, N = Iz ¢(x, B;); soit n € N tel que N =
¢(n, B;). Comme o; est élémentaire, ¢(z, A;) isole tp(n/B;) = o;(tp(m;/A;)). Donc on
peut étendre o; en envoyant m; a n. De méme, comme tp(n;/B;,n) est isolé par une
formule ¢ (x, B;,n), on trouve m € M réalisant ¢(x, A;, m;).

Dans le cas 2. le type o;(tp(m;/A;)) est réalisé dans 91 par un élément n par saturation
de M, si o/ = o U {m; — n}, le type o/~ (tp(n;/B;,n)) est réalisé dans 9 par un
élément m par saturation de 2. Ceci ajoute au plus deux éléments au domaine et a
I'image, ce qui conserve la condition sur leur cardinalité. On pose

oi(r) size A
Oit1 X +—> n siz=my
n; siz =m.
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Si on a obtenu une suite (0; : j < i) d’isomorphismes partiels pour un ordinal limite 4,
alors o; = ;< 0j est aussi un isomorphisme partiel ; avec
[Dom(oi1) \ Al = [Im(oj1 \ Bl < [if -2+ |i| =2 i

pour ¢ infini. O

Exemple 9.13. 1. (Z,<) et (Q, <) sont atomiques, (Q, <) est saturé, mais (Z, <)
n’est pas saturé : il omet le 2-type qui dit que la distance entre x et y est infini.

2. (Z,0,+) est atomique; sa théorie n’a pas de modéle saturé de cardinal w : pour
tout ensemble P de nombres premiers il y a le type qui dit que x est divisible par
p si et seulement si p € P; ca fait 2¥ types sur () qu’on ne peut pas tous réaliser
dans un modéle dénombrable.

3. Qet Fp sont les corps algébriquement clos atomiques. C est saturé (de cardinal

2¢), et Q(x; : i < w) est saturé dénombrable.

Exemple 9.14. Voici une théorie qui n’a pas de modéle atomique : Le langage com-
porte un ordre < et un prédicat unaire P ; on considére la théorie de R, ou on a ajoute
une constante pour chaque rationel ¢ € QQ, et P est interpreté par Q. Alors tout modéle
contiendra une copie de Q; on peut construire un modeéle 9 de fagon que pour une
certaine coupure irrationnel sur QQ toute réalisation satisfait P. Mais s’il y a un modéle
atomique My, il s'injecte dans R et dans M, et toutes les réalisations de cette coupure
dans 9, satisfont & la fois =P et P. Donc il n’y en a pas; comme on peut repeter
avec chaque coupure irrationnel, aucune telle coupure est réalise dans 2My. Mais 9y
s’injecte dans R et ne réalise que des coupures irrationnelles. Ca signifie que la domaine
de My est Q, et My ne comporte aucun élément réalisant — P, contradiction.

Exemple 9.15. Th(Z,0,+) n’a pas de modéle premier. En fait, pour p premier on
pose
Ly ={" :m € Z,n>0,pfn}.

On montre (par élimination des quanteurs dans un langage avec un predicat pour
divisibilité par p, pour tout nombre premier p) que @p Zp) est un modele de Th(Z)
dans lequel Z ne se plonge pas. Puisque Z est minimal, il n’y a pas de modéle premier.

Proposition 9.16. Toute structure a une extension élémentaire w-saturée.

Démonstration. Soit 9T une structure. On construit une chaine
My =M< <., < ...

telle que pour tout i, ;41 réalise tous les types dans Si(M;). Pour cela considérons
une énumération (p;),es des types dans S;(M;) et P'ensemble d’énoncés

2= Jpile)

jeJ
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ol (¢;)jes est une famille de nouvelles constantes. Par compacité ¥ est consistant car
toute partie finie de chaque p; est réalisée dans (9;, M;).

Alors 'union D := M, est une extension ¢lémentaire de M, w-saturée. En effet si A
est une partie finie de N, il existe i tel que A C M;. Soit p un type dans S;(A). 1l a
une réalisation a dans un extension élémentaire de 91;. Alors le type de a sur 9; est
réalisé dans 91,1, donc p est réalisé dans . O

Exercice 9.17. Pour tout 91 et tout A il y a une extension élémentaire T > 9 qui
est A-saturée.

Exercice 9.18. Si |£| < X et AT = 2% une théorie compléte a un modele saturé de
cardinal AT.

Théoréme 9.19. RYLL-NARDZEWSKI, SVENONIUS, ENGELER Les conditions sui-
vantes sont équivalentes pour une théorie compléte dénombrable :

1. T est Ny-catégorique.

2. Pour chaque n < w il n’y a qu’un nombre fini de formules inéquivalentes modulo
T an vartables libres x+, ..., x,.

3. Su(T) est fini pour chaque n < w.

Démonstration. Si S,(T') est fini, on trouve facilement des formules isolant les types
dans S,,(T") ; une formule en n variables libres sera donc équivalente a une combinaison
booléenne de ces formules. L’équivalence 2. < 3. en découle.

Si S,(T) est fini pour chaque n, alors chaque type sur () est isolé et tout modele de T
est atomique ; par le théoréme deux modéles dénombrables sont isomorphes.
Réciproquement, si T' est w-catégorique, comme tout type non-isolé sur () peut étre ou
bien réalisé ou bien omis dans un modéle dénombrable par le théoréme d’omission des
types, tout type sur ) est principal. Pour n < w soient {¢;(Z) : ¢ € I} toutes les formules
qui isolent un n-type. Si I est infini, alors par compactité ’ensemble {—¢;(Z) : i € I} est
consistant et on peut le completer en un type p(z). Mais p est principal, et la formule
isolant p(z) doit figurer parmi les formules ¢;(Z), ce qui contredit que p contient —¢;(T)
pour tout 4. ]

Exercice 9.20. Montrer qu'une théorie dénombrable compléte est Ny-catégorique si
et seulement si tout modele dénombrable est w-saturé.
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