Examen Partiel - Courbes Elliptiques
lundi 12 décembre 2011, 9h — 10h30
Documents de cours autorisés
Corrigé

Exercice 1 Soit p un nombre premier impair, a,b € I}, et E la courbe sur Fy» donné
par ’équation
2 _ .3
Yy +ay =x° +b.

(1) Montrer que le polynome X2 + X + 1 est irréductible sur Fy et se scinde sur Fy.
En déduire que I'application z — 2? est bijective sur Fop. En conclure que tout
élément de Fop est le cube d’un unique élément dans Fyp.

(2) Montrer que E est une courbe elliptique. Calculer son discriminant et son j-
invariant. La courbe E est-elle supersinguliere 7

(3) Calculer |E(Fq)| et en déduire la valeur ¢ de la trace du Frobenius.

(4) Donner une formule simple pour |E(Faq)| ol ¢ est un multiple de p.

Solution.

(1) Soit P(X) = X? + X + 1. Alors P(0) = P(1) = 1. Aini P n’a pas de facteur
linéaire ; comme il est de degré deux, il est irréductible sur Fy. On a donc
Fy = TFy(0) on P(A) = 0. Alors X — 6 divise P, et P se scinde sur Fy. Comme
Fy2 < Fan si et seulement si 2 | n et p est impair, P n’a pas de solution dans Fp.
Ainsi la seule solution de 0 = X3 — 1 = (X — 1)(X? + X + 1) dans Fy est 1, et
le noyau

ker(z v 2%) = {z € Fop : 2® = 1} = {1}
L’application est alors injective, et donc surjective de Fy, — F2,. Comme 0 a
une unique racine cubique 0, tout élément de Fy» a une unique racine cubique
dans Fyp.

(2) D’apres le cours, A(E) = a3 = a® # 0 et j(E) = 0. Donc E est lisse, et est une
courbe elliptique. Comme j(E) = 0, la courbe est supersinguliere.

(3) On a z® = y? + ay — b. Pour chaque valeur de y € Fy il y a donc une unique
valeur de = € Fo tel que (z,y) € E(Fa). Ainsi |E(Fa)| = 2P 4 1, et la trace du
Frobenius est

t=2"4+1—|E(Fy»)| =0.

(4) Le polynéme caractéristique de I'endomorphisme de Frobenius est

xe(T) =T? —tT + 20 = T* + 2P,
Ses deux racines sont 7,9 = +42P/2. Alors si ¢ = kp on a

29 +1 si k est impair,

_ __0q Ak k:
EE)| = [EF )] =2 +1 -7 = {2q+1—2(—2p)k/2 si k est pair.

Exercice 2 Soit E une courbe elliptique sur un corps fini F,,.

(1) Montrer que 'automorphisme de Frobenius induit une bijection involutive sans
point fixe de ’ensemble
E(F,) \ E(Fp).
(2) En déduire que |E(F,2)| — |E(F,)| est pair.

Solution.

1) Soit o, : © + 2P 'automorphisme de Frobenius. Comme FE est défini sur F, et
p p
o, fixe les points de I, et donc les coefficients de E, I'application induite

op : (2,y) = (Up(ﬂlf),dp(y) = (2%, ")



envoit les points de E sur des points de E, et fixe précisément les points E(F,).
Comme o), est injective sur le corps, o, est injective sur la courbe elliptique, et
donc surjective. De plus, pour z € Fj2 on a o,(z) € F,2. Ainsi 0, permute les
points de E(IF,2) \ E(F,) sans point fixe.
Ensuite, 0,00, = 0,2 fixe les points de F,2, et donc les points de E(IF,2). Donc

Paction de o, est involutive : o7(P) = P pour tout p € E(F).

(2) Sur E(F,2) \ E(FF,) je considere la relation P ~ Q si P = Q ou P = 0,(Q). Alors
~ est une relation d’équivalence dont toutes les classes sont de taille deux, de la
forme {P, 0,,(P)} pour un point P € E(F,) \ E(F,). Donc

[E(Fyp2) \ E(Fp)| = 2[E(Fy2) \ E(F,)]
est pair.
Exercice 3 On considere la courbe
By =2*+2+0
sur le corps Fg = F3(6), on 6% = —1.
(1) Montrer que E est une courbe elliptique; calculer son discriminant et son j-
invariant. La courbe, est-elle supersinguliere 7
(2) Déterminer les points de E(Fy).

(3) En déduire la valeur ¢ de la trace du Frobenius. La courbe, est-elle anormale ?
(4) Le groupe E(Fy), est-il cyclique ?

Solution.

(1) On a A(E) = —a3ag = —0 # 0 et j(E) = —a3/ag = —1/0 = 0. Donc F est lisse,
et est une courbe elliptique. On a t =1 (voir 3.). Donc car(Fg) = 31t et E n’est
pas supersinguliere.

(2) On a
x z? 2 |t 4+t +0
0 0 0 0
1 1 1 f—1
—1 1 —1 0
0 -1 -0 -1
-0 | -1 0 —-1-4
1460 | -0 1—-0 1—-0
1—-60 | 60| 140 1
0—-1 |60 |-1-0 0—1
—-1-60]-6| -1 f—1
Donc

E(Fy) ={0,(0,1-0),(0,0—1),(—1,1-0), (—1,0-1),(6,0), (6, —0), (1—60,1), (1—60, —1)}.
(3) La valeur ¢ de la trace du Frobenius est
t=9+1—|E[F)| =10-9=1

La courbe est donc anormale.
(4) On a E(]Fg) = Z/dlz X Z/ng, ou d1 ‘ dQ et d1 ’ 9 -1 =28. Comme d1 divise
aussi |E(Fg)| =9, onad; =1 et E(Fy) = Z/97Z est cyclique.



