Examen Partiel - Courbes Elliptiques
Vendredi 9 janvier 2915, 9h — 11h
Documents de cours autorisés
Toutes les réponses devront étre soigneusement justifiées

Exercice 1

(1) Montrer que X2 + X — 1 est irréductible dans F3.
(2) Soit € une racine de X2 + X — 1. Construire le corps Fy a I'aide de 6.
(3) Calculer 6~! en fonction de 6.

On considere la courbe E : y? = 23 4 2% + 0 sur Fy, ou § € Fy satisfait 62 +60 — 1 = 0.

(4) Calculer le discriminant A(E) et le j-invariant j(E). En déduire que E est une
courbe elliptique.

) Enumérer les points de E(Fy).

) Calculer la valeur ¢ de la trace du Frobenius.

) La courbe E, est-elle supersinguliere ?

) Donner une formule pour |E(Fg.)| en fonction de n.

(9) Montrer que E(Fg) n’a que deux involutions. En déduire que E(Fg) est cyclique.

Solution.

(1) Soit P(X) = X2+ X —1. Ona P(0) = P(—1) = —1 et P(1) = 1. Donc P n’a
pas de facteur linéaire sur F5 ; comme deg(P) = 3, le polynome est irréductible.
(2) Fyg = F3(0) X F3[X]/(P), on 62 + 6 — 1 =0 et (P) est I'idéal de F3[X] engendré
par P. On a
Fg = {m+nf : m,n € Fs}.
(3) Comme 1 =60*+6,onaf!=60+1.
(4) La courbe E est en forme de Weierstass courte en caractéristique 3, avec a; =
az =ay =0, ay =1 et ag = 0. D’apres la formule du cours,
A(E) = —ajag = —0 et J(E) = —adaz' = —0""=—0—1.

Comme A(E) # 0, la courbe est lisse et E est une courbe elliptique.

(5)

x 2 22 |2+ at40

0 0 0 0

1 1 1 g—1
—1 1 —1 0

0 1-6]-60-1 —0
—0 1-6| 6+1 f—1
0+1 |6-1 —0 0—1
—-0-1160-1 0 -1
0—1 —1 1-46 0
1-6 —1 f—1 1-46

On a donc
E(Fy) ={0,(0 —1,0),(1,0+1),(1,—0 —1),(—0,0 +1),(—0,—-1—10),(0 + 1,0 + 1),
0+1,-0-1),(-0—-1,0—-1),(-0—-1,1-0),(1—-0,0),(1—6,-0)}
(6) Onat=9+1—|E(Fy)| =—2.
(7) Comme 31 —2, la courbe n’est pas supersinguliere.



(8) Le polynome caractéristique de I'endomorphisme du Frobenius est
xe(T)=T* T +q=T>+2T +9;
ses racines sont
T =—14£i/0—1=—14i2V2 = 3e*®
avec o € arg(—1 +42v/2). On a
|E(Fgn)| = 9" +1 — 7" — 78 = 9" + 1 — 2Re(3e¢"*)" = 9" + 1 + 2 - 3" cos(na).
(9) Une involution est un point de la forme (x,0) ; il n’y en a qu'un seul dans E(IFy),
soit (6 — 1,0). Puisque |E(Fg)| = 12 =2%-3, et
E(Fq) SN NCYAY ALY
avec dy | dy, dy | ¢ — 1 et didy = |E(F,)|, les seuls possibilités pour E(IFy)

sont Z/27 & Z/6Z et Z/12Z. Or, le premier groupe a trois involutions. Ainsi
E(Fy) =2 Z/127Z.

Exercice 2
(1) Montrer que 101 est premier.

Soit E la courbe elliptique sur Fyq; d’équation y? = 2® +1. D’apres le cours, on sait que
E est supersinguliere.

(2) Donner |E(IFy9;| est montrer que E(Fip;) est un groupe cyclique.
(3) Quels sont les ordres possibles des éléments de E(Fyo;) 7
(4) Donner les éléments de F(F1p;) d’ordre deux et trois.

Solution.

(1) Ni 2, 3, 5 ni 7 divisent 101, et 11> = 121 > 101. Donc 101 est premier.
(2) Puisque E est supersinguliere sur un corps premier F, avec p > 5, la trace ¢ du
Frobenius vaut zéro. Ainsi

|E(Fi00)| =101 +1—¢t=102=2-3-17.

Comme il n’y a pas de facteur carré, le groupe est cyclique.
(3) Les ordres possibles sont les diviseurs de 102, soit 1, 2, 3, 6, 17, 34, 51 et 102.
(4) Les ¢éléments d’ordre deux sont ceux de la forme (z,0). On doit donc resoudre
23+ 1 =0. Il y a une solution écidente z = —1, et (—1,0) est une involution.
Comme E(FF1p1) est cyclique, il n’y a qu’'une seule involution.
Soit P = (z,y) un point d’ordre trois. Alors 2P = —P = (z, —y). On calcule
2P : ) .
)\:3i et :B:)\Q—Qx:gi—zv.
2y 4y?
Ainsi 92 = 12292, et soit o = 0, soit 49> = 32° =3(y? — 1) et y> = -3. [y a
une solution évidente (x,y) = (0, £1). Comme E(Fjp;) est cyclique, il n’y a que
ces deux éléments d’ordre trois.



