Examen Partiel - Courbes Elliptiques
Vendredi 4 décembre 2915, 9h — 11h

Documents non-autorisés
Toutes les réponses devront étre soigneusement justifiées

Exercice 1

(1) Montrer que X* + X + 1 est irréductible dans Fs.
(2) Soit € une racine de X* + X + 1. Construire le corps Fg & laide de 6.
(3) Donner la forme de Weierstrass (longue) pour une courbe elliptique.

On considere la courbe E : y? 4 0y = 23 + 0 sur Fg, ot 0 € Fg satisfait 6% +60 + 1 = 0.

(4) Calculer le discriminant A(E) et le j-invariant j(E). En déduire que E est une
courbe elliptique.

(5) Calculer #" comme polynéme en 6 de degré au plus deux, pour 1 < n < 6.
Enumérer les points de E(Fy).

(6) Calculer la valeur ¢ de la trace du Frobenius.

(7) Donner la définition de supersinguliere. La courbe E, est-elle supersinguliere 7

(8) Donner une formule pour |E(Fg)| en fonction de n.

(9) E(Fs), est-il cyclique ?

10) Donner un point d’ordre 3.

11) Donner la plus petite extension Fg» de Fg telle que

(
(

E(Fgn)[3] = (Z/32)*.
Formulaire

Discriminant et j-invariant :

b2 = CL% + 4@2 b4 = aias + 2&4
be = a3+ dag bs = alag — ajazay + 4asag + agal — ai
A(E) = —bibg — 8b3 — 2702 + 9bobsbs j(E) = (b3 — 24b,)3/A(E).

Inverse additif : —(z,y) = (z, —y — a1 — a3).
Addition : (z1,y2) + (22, y2) = (23, y3) avec
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si xy # 2o

322 + 2a9my + ay — a1y,
2yt + a1y + ag

si (21,91) = (72, 92)
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Ys = )\(Il — 1’3) — Y1 — a1x3 — as.



