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Fondamentaux des Mathématiques I

Feuille d’exercices n°1

REVISIONS D’ANALYSE - FONCTIONS REELLES

ORDRE ET INEGALITES

Exercice 1. Ordonner les nombres qui suivent : 2; 1; % ; % V3 % + %

Exercice 2.

1. Déterminer I’ensemble des z € R qui vérifient x = Vx4,

. Déterminer 1’ensemble des x € R qui vérifient = < 2.

< 1—=x
x—2 3x+2

2
3. Déterminer I'ensemble des x € [—1, 0o[ qui vérifient /1 + 2z =1 — x.
4

. Déterminer ’ensemble des = € R\ {2, —%} qui vérifient

Exercice 3. Donner les ensembles de définition maximaux des fonctions suivantes :
Lt—=t>4+t+3

2t JE— D+ 1)
1

2?2 — 4z +6

4. x> In(z? —4)

3. x>

Exercice 4. (*) Soient x, y € [0,1]. Montrer que 22 + y* — 2y < 1.

PARITE ET COMPOSITION

Exercice 5. Soit f : R — R croissante telle que Vx € R, fo f(x) = z. Montrer que Vax € R, f(x) = x.

rxsize[0,1]NQ
1 — z sinon '

Exercice 6. Soit f:[0,1] — [0, 1] telle que f(x) = {
Montrer que f o f = id.

Exercice 7. Soit f:R - R,z 22 +1letg:R - R,z+ 3z —1. A-t-on fog=go f?

Exercice 8.

1. Soient f et g deux fonctions réelles paires. Que peut-on dire sur la parité de la somme ? du produit ?

et de la composée ?
2. Etudier le cas f et g impaires.

3. Etudier le cas f paire et g impaire.



Exercice 9.
1. Montrer que toute fonction impaire définie en 0 vérifie f(0) = 0.
2. Montrer que la seule fonction a la fois paire et impaire est la fonction nulle.

3. Montrer que toute fonction réelle se décompose en somme d’une fonction paire et d’une fonction
impaire.
4. Montrer que la dérivée d’une fonction paire est impaire et que la dérivée d’une fonction impaire

est paire

DERIVATION ET COMPOSITION

Exercice 10. Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

f: R —R g: Jl,+0] — R h: J—n/2,7/2[ —R
v +— sin(z?(z + 1)) x — In(In(z)) x

cos(z)

Exercice 11. Retrouver les dérivées classiques des fonctions suivantes a ’aide du résultat sur la déri-

vation de fonctions réciproques :

f: R —R g: ]0,+00] — R
r — /3 T — Inx

Exercice 12. (*) Soient f et g deux fonctions dérivables définies sur R. Montrer que pour tout entier

naturel n,

F™ =3 () 100

k=0

ot f*) désigne la dérivée k-ieme de f.

ETUDES DE FONCTIONS

Exercice 13.

PARTIE A Soit g la fonction définie sur R par g(z) = 1 — (22 — 2z + 2) exp(—=z).

1. Etudier les limites de g en —oo et 4o00.
Calculer ¢’ et déterminer son signe.
En déduire le tableau de variations de g.

Démontrer que 'équation g(z) = 0 admet une solution unique o dans R.

ANl o

En déduire le signe de g.

PARTIE B Soit f la fonction définie sur R par f(z) =z — 1 + (22 + 2) exp(—=z).



1. Etudier les limites de f en —o0 et 4-00.

2. Calculer f’. Dresser le tableau de variations de f.

Indication : On pourra s’aider de la partie A
3. Démontrer que f(a) = a (1 + 2exp(—a)).

4. On note (C) la courbe représentative de f. Donner une équation de la tangente 7" & (C) au point

d’abscisse 0.

5. Tracer T puis (C) (on admettra que 0.35 < a < 0.36 et que 0.85 < f(a) < 0.86).

Exercice 14. Etudier les fonctions suivantes :

ZE3
L frRoRzr —
PR
2.f:R—>]R,xr—>x7
T
1+1
3.f:}R—>]R,x»—>x2+$—+7n(x).
xT

INJECTIVITE, SURJECTIVITE, BIJECTIVITE

Exercice 15. Soit f : [1, +oo[— [0, +00[, z — 22 — 1. Cette fonction est-elle bijective ?

Exercice 16.

1. Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives ou bijectives ?

f+ N —N g: Z —7Z h: R —R
n —n+1 n —n+1 r —x?+1
2
2. Soit f : R — R définie pour tout x € R par f(z) = 1 _j 5-
x

(a) f est-elle injective ? Surjective ?
(b) Montrer que Vx € R, on a f(x) € [-1,1].

(¢c) Montrer que la restriction g = fi[=1,1) est une bijection.

Exercice 17. Soit f: R — R,z 2z/(2? + 1).

1. f est-elle injective ? surjective ? Indication : pour l'injectivité, on pourra montrer que pour tous
réels u,v, on a f(u) = f(v) © 2(v —u)(uwv — 1) = 0. Pour la surjectivité, on pourra s’intéresser a
léquation f(x) = 2.

2. Montrer que f(R) = [—1,1].

3. Montrer que la restriction g : [—1,1] — [—1, 1],z —— f(z) est une bijection.

4. Retrouver ce résultat en étudiant les variations de f.



Exercice 18. (*) Soient f et g deux fonctions définies de R dans R. Etudier les assertions suivantes

(en proposer une démonstration si elles sont vraies, et un contre-exemple lorsqu’elles sont fausses)
1. Si f o g est surjective, alors f l'est aussi.
2. Si f o g est surjective, alors g l'est aussi.
3. Si f o g est injective, alors f 'est aussi.
4. Si f o g est injective, alors g ’est aussi.

5. Si f est injective, alors f o g 'est aussi.



