Université Claude Bernard-Lyon 1 Semestre de printemps 2016-2017
Fondamentaux des mathématiques 2

Feuille d’exercices 9
Calculs de primitives

Exercice 1.
Calculer, sur un intervalle ou le calcul est valable, les primitives des fonctions rationnelles suivantes
(sauf indication expresse de I’énoncé, il n’est pas demandé d’expliciter 1’intervalle sur lequel on
calcule).

dx x*

x? X S
R0 = [ Pganneo = [ girmanhe = | fria gy hw = [ g5

d d
R = [ iRl = [ o
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Correction exercice 1.
F()_f x? 4 _fx2+1—1d _f x?+1 1 p _f(l 1 )d
1= 1+ x2 = 1+ x2 = 1+x%2 1+ x2 = 1+ x2 X
1
=fdx—f(m)dx=x—arctan(x)+K
F()—f gy —f x4
2\X) = x2—-3x+2 x= x—1D(x-2) x

Il existe deux réels a et b tels que :

X _a N b
x-1Dx-2) x—1 x-2

On multiplie par x — 1, puisx = 1

az[xiZ] =1=_1

On multiplie par x — 2, puis x = 2

b=[xf1]x=2=2

1 2
F,(x) =J<—1+—>dx— —Inlx—1|+2In|x - 2|+ K

Il existe trois réels a, b et c tels que :

1 _a+ b N c
x(x—1Dx-2) x x—1 x-2

On multiplie par x, puisx =0

“le=v6=1... "
“Tla-Da-2l_, 2
On multiplie par x — 1, puisx = 1

1

b= =g

I
I
—_

a5

x=1

On multiplie par x — 2, puis x = 2

ool 72
xX=2

F()—f d —f(l/z : +1/2)d = Dlnlel — Infx - 1] + 2 lnjx - 2] + K
3\ = x(x—D(x-2) x x—1 x—2)T2 nix 2 X

Il faut la division euclidienne de x* par x3 — 3x + 2

1



x* x3—-3x+2
x*—3x%+2x |«x

3x? — 2x
Alors
x* _ x(x®—3x+2) +3x* — 2x 3x?% — 2x

= — +—
x3—3x+2 x3—3x+2 x x3—3x+2

Il faut factoriser x3 — 3x + 2, x = 1 est une racine évidente, on peut donc mettre x — 1 en facteur, aprés un
petitcalcul : x> —3x+2=(x—-DE?+x—-2)=(x—-Dx—-Dx+2)=(x—1)?*x+2)
Il existe trois réels a, b et c tels que :
3x?% — 2x a b c
= + +
(x—132%(x+2) (x—1)2 x—-1 x+2
On multiplie par (x — 1)?, puisx =1

a= =

1
3

3x% — le
x+2 1
On multiplie par x + 2, puisx = —2
3x? — le 16
cC=|—— e
— 2
-] _, 9

On multiplie par x, puis x — 400

3=b+ b=3 3 16 _ 1
= = = — — —_— =
C C 9 9
Donc
. 1 1 16
_x _ 3 9 9
x3—3x+2_x+(x—1)2 x—1+x+2
F()—f et e+ B2k
)= 312 T2 T3 k=1 9 g M
dx dx 1 X
FS(X)Z,[x2+4=jx2+22 =§arctan(i)+1(

Il faut factoriser x> — 1, x = 1 estune racine évidente : x3 —1=(x — 1Dx?+x+ 1 etx>+x+1n’a
pas de racine réelle, donc il existe trois reels a, b et c tels que
1 1 a bx +c
x3—1=(x—l)(x2+x+1)=x—1+x2+x+1
On multiplie par x — 1, puisx = 1

1

1
[xz +x + 1]x=1 -3

On multiplie par x, puis x — +o0

1
0=a+bzb=—§

PUisx=OZ—1=—a+C$C=—1+a=_é
1 1 2
F()_f 3 , 373 d_lf dx 1f X+ 2
6\ ) = x—1 x2+x+1 x—3 x—1 3)x2+x+1 x
1 1 x+ 2
(x+3) +7

On fait le changement de variable t = x + % alorsx =t — % etdx = dt



1 1 t—%+2 1 1 t+%
F6(x)=§ln|x—1|—§f—3dt=§1n|x—1| —§j dt
t2+—
4

1 1[ t 1 1
=—ln|x—1|——J 3dt——j—2dt

1 1/, 3 1_2 2t
=§ln|x—1|—gln<t +Z>—Exfarctan<\/_)+l(
_1 1 5 1 2x+1
—§ln|x—1|—€1n(x +x+1)—ﬁarctan< NG )

Exercice 2.
Calculer les intégrales suivantes.

1
I dx 2 dx 3(2x + 1)dx Z x
R Ty 2
0 X°+2 1—x 2 x*+x—3 x*+ 16

_1
2

T

7
3 d 2 cos3(t 1+ sh
ISZF—".; 16:j“‘°SAdt; I = fs_(x)d
7

u cos(x) sin(x) % sin*(t) 1+ ch(x)

Correction exercice 2.

N————

= fl _ax = [L arctan (i)]l = iarctan (i> - iarctan(O) = iarctan (i
0o x2+(V2)T W2 V2/ly V2 V2/ 2 V2 V2

1 1 _a 4 b
1-x2 (1-x)(14+x) 1-x 1+x 1
1

| [Nl

1
+ 2 _1( 1 + 1 )
x 1+x 2\1—-x 1+4+x

1 1
I zf_ dx —z><1f( ~—+——)dx = [~In(1—x) +In(1 + )]%—[1 (=)
274 ) 1T=x2 2), W= T/ T T I T I = T,
ol
=1In 1 —In(1) = In(3)
=3
Attention fld_—xx = —In(1 — x) + K, il ne faut pas oublier le signe —.

, -1—/13 _, —1+/13
x% + x — 3 s’annule en ——et

continue sur [2,3].

e . 2x+1 Y - .. Lo
A priori il faut décomposer xzfx_3 en élements simples mais il se trouve que 2x + 1 est la dérivée de
x% + x — 3, donc

,comme [2,3] ]_1_\/1_3 _1+‘/1_3[x o 2

2 72 x24+x-3

est définie et

I; = [In|x? + x — 3|3 = In(9) = In(3) = In (g) — In(3)

Onpose t = x? = dt = 2xdx
x=0=>t=0etx=2=>t=4

Oolr—x
-!>I=l

2xdx 1(* dt 1 1 t\1*
f D116 + 16 E_I; Zraz-3 X 7 [arctan <Z)]o = —(arctan(l) —arctan(0)) =

32

w



Il existe a, b et c réels tels que
5x + 6 _ 5x+ 6 _a N b N c
(x2—4)(x+2) (x=-2)x+2)?2 x—-2 x42 (x+2)2
On multiplie par x — 2, puis x = 2

5x+6 10+ 6
- (x+2)2] “@2+2)2?
On multiplie par x + 2, puis x = —2
_[5x+6 _—10+6
==zl

x—2 o —2-=2

x=—2

On multiplie par x, puis x = +oo
0O=a+b=>b=-1
Par conséquent

Lo -1 1
Is = ( )d =[1 —2—1 2| ———
> fo x—2+x+2+(x+2)2 x nlx | = Inlx +2 x+ 21—

= In|—-1| — In(3) —%— (ln|—2| —1In(2) —%) = % —1n(3)

x=1

Il existe a, b, c et d quatre réels tels que :
x—1 a b cx+d
_ = — 4 —
x2(x2+1) x x2 x%?+41
On multiplie par x2 + 1, puis X = i

d+d=[ =1-i

x—l] _ i—1
x2 X L_ -1
Doncc=—-1letd=1

On multiplie par x?2, puis x = 0

_ [x -1 — 1
B xz +1 X=0 -
On multiplie par x, puis x — +o0
O=a+c

Donc a = —c¢ = 1, finalement
x—1 _1 1+—x+1
x2(x2+1) x x2 x24+1

. fﬁ x-1 fﬁ<1 1+—x+1>d J‘@(l 11 o2x 1 )d
= _— = —_—— _— =] |-—-—— - X
°7 ), x2(x2+1) * 1 o x?2 0 x?24+1 X 1 W ox2 2 x?4+1 x2+1 x

= [ln(x) + 1 1ln(x2 +1) + arctan(x)]

1
= ln(\/_)+———ln(3+1)+arctan(\/_) (ln(1)+1—§ln(1+1)+arctan(1))
1 1 1 2 1
=1 — CIn@) 421 —1 2)-Z= —1( —) ——14—
n(3)+\/_ 2n()+ + =In(2) 2 2n3><4+\/§ +12
—11 <3>+ 14T
—2"2) 73 12
Exercice 3.
1. Calculer
—-t+1
60 = [ s
2. Calculer

In(t?2 + 2t + 5)
Fl) = f (t — 1)

Correction exercice 3.



G(t)—f —t+1 r = —t+1 i
) e2+2t+5 0 J t+1D2+4

On fait le changement de variableu =t +1 & t =u — 1, donc dt = du

G(t) = wduzfz_udu=2f du f ¢ du

uz+4 uz+4 uwz+22 Juz+4

u 1 t+1 1
= arctan (—) —Eln(u2 +4)+K = arctan( 5 ) —Eln(t2 +2t+5)+K

2
2.
In(t? + 2t +5) 1
F(t) = dt = In(t? + 2t + 5) dt
® f e f(t—l)zn( t2t+5)
Et on fait une intégration par parties
1 2
f(t—l)z In(t? + 2t + 5) dt
reey 1 —__1
u'(®) = (t-1)2 u®) = t—-1
v(t) =In(t? +2t+5) v'(t) = 22
1 R
— 2 — [ — —
Fit) = |- =@ +2t+5)| —f-FHpas
F(t)—[ ! l(t2+2t+5)]+2f ! 1 dt
7= " t—1t2+2t+5
Il existe a, b et c trois réels tels que :
1 t+1 . a 4 bt + ¢
t—1t24+2t+5 t—1 t24+2t+5
On multiplie part — 1, puist = 1
_ [ t+1 _ 1
ez +2t+50., 4
On multiplie par t, puis t = +oo
1
O=a+b=>b=—-
a+b= 2
Onprendt =0
1 c 1
—§=—a+§:>c=5a—1=1
1 1 —t+1
—_ 2 —
F(t) = t—1ln(t +2t+5)+2f<t_1+t2+2t+5>d
_ 1 1(t2+2t+5)+1f ! dt+1f —trl
1" 2)t—1 2) t2+2t+5
1 1 1
— 2 —_ — —
=-7C 1ln(t +2t+5)+ 21n|t 1] +ZG(t)
= ! l(t2+2t+5)+1l |t 1|+1( t (t+1) 1l (t2+2t+5))+K
= 1 n > n > darctan 2 > n
Exercice 4.
T .3
2cos”(t
- [0,
m sin*(t)
6
Correction exercice 4.
cos3(—t cos3(t cos3(t
#d(—t)=— : © t +— ()dt
sin*(—t) sin#(t) sin#(t)
cos3(mr—t —cos(—t))3 cos3(t
(—)d(TL’ — t) — M(_dt) — _()
sin*(mr — t) (sin(t))* sin*(t)
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c?s3(n +t) A4 1) = (- c<')s(t))3 _ = (.:os3(t) P C(')S3(t) - C(')S3(t)
sin*(m + t) (—sin(t))* sin*(t) sin*(t) sin*(t)
On fait le changement de variable x = sin(t) = dx = cos(t) dt

I_j‘%cos3(t)d _f%cosz(t)
B n sin4(t) n sin*(t)

s Ty
tzg:xzsm(g)—

VA
21— sin?(t)
sin*(t)

cos(t) dt = f cos(t) dt

3

1 3x3
2 2
- C2)=lg 2t
301 3 3 73
Exercice 5.
1. Déterminer une primitive de la fonction f définie par :
1
t) =
f@® sin(2t)
2. A Tl’aide du changement de variable x = 2t, calculer
dx
F(x) =
(x) J sin(x)
Correction exercice 5.
1. Auvec les regles de Bioche
1 1
t+m)d(t+n) =———=dt =——=dt = f(t)dt
f( d( ) sin(2(t + m)) sin(2t) ()
On peut faire le changement de variable u = tan(t)
_odt
u= cos2(t)
1 1 cos(t) 1 1 1 dt

sin(2t) ~2 sin(t) cos(t) ~2 sin(t) cos?(t) 2 % tan(t) % cos?(t)
Donc

1 1 dt 11 1 1
ff(t)dt = ,ff X an( X 0320 = Efadu = Elnlul +K = Elnltan(t)l
On a pris K = 0 car une demande « une » primitive de f.
2. dx=2dtett=>

F()—f 1 d —zf 1 dt—2><11 |tan(t)| + K =1 |t (x)|+K
X = sin(x) x= sin(2t) g nian - R

Exercice 6.
Calculer

1
F(t) erh(t)dt

Correction exercice 6.

On pose x = et donc t = In(x) etdt = %

D’autre part

dt



1
L+ h(t)_1_I_et+e_t_1_l_x‘*‘§_1_|_x2+1_2x+x2+1_(x+1)2
M= 2 2 2x . 2x | 2x
Donc
—2
F(t 2 1)7?%dx = =2 D 1+K=——+K
©) = f( +1)2 f( Tz J(XJ’) X DT K=t
et+1
Exercice 7.
1. Calculer pourx >0
ch(x) — sh(x)
F(x) = | ————-—=
() J ch(x) -1 dx
2. Calculer

2 — ch(x) + sh(x)

Correction exercice 7.
1. Onposet = e* & x = In(t) donc dx = %

e*+e
ch(x) =

—-X

2 ch(x)

t+%_t2+1

2

¥ —e

—-X

2t
t?—1

2

1
t—1

e

h(x) =

sh(x) >
t?4+1

t2

-T2 T ot

2t

2t t

ch(x) —sh(x)
ch(x) -1

2t

F0 = [

Il existe a, b et c réels tels que :
2

tt—1)2

a

On multiplie par ¢, puist = 0

t2+1

—+
t t-—

T t2+1-2t
2t

(t—1)2

2dt
1)2

L€
17 (t-1)?

b

a= [ﬁ]mo =2

On multiplie par (t — 1)?, puist = 1

2
~f]. -
tli=o

On multiplie par t, puis t = +oo

FOC):ZJ(%_t

O=a+bob=

2(ln|t|

1

L
1+(t—1)2> t

-2

1
ln|t—1|——1>+K

—2 (1n(ex) ~In(e* - 1) - —

KeR
2.

t =e* doncx =1In(t) etdx = %

1
_1>+K=2x—21n(ex—1)—ex

2 +K
-1 ’

I1 s’agit d’une fraction rationnelle de fonctions hyperboliques, on peut faire le changement de variable



e*+e™ e*¥—e7* 1
2—ch(x) +sh(x) 2-—> + > 2—e™ 2-7 2t—1
2 ch(x) B Zex-;e_x _ex+e‘x_t+%_t2+1
2 — ch(x) + sh(x) 2t — 1dt 2t—1 p
f 2 ch(®) ‘fﬂ+1?‘ CES
Il existe a, b et c réels tels que
2t —1 a bt+c
@+t tTe+1
2t —1
a_[t2+1t=0__1
] 2t—1 2i—1 ]
bl+C=[ ] =—=2+41i
t=i l
b = 1 et ¢ = 2. Par conséquent
2t—1 -1 t+2
@+t ¢t 2+1
2 — ch(x) + sh(x) -1 t+2 1 2t 1
f dx:f(T+t2+1>dt:_ln|t|+§ft2+1dt+zft2+1

2 ch(x)
1
= —In|t] + Eln(tz + 1) + 2arctan(t) + K

1
= —In(e*) + Eln(ezx + 1) + 2arctan(e¥) + K

1
=—x+ Eln(ezx + 1) + 2arctan(e*) + K

Autre méthode
2—ch(x)+sh(x) 1 1 1sh(x)

2 ch(x) “ch(x) 2 2ch(x)
Donc
2 — ch(x) + sh(x) 1 1 1sh(x)
f d =f -—-+3 dx
2 ch(x) ch(x) 2 2ch(x)
Comme
1
f dx —f t dt—f 2dt = 2arctan(t) + K = 2 arctan(e*)
e il e Ll e arctan(t) = 2 arctan(e
2t
2 — ch(x) + sh(x) o X1 ,
f 2 ch() dx = 2 arctan(e*) — 5 + > In(ch(x) + K
Exercice 8.

A l’aide d’une intégration par partie calculer les intégrales suivantes
a.

e
I =f tin(t) dt
1

A

Z
I, =f tsin(t) dt
0

V3
I; = J 3x%2In(x? + 1) dx
0



Correction exercice 8.

a.
I = [ tIn(t) dt
v(t) = In(t) v'(t) =%
_[Eno] = [fide
I, = [71n(t)]1 N
Donc
I—ezl() 121(1) tze_e2 e?—1 2e*—e’+1 e*+1
1= pyme) T 4, "2 T 4 T4
b.
I, = [2tsin(t) dt
u'(t) = sin(t) u(t) = —cos(t)
v(t) =t v'(t)=1
I, =[~tcos(®)]2 + JZcos(t)dt
Donc
s T z T
_ _ - . 2 i
I, = 5 cos (2) + 0 X cos(0) + [sin(t)]5 = sin (2) 1
C.

foﬁ 3x%In(x? + 1) dx

u'(x) = 3x2 u(x) = x3
v(x) =In(x?+ 1) v (x) = =
= ey x2+1
3 _ V3 X
Jo 3x*In(x*+ Ddx = [x*In(x* + DIy" = [ 5 7d

x4—

. 2
Il faut alors decomposer =
x“+1
2x* parx? + 1

en éléments simples, pour cela il faut faire une division euclidienne de

2x* x?+1
2x* + 2x? 2x% -2
—2x?
—2x% -2
2

Donc
2x* = (x?+1)(2x*-2)+2
Ce qui entraine que

= 2x2 —2
x2+1 X +x2+1

Par conséquent



V3 V3 2
I; = j 3x%In(x? + 1) dx = [x3In(x? + 1)]}{sT — f <2x2 -2+ )dx
0 0 x“+1

3 2 2 V3
=(V3) In ((\/5) + 1) — [§x3 —2x+2 arctan(x)]
=3vV3In(4) - (% (\/?)3 —2V3+2 arctan(\/g))
=6v31n(2) — (2\/§-2\/§+2 xg) = 6\/§ln(2)—2§

Exercice 9.
1. Calculer
dx
F = | ———
() f x2(x—1)
2. Calculer

G(O) = = f at
" (o)

A I’aide du changement de variable x = ’HLI

Correction exercice 9.

1. Il existe a, b et c réels tels que
1 a b c

xz(x—1)=;+ﬁ+x—1

On multiplie par x2, puis x = 0

p=[——] =-1
ol ey M

On multiplie par x — 1, puisx = 1

— 1 —
o=l =
On multiplie par x, puis x = 400
O=a+c=>a=-1
Par conséquent
dx -1 1 1 1
fmzf(T-l—F-l-m)dx: —1n|x|—;+ln|x—1|+K

t t
x= |[—oext=——ox(t+)=toex’t+x’=toex’t—-t=—x?ot(x*-1)=—x?
t+1 t+1

—x2

x2—-1

=t=

On en déduit que

—2x(x*—-1) — (—x?)(2x) —2x3 + 2x + 2x3 2x
dt = dx = dx = ————=dx
(x2-1)2 (x2—-1)2 (x2—1)2

10



1 ~ 1 x*—1

=T _ 2 ) = — 2 2 _
t(t+1)( H—Ll_t-l-Ll> xzil(xzil‘Fl)(X—xz) —x2<xx-2|'—ic11>(x—x2)
3 (x2_1)2 _(x2_1)2 3 (x2_1)2
_xz(x—xz)_x3(1—x)__x3(x—1)

Par conséquent

1 (x2_1)2 2x 1 1
6 :_Efx3(x—1)(x2—1)2dx:_fx2(x—1)dx: _fxz(x—l)dx

1 t t+1 t
=In|lx|+——Inlx—1|+ K =1n + —In| [——-1|+K
X t+1 t t+1

Fi(x) = fx(t2 + 1) arctan(t) dt
0

Exercice 10.
1.

F,(x) = fx(t + 1) arcsin(t) dt
0

Correction exercice 10.

1.
Fi(x) = fox(t2 + 1) arctan(t) dt
u'(t)=t*+1 u(t)=§+t
v(t) = arctan(t) v'(t) = 1+1t2

F,(x) = [7(t? + 1) arctan(t) dt = [(ﬁ + t) arctan(t)]x — X?”
' 0 3 0 fO 1+¢2

dt

3

Fi(x) = Jx(t2 + 1) arctan(t) dt = [(i +t ) arctan(t)l - jx? Tt dt
0 o o

3 1+t2

B x3+ tan(x) lfxt3+3tdt
= 3 X |arctan(x 30 2+ 1

t3+t
t2+1
faire une division euclidienne

est une fraction rationnelle, il faut la décomposer en élément simple, pour cela on commence par

t3+3t |t?+1
t3+t t
2t
Donc t3 + 3t = (t2 + 1)t + 2t, d’ou I’on déduit que
t3+3t {2+ Dt +2t 2t
t2+1 t2+1 =t+t2+1

Par conséquent
2

JXt3+3tdt—jx(t+ 2t )dt— t2+1 (t2+1)x—x +In(x?+1)
AT il RGP Y Rl I L2

x3 x?
Fi(x) = <? + x) arctan(x) — - In(x? + 1)

11



F,(x) = jx(t + 1) arcsin(t) dt
0

fox(t + 1) arcsin(t) dt

u'(t)=t+1 u(t)=§+t
v(t) = arcsin(t) v'(t) =
X . _ t2 - x £+t
J, (t + 1D arcsin(t) dt = [(? + t) arcsm(t)]o - fox i dt
tz
xSt

F,(x) = fo (t + 1) arcsin(t) dt = l(tzz + t) arcsm(t)l f mdt

2

X2 . X ot
= <7 + x> arcsin(x) — f \/j
On fait le changement de variable t = sin(u) © u = arcsin(t)
t=0=u=arcsin(0) =0
t = x = u = arcsin(x)
dt = cos(u) du
2 .2 .2 .2
tz +t —sz(u) + sin(u) _51n2(u) + sin(u) —sz(u) + sin(u)
V1 —t? 1 —sin?(u) B JJ cos?(u) B |cos(w)

Mais comme u = arcsin(t) € [—E E] cos(u) > 0 etalors |cos(u)| = cos(u)

X _+ ¢ arcsm(x) ( )+ sin(u) arcsin(x) sinz(u)
du =
m : cos(u) cos(u) du jo (
1 arcsin(x) arcsin(x)
= Ef sin?(u) du + f sin(u) du
0 0
Pour la premiére intégrale il faut utiliser la formule sin?(u) = —1_C°25(2u)
t? i
X 7 +t gt = 1 arcsin(x) 1-— cos(Zu) d arcsin(x)
— t_EO Tu+[ cos(w)],
o V1 —
1 1 arcsin(x)
=2 [u — Esm(Zu)] — cos(arcsin(x)) + 1

= %(arcsin(x) — %sin(z arcsin(x))) — cos(arcsin(x)) + 1

= %(arcsin(x) - % x 2 sin(arcsin(x)) cos(arcsin(x))) —J1-x2+1

1 1
=Zarcsin(x)—zx\/1—x2 —\/1—x2 +1

1 1
=Zarcsin(x)—zx\/1—x2 —\/1—x2 +1

Car
cos(arcsin(x)) =1 — x2
sin(2a) = 2 sin(a) cos(a)
arcsin(sin(x)) = x
Finalement
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x? 1 1
F,(x) = <7 + x) arcsin(x) — Zarcsin(x) + Zx\/l —x% + \/1 —x%2-1

Exercice 11.

Fi(x) = fsinz(x) dx; F,(x) = farctan(x) dx; F3(x) =f1r1(x2 +2) dx; Fy(x) = fX\/l_-I-xdx
F5(x) =f\/1—x2dx;F6(x) =f dx F, (x) =fcos3(x} dx; Fy(o) =f sin3(x) .

cos2(x) sin? (x); sin®(x) 1 + cos(x) x

Correction exercice 11.
Fi(x) = fsinz(x) dx = f
On va faire une intégration par parties

F,(x) = f 1 X arctan(x) dx

1 — cos(2x)

5 dx = %f(l — cos(2x))dx = %(x — %sin(Zx)) + K

[ 1 x arctan(x) dx

u'(x)=1 ulx) =x
v(x) = arctan(x) v'(x) = 1
1+x2
[ 1 x arctan(x) dx = [x arctan(x)] — f 1:6 ~dx
X
Donc

X 1
= - 2
112 dx = [x arctan(x)] > In(1+x%)+K

F3;(x) = j 1 x In(x? + 2) dx

F,(x) = [x arctan(x)] — f

On va faire une intégration par parties
[1xIn(x?+2)dx

u/(x) =1 u(x) =X
v(x) = In(x? + 2) v'(x) =
1 xIn(x? + 2) dx = [xIn(x? + 2)] — 22" ix
x2+2
5 2 _
F3(x) = [xIn(x? + 2)] _fxz - de = [xIn(x? + 2)] — 2f—x x-iz_i > de

dx = [xIn(x?> +2)] -2 x—iarctan il + K
V2

x2+2

= [xIn(x? + 2)] —2](1—

= [xIn(x?+2)] — 2x + %arctan (%) +K

F,(x) = fol + xdx

On va faire le changement de variable t = V1 + x & x = t? — 1, donc dx = 2tdt

5 3
F(x) = ]xx/l + xdx = J(t2 — 1t2tdt = zf(t‘* —t2)dt = 2(%—%) +K

S LWITR) 2 (VTF®) +K = 2+ 0T TE 2 (L4 VI TR 4K
Fs(x) = J\/l — x?%dx

On va faire le changement de variable x = sin(t) & t = arcsin(x), donc dx = cos(t) dt et V1 — x? =
\/1 —sin?(t) = \/cosz(t) = |cos(t)|, comme t € [—%,%], cos(t) = 0 et donc |cos(t)| = cos(t)

13



1 + cos(2t)

> dt = %](1 + cos(2t))dt

F5(x) =f 1—x2dx = fcos(t) cos(t) dt =fcosz(t) dt :j

1/, 1 t 1 t 1
= E(t + Esm(Zt)) + K = 5 + Zsm(Zt) +K = 3 + Esm(t) cos(t) + K

1 1
= Earcsin(x) + >X 1-x2+4+K

Fe(x) = f dx

cos2(x) sin2(x)

1
cos2(x) sin?(x)

D’apreés les regles de Bioche

fx+m)dx+mn) =

On pose f(x) =

1 1

dx = dx
cos?(x + m) sin?(x + ) cos?(x) sin?(x)
dx
cos2(x)

On peut donc faire le changement de variable t = tan(x), donc dt =

Fy(x) = j’ 1 dx

sin?(x) cos2(x)
. _ . 2 _ 1
en fonction de tan(x) = t. On sait que cos“(x) = Tt o) donc

tan? (x)
sin”(x) cos”(x) 1+tan2(x) 1+ tan2(x)

1
sin?(x)

Il reste a exprimer

Par conséquent

2
Fg(x) = f ! :_Zt dt = f (tiz+ 1>dt = —%+ t+ K= —tanl(x) +tan(x) + K
cos3(x)
F7(X) = fmdx

D’apreés les regles de Bioche

cos3(—x) cos3(x) cos3(x) cos3(x)

sin®(—x) d(=x) = (—sin(x))® (—dx) = —sin®(x) (—dx) = sin®(x) x

cos3(x + m) 4 _ (=cos(x))® ~ —cos®*(x) ~ cos®(x)

sin®(x + m) (x+m) = (—sin(x))> *=T sin®(x) x= sin®(x)

Ici deux des changements de variables sont possibles, t = cos(x) et t = tan(x), on va essayer les deux
pour constater que t = tan(x) est meilleur (ce qui est toujours le cas lorsque 1’on a le choix entre cos(x) ou
sin(x) et tan(x))

Changement de variable t = cos(x) = dt = — sin(x).
cos3(x) cos3(x) cos3(x) _
F,(x) = J S0 dx = f ) sin(x) dx = — m(— sin(x) dx)
cos3(x)

£3
- _ 1 c0s2(0))? (—sin(x)dx) = — f —(1 — 7y dt

Il n’est pas tout simple de décomposer cette fraction rationnelle, on peut toutefois poser u = t? = du =
2tdt

14



F () = 1f t? Dedt = 1j u = 1fu_1+1d
=T A= 2)3 “T2)a—wr™MT T 2) a—wr

__%f< (1—1u)2 (1—1u)3 du:1f(1_u)_2du_1f(1_u)_3du

1 1 1 1 1
[——( DA -0 -3 [-5Da-w- R R e e
1 1 1 1 1
=2 1—t2_ZX(1—t2)2+K:ZX1—c052(t)_ZX(1—c052(t))2+K
=l>< - —lx ! +K=EM+K=—1X . + K
4 sin?(x) 4 sin*(x) 4 sin*(x) 4 tan*(x)
dx

Changement de variable t = tan(x) = dt = 05200

F () :fc?s3(x)dx:j'cc.)55(x) dx :j‘ . 1 dx :f 1 dx _ tisdt

sin®(x) sin®(x) cos?(x) sin®(x) cos2(x) tan®(x) cos?(x)
cos>(x)
—ft"Sdt— 1t‘4+K’— 1>< ! + K
h 4 47 tan*(x)

C’est nettement plus simple.
sin3(x)
Fo(x) = f 1 + cos(x) dx
On applique encore les regles de Bioche.

sin3(—x —sin3(x sin3(x
SR LI TG . L .9 WG JLLLLL
1+ cos(—x) 1 + cos(x) 1 + cos(x)
C’est le seul invariant qui fonctionne, on doit faire le changement de variable t = cos(x) = dt =
—sin(x) dx
sin?(x) _ 1—1t? t? t2
Fz(x)——fm(—sm(x)dx)——f1+tdt fl‘l'tdt_ (t—l)dt—?—ti-l(
cos?(x
= ) —cos(x)+ K
Exercice 12.

Pour n > 0, un entier, soit I, = [ sin™(x) dx
1. Calculer I, et 1.
2. Montrer que pour toutn > 0
_n+ 1
n+2 — n + 2 n
3. Montrer que pour un nombre pairn = 2k, k> 1

1x3x..xQ2k—-1) =

kT T o x4x.x2k 2 M
Et que pour un nombre impair n = 2k + 1
2X4x..x(2k)
I = 2
2kt1 7 3 x5 X .. x (2k + 1) 2)
4. Montrer que I,, est une suite décroissante.
5. Montrer que quand k — oo
2 2 4 4 6 6 2k 2k /4
—X=—X=X=-X=-X=X..X X - =
1 3 3 5 5 7 2k—1 2k+1 2

C’est la formule de Wallis.

Correction exercice 12.
15



T

2 % T
I, = f sin®(x) dx = f dx = -
0 0 2

I, = fisin(x) dx = [— cos(x)]% =1
0

2. Pourtoutn =0
T T

2 2
Inio = j sin™*2(x) dx = j sin(x) sin™*1(x) dx
0 0

Et on fait une intégration par parties

I

u'(x) = sin(x) u(x) = —cos(x)

v(x) = sin™*1(x) v'(x) = (n+ 1) sin™(x) cos(x)

Ly = [ cos(x) sin"“(x)]g - ff(n + 1) (= cos(x) sin™(x) cos(x))dx
Donc

Iyyp = [— cos(x) sin”“(x)]% + fg(n + 1) cos?(x) sin™(x) dx
0

T

n z
= [=cos(x) sin™* ! (x)]Z + (n + 1) f (1 — sin?(x)) sin™(x) dx
0

= —Cos (g) sin®*1 (%) — (= cos(0) sin™1(0)) + (n+ 1) fisin”(x) dx — (n
0

VA
2

+ 1).[ sin®*2(x)dx = (n+ D)L, — (n + DI,
0

Par conséquent

n+1
(Tl + 2)In+2 =+ 1)In = Iy = n+2'm
3. Sin=2k
2k +1
Dk+2 = mbk
Montrons I’égalité demandé par récurrence sur k
Pourk =1,1, = %IO = %% la formule (1) est vérifiée
Montrons que 1’égalité au rang k entraine celle au rang k + 1
2k +1 2k+1 1x3x..xQRk—-1) w 1x3x.xQRk—-1)xQRk+1) =
e = g e S G e T o xax X2k (2 Zxdx.xZkx(k+2) <2
Cela marche
Sin=2k+1

2k + 4
Lgys = m12k+1

Pour k =0, 1; = 1, c’est bon, (2) est Vérifiée
Montrons que 1’égalité au rang k entraine celle au rang k + 1
2k + 4 2k+4 2x4x..x(2k) 2X4x..xQ2k)x 2k +2)
fakrs = 3 e = g 33 s x o x 2k + 1) 3x5x .. x 2k + 1) X 2k +3)
Cela marche
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T

7 z
sin™(x) dx = j (sin™*1(x) — sin™(x))dx =
0

NE

Inyr — I = j sin™*1(x) dx —J
0

0
= fi(sin(x) — 1) sin™(x) dx
0

Comme sin(x) — 1 < 0 et que sin™(x) > 0 dans I’intervalle [O, g] celamontre que I,;,; — I,, <0,

cette suite est bien décroissante.
La suite est positive (et décroissante) donc elle convergente, en particulier
Iyk+1

kl—l>rP00 IZk =1
Donc
2X4x..x(2k)
3x5%..xQR2k+1) 51
1x3x..xQR2Rk-1) =
IxX4dxX..x2k  *2
Soit aussi
2 2 4 4 6 6 2k 2k T
—X=X=X=X=X=X..X X - =
1 3 3 5 5 7 2k—1 2k+1 2
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