Chapitre 1

Structures et théories

1.1 Structures, langage associé

Définition 1.1.
1. Une structure M est un ensemble M non vide (le domaine de M) muni :

— d’une famille (cM);c; de constantes, o ¢ € M,

— d’une famille (fj/\/t)jej de fonctions, ol pour tout j € J, f]M est une fonction
totale de M™ dans M pour un entier n; > 0,

— d’une famille (R")ex de relations, ou pour tout k& € K, Ri! est un sous-
ensemble de M™ pour un entier n; > 0.

On supposera de plus qu’une structure est toujours munie de 1’égalité, c’est-a-

dire que la diagonale de M? est I'une des relations R;"!. Le domaine de M sera

souvent confondu avec M.

2. Le langage L associé a une structure M consiste en :
— un symbole de constante c; pour chaque constante cM,
— un symbole de fonction f; d’arité n; pour chaque fonction ij,
~ un symbole de relation R d’arité n;, pour chaque relation RM.

3. Une L-structure est une structure M dont le langage associé est L.
Notation. Un langage arbitraire sera noté
L =A{(ci)ier, (fj)jer, (Bi)rex}-
Une L-structure sera notée
M = (M, (C'Z‘A/l)iela (ij)jeJa (Réw)keld
ou plus simplement s’il n’y a pas d’ambiguité
M = <M, (Ci)i€I7 (fj)jeJa (Rk)k€K>-

Dans ces notations, 1’égalité sera le plus souvent omise.



Exemple 1.2.

1. (N,0,+) et (Z, 0, +) sont des structures ayant le méme langage associé L = {0, +}
qui est constitué d’un symbole de constante 0, d'un symbole + de fonction binaire
et d’'un symbole de relation = pour I’égalité.

2. Le langage des ordres L,.q = {<} ne contient que deux relations binaires = et
<. Les structures (Z, <) et (Q, <) sont des L,.4-structures.

3. Le langage des groupes L,, = {1,-, 7'} contient une constante 1, une fonction
binaire -, une fonction unaire ~! et 1’égalité.

4. Le langage des anneaux L,,, = {0,1,+, —,-} contient deux constantes 0 et 1,
trois fonctions binaires +, —, -, et ’égalité.

1.2 Sous-structures, plongements, isomorphismes

Fixons pour toute la suite un langage L = {(¢;)icr, (fj)jes: (Ri)kek }-

Définition 1.3. Soient M et N deux L-structures.

1. M est une sous-structure de N (noté M C N)si M C N et si cette inclusion
préserve les constantes, les fonctions et les relations, c’est-a-dire telle que :
— pour toute constante ¢ € L, M= cN,
— pour toute fonction n-aire f € L et pour tout a € M", fM(a) = fV(a),
— pour toute relation n-aire R € L et pour tout a € M", a € RM ssi a € RV.

2. Un plongement de M dans N est une application o de M dans N qui préserve
les constantes, les fonctions et les relations, c’est-a-dire telle que :
— pour toute constante ¢ € L, o(cM) = ¢V,
— pour toute fonction n-aire f € L et pour tout a € M", o(fM(a)) = fN(o(a)),
— pour toute relation n-aire R € L et pour tout a € M", a € RM ssi o(a) € RV.
Remarquons d’une part que l'image d’un plongement est une sous-structure et
que réciproquement M est une sous-structure de A/ ssi M C N et cette inclusion
est un plongement de M dans .
Notons par ailleurs que comme le langage est toujours supposé égalitaire, un
plongement est toujours injectif.

3. Un isomorphisme de M dans A est un plongement surjectif. Un automor-
phisme de M est un isomorphisme de M sur lui-méme. On dénote M = N
pour M isomorphe a N.

Remarque 1.4.

1. Soit N une L-structure. On dira aussi qu’une partie M de N est une sous-
structure de N si M contient toutes les constantes et est close par toutes les
fonctions. Dans ce cas, on vérifie (exercice) que la structure ("induite sur M")

M = <M7 (C{v%(f]jv )7<Rk‘mMnk)>

M5

est une sous-structure, au sens précédent, de N.



2. Soit A une L-structure et A une partie de N. Il existe une plus petite sous-
structure de N contenant A, la sous-structure engendrée par A, qui est la cloture
de A et de I’ensemble des constantes de L par les fonctions de L.

3. Les notions de sous-structure et plongement dépendent du langage choisi. Par
exemple, N est une sous-structure de (Z, <) et de (Z, 0, +) mais pas de (Z, 0, +, —).

Exercice 1.5. Soit un corps K.

1. Remarquer que toute sous-structure de la structure (K,0,1,+4,—,+) est un an-
neau.
2. Ajouter une fonction f au langage telle que toute sous-structure de (K,0,1,+, —, -, f)

soit un corps.

Exercice 1.6. Soit / un ensemble totalement ordonné et (M;);c; une chaine de L-
structures (M; C M, pour tout ¢ < j). Alors la réunion M = U;c/M,;, est munie
canoniquement d’une L-structure, notée M = U;c;M;, qui satisfait pour tout ¢ € I,

MiCM.

Définition 1.7. Soient M et N deux L-structures.

1. Un isomorphisme partiel de M dans N est un isomorphisme d’une sous-
structure de M sur une sous-structure de N. (Remarque : tout plongement est
un isomorphisme partiel.)

2. On dira qu’'une famille non vide F d’isomorphismes partiels de M dans N est
un va-et-vient entre les structures M et N si pour tout o € F,
— pour tout m € M, il existe 7 € F prolongeant o tel que m € Dom(7) (VA),
— pour tout n € N, il existe 7 € F prolongeant o tel que n € Im(7) (VIENT).

3. On dira que M et N se correspondent par va-et-vient s’il existe un va-et-vient
entre ces structures.

Exemple 1.8. Deux ordres totaux denses sans extrémité se correspondent par va-et-
vient.

Soient (X, <) et(Y, <) deux ordres totaux denses sans extrémité. Soit F la famille
des isomorphismes entre des parties finies de X et Y. Cette famille est évidemment non
vide : pour tout x € X et y € Y, 'application qui & x associe y est un isomorphisme de
{z} sur {y}. Soit o un isomorphisme de A = {ay,...,a,} C X sur B = {by,...,b,} C Y.
On peut supposer que pour tout i, o(a;) = b; et que a; < az < ... < a,. Dans ce cas on
a aussi by < by < ... < b,. Montrons le VA (le VIENT est symétrique) : soit x € X \ A.
Alors ou bien x < a; et dans ce cas on prolonge ¢ en envoyant x sur un y < by, ou bien
a; < x < a;y1 et on prolonge o en envoyant = sur un y € Y tel que b; < y < b; 11, ou
bien a,, < x et on prolonge o en envoyant x sur un y > b,.

Exemple 1.9. Deux corps algébriquement clos K; et K, de méme caractéristique et
de degré de transcendance infini se correspondent par va-et-vient.



Soit F la famille des isomorphismes entre des sous-corps finiment engendrés respec-
tivement de K7 et K. Comme K, et K5 ont méme caractéristique, F est non vide car
leurs corps premiers sont isomorphes.

Soit ¢ € F un isomorphisme de k; sur k;. Montrons le VA (le VIENT est symé-
trique) : soit a € K.

Ou bien a est algébrique sur k;. Soit P € k;i[X] sont polynéme minimal. Alors
@ = o(P) est un polynome irréductible de ky[X]. Comme K> est algébriquement clos il
existe b € K5 qui a () pour polynéme minimal sur k. On obtient alors un isomorphisme
de ky(a) sur ko(b) qui prolonge ¢ en envoyant a sur b.

Ou bien a est transcendant sur k;. Comme ks, est finiment engendré et K5 est de
degré de transcendance infini, il existe b € K, transcendant sur k,. Méme conclusion
que dans le cas précédent.

Remarque 1.10. Si deux structures M et N sont isomorphes alors il existe un va-et-
vient entre ces deux structures, celui réduit a cet isomorphisme.

Réciproquement :

Proposition 1.11. Deux structures dénombrables qui se correspondent par va-et-vient
sont isomorphes.

Démonstration. Soit F un va-et-vient entre deux structures dénombrables M et N.
On choisit une énumération (m;);cy de M et une énumération (n;);cy de N.

On définit alors par récurrence une suite croissante (o;);c,, d’isomorphismes partiels
dans F telle que pour tout i € N et pour tout j < i, m; € Dom(o;) et n; € Im(o;).
On choisit pour cela, n’importe quel élément de F pour oy. Supposons que o; € F
est choisi. Par va-et-vient, il existe 7 € F prolongeant o; tel que m; € Dom(7) et
n; € Im(7). On prend alors pour 0;,1, 'isomorphisme partiel 7.

Soit 0 = U;eno;. Alors Dom(o) = M et Im(o) = N. Vérifions que o est un plonge-
ment :

— soit ¢ une constante de L. Alors

O'(CM) _ O_O<CDom(oo)> _ CIm(oo) — C'M

— soient f une fonction n-aire de L, R une relation n-aire de L et a € M™. Alors il
existe un entier i tel que a € (Dom(c;))"™. On a donc

o(f*M(@) = oi(fP" (@) = [ (04(a)) = [N (o(a))

et a € RM ssi a € RPo™() ssi gy(a) € R™) ssi o(a) € RV,
U

Exemple 1.12. Deux ordres totaux denses sans extrémité et dénombrables sont iso-
morphes.



1.3 Formules

Afin d’étudier des classes de structures et non pas une structure fixée telle que le
corps des nombres complexes, on définit en théorie des modéles un langage du premier
ordre a partir du langage de base vu précédemment. Ainsi on pourra exprimer certaines
propriétés et définir par exemple la classe ou la théorie des corps algébriquement clos.
On pourra aussi parler de certaines parties d’une classe de structures, les ensembles
définissables qui correspondront en particulier pour les corps algébriquement clos, aux
ensembles constructibles.

Nous avons précédemment fixé un langage L et nous allons de plus utiliser un
ensemble infini dénombrable de variables qui sont généralement notées x,y, z,t, x;, . . .
pour construire récursivement (ou par induction) les L-termes et ensuite les L-formules
(du premier ordre) :

Définition 1.13.

1. On commence par définir ’ensemble des termes du langage L par l'induction

suivante :
— toutes les constantes de L et toutes les variables sont des L-termes,
— si f est une fonction n-aire de L et ty,...,t, sont des termes, alors f(t1,...,t,)

est un terme.

2. On définit ensuite I’ensemble des formules de L par I'induction suivante :

— Les formules atomiques : si R est une relation n-aire de L et ¢4,...,t, sont
des termes alors R(ty,...,t,) est une formule,

— Combinaisons booléennes (négation, conjonction, disjonction) : si ¢
et ¢ sont des formules alors —¢ (non ¢), (¢ A1) (¢ et ¥) et (¢pV ) (¢ ou )
sont des formules,

— Quantifications universelle et existentielle : si ¢ est une formule et x est
une variable alors Vz¢ (pour tout z, ¢) et Jz¢ (il existe z, ¢) sont des
formules.

3. Variables liées, variables libres :

— si ¢ est une formule et = est une variable alors les occurrences de x dans
les formules Vz¢ et Jz¢ sont liées au quanteur (ou quantificateur) V ou 3,
exceptées celles qui étaient liées auparavant dans la formule ¢,

— si ¢ est une formule et = est une variable alors les occurrences de x qui ne sont
liées & aucun quanteurs sont dites libres. En particulier toutes les occurrences
des variables d’une formule sans quanteur sont libres.

4. Un énoncé ou formule close est une formule dont toutes les (occurrences de)
variables sont liées.

Remarque. Une formule est un mot (fini) sur alphabet LU{x, y, z,t...}U{—, V, A, 3, V}U

{0k



Exemple 1.14. Les termes de L, sont les variables; les formules atomiques de L,,4
sont les égalités et les inégalités. Les formules suivantes sont des énoncés de L, qui
décriront, une fois interprétés, les ordres totaux :

1. Ve 2 <,
2. VaVy((x <yVy<z)Vz=y),
3. VaVyVz =((z <yANy<z)AN(z=2zVz<ux)).

Nous allons trés rapidement passer au sens ("naturel") que 'on donne a ces for-
mules dans une structure. Pour étre tout a fait rigoureux dans nos futurs définitions et
démonstrations par induction sur la construction des formules, il est nécessaire de vé-
rifier que la lecture des formules est unique. Nous laissons la vérification de ce résultat
syntaxique au lecteur :

Fait 1.15 (Lecture unique).

1. Chaque terme est, soit une variable, soit une constante, soit de la forme f(t1,...,t,)
ou f est une fonction d’arité n et ty,...,t, sont des termes. Cette écriture est
uniquement déterminée.

2. Chaque formule est :

— soit atomique et de la forme R(t1,...,t,) ot R est une relation d’arité n et
t1,...,t, sont des termes,

— soit de la forme —¢ ou ¢ est une formule,

— soit de la forme (¢p1 A ¢o) ou de la forme (¢1 V ¢2) ot ¢1 et ¢y sont deuz
formules,

— soit de la forme 3x¢p ou de la forme Vrp ot ¢ est une formule et x est une
variable.

Cette écriture est uniquement déterminée.

1.4 Satisfaction

Pour définir I'interprétation des termes et la satisfaction des formules dans une
structure, on considérera toujours un terme ¢ avec un choix de variables z = (x1, ..., z,)
tel que = contiennent au moins toutes les variables ayant une occurrence dans t et de
méme on considérera une formule ¢ avec un uple  de variables tel que toute variable
ayant une occurrence libre dans ¢ se trouve dans 'uple z. On utilisera alors les notations

t(z) et o(T).
Notation. Pour toute la suite du cours les notations z, ¥, ... désigneront des uples
finis de variables et les notations a, b, m ... désigneront des uples finis d’éléments.

Définition 1.16. Soit M une L-structure.

1. Soit t(z) un terme et m = (my,...,m,) un uple d’éléments de M de méme
longueur que . On obtient un terme ¢(m), & parameétres m, en substituant m;
a toute occurrence de x; dans ¢t. On définit alors I'interprétation t"(m) € M
du terme ¢(m) par 'induction suivante :



— l'interprétation d’une constante c est ¢,

— l'interprétation d’un paramétre m est m,

— Dinterprétation de f(t1,...,t,)(m) ou f est une fonction n-aire et ty,...,t,
sont des termes est f(ty,...,t,)M(m) = fMEM(m), ..., tM(m)).

2. De méme pour une formule ¢(Z), on obtient une formule ¢(m), & paramétres
m, en substituant m; a toute occurrence libre de x; dans ¢. On définit alors
la satisfaction de ¢(m) dans M, que 'on dénote M |= ¢(m), par 'induction
suivante :

— M= R(ty,...,t,)(m) ssi (¢ (m),...,tM(m)) € RM,
M = =¢(m) ssit M E ¢(m),
- M (91 A @) () ssi M |= ¢1(m) et M = ¢a(m),
M (61 V ¢2)(m) ssi M = ¢1(m) ou M = ¢a(m),
M = Vzo¢ (x,m) ssi pour tout a € M, M | ¢(a,m),
- M | 3z¢ (z,m) ssi il existe a € M tel que M = ¢(a,m).

3. Si ¢(m) est satisfaite dans M (M |= ¢(m)), on dit également que ¢(m) est vraie
dans M, que M satisfait ¢(m) ou que m satisfait ¢(z) dans M.

4. Soient ¢(z) et ¥ (z) deux formules. On dit que ¢(Z) implique 1 (Z) si pour toute
L-structure M et tout m € M, si M = ¢(m) alors M = ¢(m).
Les formules ¢(%) et 1 (z) sont équivalentes si ¢(z) implique ¥(Z) et ¥ ()
implique ¢().

Exercice 1.17. Toute formule est équivalente & une formule ne contenant ni le connec-
teur booléen V, ni le quanteur V.

On vérifie facilement que dans une conjonction ou une disjonction de plusieurs
formules, tout choix de parenthéses donne une formule équivalente. On supprimera
donc en général les parenthéses superflues.

Par la suite, nous utiliserons les abréviations suivantes :

— ¢ — ¥ pour —¢p V1,

¢ o pour (¢ — ) A (b — ¢).

Exercice 1.18. Deux formules ¢(Z) et ¢(Z) sont équivalentes si et seulement toute
L-structure satisfait Vz(o(z) < ().

Exercice 1.19. Toute formule est équivalente a4 une formule prénexe, c’est-a-dire a
une formule de la forme Q1 21Q>x5 ... Q,x,¢ ou les (Q; sont des quanteurs et ¢ est une
formule sans quanteur.

Maintenant que nous avons défini les formules, nous pouvons parler des structures
vérifiant les mémes énoncés. Dans le paragraphe Théories nous parlerons plus préci-
sément de classes de structures vérifiant certains énonceés.

Définition 1.20. Deux L-structures M et N sont élémentairement équivalentes
(noté M = N) si elles satisfont les mémes énoncés.



Exemple 1.21.
1. (Z,+) = (2Z,+) car ces deux structures sont isomorphes (voir Cor 1.24).
2. (Q,+) = (R,+). (Cf plus loin, théorie des groupes abéliens divisibles sans tor-
sion).
3. (Z,+) £(Q,+) car VaIy x = y + y est satisfaite dans Q mais pas dans Z.
Exercice 1.22. Si M est une L-structure finie et N' = M alors |N| = | M]|.

La méthode de va-et-vient sera souvent utilisée pour montrer que deux structures
sont élémentairement équivalentes :

Proposition 1.23. Si F est un va-et-vient entre deuz structures M et N alors pour
tout o € F, tout m € (Dom(o))" (ici n peut-étre nul) et toute formule ¢(T),

M = ¢(m) ssi N |= ¢(o(m)).
En particulier, M = N.

Démonstration. Commencons par remarquer qu’un isomorphisme partiel préserve les
formules atomiques. Soit ¢ un isomorphisme partiel de M dans N. Montrons par
induction, que pour tout terme ¢(Z) et tout m € (Dom(c))", t™(m) € Dom(o) et
o(tM(m)) = tV(o(1m)). Pour les constantes et les variables, c’est évident car Dom(o)
est une sous-structure de M et o est un isomorphisme de Dom(co) sur la sous-structure
Im(o) de N. Sit(x) est le terme f(t1,...,t,) ou f est une fonction n-aire et t1(Z), . .., t,(T)
sont des termes pour lesquels le résultat est vrai. Alors fM(tM(m),... . tM(m)) €
Dom(o) car Dom(c) est une sous-structure de M. De plus

o(t™(m)) = a(fM(E (m), ... 5" (m)) = (ot (m), ..., a(t;" (m)))
car o est un isomorphisme partiel. Par hypothése d’induction, on obtient

o(t"(m)) = (& (o(m), ...t} (a(m))) =t (a(m)).

n

On en déduit qu’un isomorphisme partiel préserve les formules atomiques et, par com-
binaisons booléennes, toutes les formules sans quanteur.

Nous montrons maintenant le résultat par induction sur la construction des formules
pour tous les éléments de F. Si le résultat est vrai pour deux formules, il est évidemment
vrai pour toute combinaison booléenne de ces formules. Il suffit donc de vérifier que
si le résultat est vrai pour ¢(z,y) il est encore vrai pour Jzo(x,y). Soit 0 € F et
m € (Dom(o))™. Si M | Jxg(x,m) alors il existe a € M tel que M |= ¢(a,m). Par
VA, il existe 7 € F prolongeant o tel que a € Dom(7). Par hypothése d’induction,
N E ¢(r(a), 7(m)) donc N = Jxg(z,0(m)). Si N | Jzé(x,0(m)), on fait de méme
avec le VIENT. O

Corollaire 1.24. Deux structures isomorphes sont élémentairement équivalentes.

Exercice 1.25. Montrer que deux ordres totaux denses sans extrémité sont élémen-
tairement équivalents. En particulier (Q, <) = (R, <).

Exercice 1.26. Donner un exemple de structures M et N tel que M est une sous-
structure de ' mais n’est pas élémentairement équivalente a .



1.5 Ensembles définissables

Avec notre langage nous pourrons aussi étudier les parties définies par des formules
dans une structure :

Définition 1.27. Soit M une L-structure. Une partie D de M" est un ensemble
définissable dans M si il existe une formule ¢(Z,y) et des paramétres b dans M tels
que

D={aecM": ME é@ab)}.

On dit alors que D est définissable avec des paramétres dans B ou est défini par une
formule & paramétres dans B si b C B. Si de plus D est défini par une formule atomique,
on dit que D est un ensemble définissable atomique.

On note Def(M) la famille des ensembles définissables de M.

Exemple 1.28. Dans un groupe (G, 1,-, 7!}, le centralisateur C' de G est définie par
¢(x) ==Yy xy = yz. Soit ¢Y(x,y) := (ry = yx). Pour tout a € G, le centralisateur de
a, C(a), est définie par ¢(x,a).

Exercice 1.29. Montrer que ’ensemble des nombres premiers est une partie définissa-
ble dans la structure (N, ). A-t-on besoin de paramétres ?

Exercice 1.30. Montrer que l'ordre sur R est définissable sans paramétre dans la
structure (R, +, -).
Exercice 1.31. La famille Def(M) est close par

1. combinaisons booléennes finies : si A, B € Def(M), le complémentaire de A,
I'union et l'intersection de A et B sont dans Def(M),

2. produits cartésiens : si A, B € X, A x B € Def(M),

3. projections : si A est une partie définissable de M™™™ alors la projection de A
sur M™ est définissable,

4. spécialisations : si A est une partie définissable de M™+™ et si b € M™ alors
A(b) :={aec M": (a,b) € A} € Def(M),

5. permutations des coordonnées : si A est une partie définissable de M"™ et o une
permutation de {1,...,n} alors

o(A) = {(asq),- - aom) : (a1,...,0a,) € A} € Def(M).

La famille Def(M) est en fait la plus petite famille de parties de U,,~oM™, contenant
les ensembles définissables atomiques et étant close par combinaisons booléennes finies,
produits cartésiens et projections.
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Exemple 1.32. Soit A un corps commutatif considéré dans le langage L. La famille
des ensembles atomiques de M est formée des parties définies par des équations polyno-
miales. Si on clot par intersections finis, on obtient alors les fermés de Zariski. Alors
si on clot par combinaisons booléennes finies, on obtient les ensembles construc-
tibles. Ce n’est pas en général clos par projection. Par contre c’est le cas si K est un
corps algébriquement clos (Théoréme de Chevalley). Ce résultat correspond, d’un point
de vue modéle théorique, a 1’élimination des quanteurs dans les corps algébriquement
clos (cf suite du cours). Les ensembles définissables d’un corps algébriquement clos sont
donc exactement les ensembles constructibles.

Proposition 1.33. Soient M et N deuz L-structures. Supposons que M est fini. Alors
M=N ssi M= N.

Démonstration. Soit n le cardinal de M et (ay,...,a,) une énumération de M. Re-
marquons qu’il y a un nombre fini de parties de M"™ car M est fini. Soit (D;);c; une
énumération des parties de M"™ contenant a et définissables dans M sans parameétre.
Notons pour tout i € I, une formule ¢;(z) définissant D;. Soit ¢(Z) la conjonction de
cet ensemble fini de formules. Alors M = ¢(a), donc M = 3z4(z). Comme N = M,
N |= 3z¢(). Soit donc b € N™ tel que N |= ¢(b).

Notons o ’application de M dans N qui & ay associe b,. Nous allons vérifier que o
est un isomorphisme. Remarquons tout d’abord que o est bijective. En effet il existe
un ensemble définissable D;, qui dit que les a; sont distincts. Par conséquents les by
sont disctincts et comme N a méme cardinal que M (voir exercice), N = {by, ..., by}.

Vérifions que o est un plongement :

1. soit ¢ une constante de L. Alors il existe k € {1,...,n} tel que c™ = a;. Soit D,
la partie de M™ définie par la formule x;, = c. Il existe 7 € I tel que D, = D;.
Donc M = Vz (¢4(z) < 3, = ¢). Dot N = by

2. soient f une fonction r-aire et m = (my,...,m,) € M". Soit mq := f*(m). Pour
tout j € {0,...,7}, soit k; € {1,...,n} tel que m; = ax,. On considére alors
Dy la partie de M™ définie par la formule f(xy,,..., 2k, ) = 2. On en déduit
que a(mg) = fN(a(m)).

3. soient R une relation r-aire et m = (mq,...,m,) € M". Pour tout j € {1,...,r},
soit k; € {1,...,n} tel que m; = a;,. On considére alors la partie D ; de M"
définie par R(zy,,...,z,.) si M | RM(m), la partie D_g; de M™ définie par
—R(xp,, ..., 24 ) sinon. On en déduit que M = RM(m) ssi N = RN (o(m)).

]

1.6 Théories

Nous définissons enfin les mots modéle et théorie :

Définition 1.34. Soit X un ensemble d’énoncés.
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Une L-structure M est un modéle de ¥ (noté M = X)) si tout énoncé de ¥ est
satisfait par M.

On dit que X est consistant si X a un modéle.

. Un énoncé ¢ est une conséquence de ¥ (noté  F ¢) si tout modeéle de ¥ satisfait

Une théorie T est un ensemble consistant d’énoncés contenant toutes ses consé-

quences. Si T correspond a ’ensemble des conséquences de Y, on dit que X est
un ensemble d’axiomes pour 7' ou une axiomatisation de 7.

. Une théorie T' est compléte si elle est maximale pour 'inclusion, ce qui signifie

que pour toute formule ¢, ¢ € T ou —¢ € T.

En général si une théorie T est axiomatisée par >, on confond 7" et . En parti-
culier on dira que X est complet si pour tout énoncé ¢, >+ ¢ ou X - —¢.

Si M est une L-structure, on note Th(M) la théorie constituée de I’ensemble des
énoncés vrais dans M. Cette théorie est évidemment compléte.

Remarque 1.35.

1.
2.

3.

Deux théories complétes qui ont un modéle commun sont égales.

Deux modéles M et N sont élémentairement équivalents ssi Th(M) = Th(N)
ssi M et N sont modéles d’une méme théorie compléte.

Une théorie est compléte si ses modéles sont tous élémentairement équivalents.

Exercice 1.36. Soit 7" une théorie compléte.

1.
2.

Si T" a un modéle fini M, alors tous ses modéles sont isomorphes a M.

SiT aun modele infini, alors tous ses modéles sont infinis. (Nous verrons plus loin
que, contrairement au cas fini, une structure infinie ne peut pas étre déterminée
par sa théorie.)

Exemple 1.37.

1.

2.

3.

Théorie des ensembles infinis dans le langage réduit a 1’égalité :
— dri29...1,, /\i;éj (ZL‘Z 7é l‘j), pour tout n > 0.

Théorie des ordres totaux :

- Vr -z <ux,

- VaVy((z <yVy<z)Vz=y),

~ VaVyVz (z <y Ay < z) — (z < 2).

Cette théorie n’est pas compléte. Par exemple (N, <) et (Z, <) sont des modéles
de cette théorie qui ne sont pas élémentairement équivalents. Le premier satisfait
I’énoncé JxVy—(y < x) alors que le second non.

Théorie des ordres totaux denses sans extrémité :
— théorie des ordres totaux,
— VaVy (z <y) — (32(z < z < y)),
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- Vady3z (y < x < 2).
Cette théorie est compléte. (Voir exo 1.25.)

4. La théorie des corps commutatifs n’est pas compléte, elle a des modéles finis et
infinis. La théorie des corps commutatifs de caractéristique 0 n’est pas non plus
compléte. La formule 3z (2? = —1) est vraie dans C mais pas dans R.

5. Théorie des corps algébriquement clos de caractéristique p fixé :

— théorie des corps commutatifs,
-1+---+1=0sip>0;1+4+---4+1+#0, pour tout n > 0, si p = 0.
—— ——
p n
— VYo .. Vyn(yn # 0 — Fx D1 ypa’ = 0), pour tout n > 0.
Cette théorie est compléte. (Voir exo 2.18 ou exemple 2.21.)

6. Théorie des groupes abéliens divisibles sans torsion non triviaux dans L = {0, +, —} :

— théorie des groupes abéliens,

- do #0,

— VYxdy ny = z, pour tout n > 0,

— Va(x =0V nzx #0), pour tout n > 0.

Cette théorie est compléte. (Voir exemple 2.21)

Exercice 1.38. Soit L le langage réduit & une relation binaire E (et I'égalité).

1. Donner une axiomatisation (dans ce langage) de la théorie de la relation d’équi-
valence & deux classes infinies.

2. Donner une axiomatisation de la théorie de la relation d’équivalence & une infinité
de classes toutes infinies.

1.7 Extensions élémentaires

Définition 1.39.

1. Un plongement o de M dans N est élémentaire si pour toute formule ¢(z) et
tout m € M",

M = o(m) ssi N = ¢(a(m)).

2. M est une sous-structure élémentaire de N (notée M < N) si M est une
sous-structure de A telle que pour toute formule ¢(Z) et tout m € M™,

M = ¢(m) ssi N = o(m).

3. Un isomorphisme partiel o de M dans N est élémentaire si pour toute formule
o(z1, ..., ) et tout m € dom(o)™.

M = o(m) ssi N = ¢(a(m)).

Notation. Pour M une L-structure et A un ensemble de paramétres dans M, on
note Th(M, A) 'ensemble des énoncés & paramétres dans A qui sont vrais dans M,
c’est-a-dire la théorie de la L U {a : a € A}-structure (M, L,a:a € A).
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Exercice 1.40. Soit M une sous-structure de N . Les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

1. M <N,
2. Th(M, M) = Th(N, M),
3. l'inclusion M — N est un plongement élémentaire.

On appelle Th(M, M) le diagramme élémentaire de M.

Remarque 1.41.
— Un isomorphisme est élémentaire (Rem 1.10 et prop 1.23).
— Si M est une sous-structure élémentaire de N alors M = N. (De méme, si M
se plonge élémentairement dans N, alors M = N.)
— La réciproque est fausse : une sous-structure élémentairement équivalente n’est
pas nécessairement élémentaire. (Z, +) = (2Z, +) mais (2Z,+) £ (Z,+).

Exercice 1.42. Soient M; C My C Ms.
— Si M; < My et My < Mj alors M; < Ms.
- Si My < M3 et My < Mz alors M; < M.
— Trouver un exemple tel que M; < My et M; < M3 mais My £ Ms.

Exercice 1.43. Soit [ un ensemble totalement ordonné et (M;);c; une chaine élé-
mentaire de L-structures (M; < M;, pour tout i < j). Alors pour tout i € I,
M; < UieIMz‘-

Voici un critére utile pour vérifier qu’une sous-structure est élémentaire. Ce critére
n’utilise que la satisfaction dans la grande structure :

Proposition 1.44 (Test de Tarski). Soit M une sous-structure de N'. Alors M < N
si et seulement si pour toute formule ¢(x,y) et tout m € M™, si N' = Jxg(x,m) alors
il existe mg € M tel que N |= ¢(mg, m).

Démonstration. Si M < N et N = xp(x, m). Alors M = Jzg(x,m). Donc il existe
mo € M tel que M = ¢(mg,m). Alors N = ¢(mg, m).

Réciproquement si M C N satisfont le critére de Tarski. On montre par induction
sur les formules que pour toute formule ¢(z) et tout m € M", M = ¢(m) ssi N |
¢(m). Le résultat est évidemment vérifié pour les formules atomiques car M est une
sous-structure de N. Si le résultat est vrai pour ¢; et ¢, il est facile de voir qu’il est
encore vrai pour les combinaisons booléennes de ¢; et ¢,. Il suffit donc de montrer
que si le résultat est vrai pour ¢(z,y) il est encore vrai pour Jzx¢(x,y). Soit m € M™.
Si M | Jz¢(x,m) alors il existe my € M tel que M = ¢(mg, m). Par hypothése de
récurrence, alors N |= ¢(mg,m) et donc N' | Jxgp(z,m). Si N | Jxg(x, m). Alors
par le critére de Tarski, il existe mg € M tel que N = ¢(mg, m). Par hypothése de
récurrence, M = ¢(mg, m) et donc M = Jzp(x, m). O
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Corollaire 1.45 (Théoréme de Léwenheim-Skolem Descendant). Soient N une
L-structure infinie, A un ensemble de paramétres dans N, et k un cardinal infini tel
que max(|4|, |L]) < k& < |N|. Alors il y a une sous-structure élémentaire M < N
contenant A et de cardinal k.

Démonstration. On peut supposer que |A| = k. On construit par récurrence une chaine
(M,);e., de sous-structures de N telle que M, contient A, telle que pour tout i € w,
|M;| = k et telle que pour toute formule ¢(z,7) et m; € M, si N' = Jzp(x, m;) alors
il existe m; 1 € M, tel que N = ¢(myy1, my).

Soit M la sous-structure de N engendrée par A. Cette sous-structure est de car-
dinal  car |L| < k = |A|. Si M; est construit, alors pour toute formule ¢(x,7) (il y
en a max(|L|,Np)) et tout paramétre m € M tel que N' |= Jxp(x,m) (il y en a au
plus ), on choisit ny; € N tel que N = ¢(ngm, m). On définit alors M, comme la
sous-structure engendrée par M; et les ngy ;. Cette sous-structure est évidemment de
cardinal x et vérifie I’hypothése de récurrence.

Soit M := U, M,. Alors M est une sous-structure de N de cardinal x qui de plus
vérifie le test de Tarski. C’est donc une sous-structure élémentaire de N . O

Revenons aux ensembles définissables pour terminer ce chapitre :

Définition 1.46. Si M est une sous-structure élémentaire de ' et D C M" est un
ensemble définissable dans M, alors D a une extension canonique en un ensemble
D’ C N™ définissable dans N, tel que D' N M™ = D : si D est défini par une formule
o(z,b) (b C M) alors D' := {a € N" : N |= ¢(a,b)}. En pratique on confondra D’ avec
D.

Exercice 1.47. Vérifier que D’ ne dépend pas du choix de ¢ pour D.

Exercice 1.48. Soient M C N. Le test de Tarski est équivalent & pour toute partie
non vide définissable D C N & paramétres dans M, D N M # ().



Chapitre 2

Compacité, Théoréme de
Lowenheim-Skolem

Ce chapitre est consacré & un théoréme fondamental en théorie des modéles, le
théoréme de compacité et a ses premiéres conséquences. Commencons par énoncer ce
théoréme qui sera démontré dans le paragraphe suivant (2.2).

2.1 Enoncés du théoréme de compacité

Théoréme 2.1 (Compacité). Soit 3 un ensemble d’énoncés tel que tout sous-ensemble
fini de X2 a un modéle. Alors 2 a un modéle.

Exercice 2.2. Soient ¥ un ensemble d’énoncés et ¢ une conséquence de ¥ (X = ¢)
alors ¢ est conséquence d’une partie finie de 3. (Utiliser le théoréme de compacité.)

Exercice 2.3.

1. Une théorie qui, pour tout entier n, a un modeéle de cardinalité plus grand que
n, a un modéle infini.

2. Il n’existe pas de théorie dans la langage L,,.q dont les modéles sont précisément
les ordres finis.

3. Il n’existe pas de théorie dans la langage L, dont les modéles sont précisément
les corps finis.

Le théoréme de compacité s’exprime topologiquement de la fagon suivante : nous
munissons I’ensemble 7 des théories complétes dans le langage L d’une topologie. A
tout énoncé ¢, on associe ’ensemble (¢) des théories complétes contenant ¢. Alors les
(¢) forment une base d’ouverts pour une topologie, car si ¢; et ¢ sont deux énonceés,
{(@1) N (P2) = (P1 A ¢p2). Muni de cette topologie, 7 est un espace séparé : si T} et Ty
sont deux théories complétes distinctes alors il existe un énoncé ¢ € T tel que ¢ ¢ T.
Donc (¢) et (—¢) sont des voisinages disjoints respectivement de 77 et T5. Cet espace
T est de plus totalement discontinu, c¢’est-a-dire il admet une base d’ouverts qui sont

15
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fermés : le complémentaire de (¢) est (—¢). Par conséquent, toute partie connexe de 7°
est soit vide, soit réduite & un point.

Théoréme 2.4 (Compacité). L’espace T des théories complétes dans le langage L
est compact.

Exercice 2.5. Les deux énoncés ci-dessus du théoréme de compacité sont équivalents.

Exercice 2.6. Les ouverts-fermés de 7 sont les parties de la forme (¢) pour ¢ un
énoncé de 7.

Regardons maintenant un corollaire du théoréme de compacité en termes d’en-
sembles définissables.

Corollaire 2.7 (Compacité). Soit M une L-structure et (¢;(T,m;))icr. Si pour toute
partie finie Iy de I, il existe a € M™ tel que pour tout i € Iy, M = ¢;(a,m;) alors
il existe une extension élémentaire N' de M et a € N" tel que pour tout i € I,
N = ¢i(a,m;).

En d’autres termes, si (D;);cr est une famille de parties de M™ définissables dans M
tel que toute intersection finie de parties de cette famille est non vide dans la structure
M alors cette famille a une intersection non vide dans une extension élémentaire de

M.

Démonstration. Soit ¢ un n-uple de nouvelle constante. Considérons I’ensemble d’énon-
cés
Y :=ThM, M)U{¢;(c,m;):i eI}

dans le langage L U {m : m € M} U {¢c}. Alors par hypothése, pour toute partie finie
de X, il existe a € M" telle (M,L,m,a : m € M) soit modéle de cette partie finie.
Donc par le théoréme de compacité X est consistant. Soit N un modéle de X alors
I'interprétation des constantes {m : m € M} forme une sous-structure élémentaire
de N, la structure de N dans le langage L. Cette sous-structure est isomorphe a M
car N' &= Th(M, M). Par un isomorphisme, on peut donc supposer que M est une
sous-structure élémentaire de N’ et I'interprétation a € N™ de ¢ dans N implique que
pour tout i € I, N |= ¢;(a, m;). O

Exemple 2.8.

1. Les entiers non-standards : il existe une extension élémentaire de la structure
(N,0,1,+, ) contenant un entier (non-standard) non nul qui est divisible par tous
les entiers standards non nuls (les entiers de N*).

2. Les réels non-standards : il existe une extension élémentaire R’ de la structure
(R,0,1,+, —,-, <) contenant un réel ¢ (non-standard) strictement positif qui est
infiniment petit, c’est-a-dire tel que pour tout réel r standard strictement posi-
tif (r e R, r > 0), 0 < ¢ < r. On a alors pour tout 7’ € R’ borné (tel qu’il existe
ro € R avec —rg < 1’ < rp), il existe un unique réel standard r € R infiniment
proche de r’. On appelle r la partie standard de 7’.
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2.2 Ultraproduits - Une démonstration du théoréme
de compacité

Définition 2.9. Soit I un ensemble non vide. Un ensemble F' de parties de I est un
filtre sur [ si:

~IeFetDh¢gF,

-si X, Y e Falors XNY € F,

-siXeFetXCVYalorsY € F.
Un ultrafiltre est un filtre maximal pour I’inclusion.

Exercice 2.10. Un filtre U sur I est un ultrafiltre ssi pour toute partie A de U, A ou
I — A est dans U.

Exercice 2.11. Tout filtre sur I est contenu dans un ultrafiltre. (On utilisera le lemme
de Zorn).

A T'aide d’un ultrafiltre, on peut construire de nouvelles structures a partir d’une
famille de structures donnée :

Définition 2.12. Soit (M,);c; une famille de L-structures et U un ultrafiltre sur I.
L’ultraproduit ], , M;/U est la structure M suivante :

1. le domaine de M est le produit des M; modulo la relation d’équivalence suivante :
(a;)ier ~ (b;)ier si et seulement si {i € [ :a;, =b;} € U.

Cette relation est de maniére évidente réflexive et symétrique. La transitivité
découle du fait que U est un filtre :ona {i € I : a; = ¢} D{i el :a =
b;} N{i €I:b;=c;}. On notera [a;);c; la classe modulo U de 'uple (a;)ic;-

2. pour toute constante ¢ € L, on pose ¢ c

i€l
3. pour toute fonction n-aire f de L, on pose

fM : ([a’zl]iéfv SRR [a’zn]iel) = [sz(a’zlv SRR a?)]ief-
4. pour toute relation n-aire R de L, on pose
RM = {([alier, - - -, [aMicr) € M™ : {i € I : (a},...,a}) € RM} € U}.

Exercice 2.13. Vérifier que les fonctions et relations sont biens définies, c’est-a-dire
qu’elle ne dépendent pas du choix des représentants. Noter de plus que la définition de
=M correspond & la vrai égalité sur M.

Théoréme 2.14 (Critére de Los). Soit U un ultrafiltre sur I et (M;);c; une famille
de L-structures. Si m = ([m}licr, ..., [mPicr) est un n-uple dans l'ultraproduit M :=
[Lic; Mi/U et ¢(z) est une formule, alors

M = ¢(m) si et seulement si {i € [ : M, = ¢(mj,...,m}")} € U.

En particulier si 0 est un énoncé alors M est modéle de cet énoncé si et seulement si
il existe X € U tel que pour tout i € X, M; est un modele de 6.
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Démonstration. On commence par vérifier par induction sur la construction des termes
que si t(Z) est un terme alors

M (m) = [t (my, omiier.

Par définition de I'ultraproduit, ¢’est évident si ¢(Z) est une constante ou une variable.
Soient t(Z), ..., tx(Z) des termes pour lesquels la propriété est vérifiée et f € L une
fonction k-aire. Par hypothése de récurrence, pour tout j € {1, ..., k},

tjvl (m) = [t;ul (mz1> R m?)]iélv
et par définition de I'ultraproduit,

(f(tr, st ))M(m) = AU (), ...t ()
= [, ), (o mE)) e
= [f(tla-"atn)Mi(mzla""mzn))]iel-

On vérifie maintenant le critére de Los par induction sur la construction des formules.
Par définition de l'ultraproduit et par ce qui précéde le critére est évident pour les
formules atomiques.

Supposons le critére vérifié pour deux formules ¢(z) et (). Alors M = (¢ A1) (1)
ssiX:={iel: M;Eo¢(ml,...m"}eUetY ={iel: M;Ev(m}, .. m"}elU.
Comme U est un filtre, X € U et Y € U est équivalent a X NY € U. Or XNY = {i €
I:M;E (@AY)(m}, ..., m)} € U, donc le critére est alors vérifié pour (¢ A v).

On a aussi M = —¢(m) ssi X ¢ U. Comme U est un ultrafiltre X ¢ U ssi I\ X € U.
Or I\X ={i€l: M;E—¢(m},..,m"}, donc le critére est également vérifié pour
—6.

Supposons maintenant le critére vérifié pour une formule ¢(y, z). Soit X := {i € I :
M; | Jyo(y,m},...,m™")}. Si M E Jyo(y, m) alors il existe [mf];c; € M tel que M =
d([mier, [Milicr, -, [MP)icr)- Par hypothése, Y :={i € [ : M; = ¢(m{,m},...m")} €
U. Donc X car X DY € U. Réciproquement, si X € U, choisissons pour tout ¢ € I,
m? € M; tel que si M; = Jyd(y, m},...,m?) alors M; = ¢(m, m},...,m?). Alors {i €

I:M;E¢(md m}l ... m*)} = X et donc, par hypothése, M = & ([m)icr, [Miicr, -, [MPicr)-

Le critére est donc alors vérifier pour la formule Jy. O

Démonstration du théoréme de compacité. Considérons ¥ un ensemble d’énoncé fi-
niment consistant et pour toute partie finie ¢ de X, soit M; un modéle de 7. Nous allons
montrer en utilisant le critére de L.os qu’un ultraproduit des M; est modéle de X..
Soit I I’ensemble des parties finies de X, et pour tout i € I, soit I; :=={j € I : j D i}.
Alors F':={X C I:X D I; pour un i € I} est un filtre sur /. En effet : Iy =1 € F';
D¢ F;siXDLetY DIjalors XNY D ILyj;siXDILet X CYalorsY DI,
Soit U un ultrafiltre contenant F' et M 1'ultraproduit [[,., M;/U. Alors M est un
modéle de X : en effet pour § € X, M; = 6 pour tout i € I, donc par le critére de
Los M = 6. O
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2.3 Théoréme de ’extension élémentaire commune

Lemme 2.15. Si M et My sont deuxr L-structures élémentairement équivalentes,
elles ont une extension élémentaire “commune” : il existe une L-structure N telle que
M et My se plongent élémentairement dans N .

Démonstration. On peut supposer que M; N M, = (). Considérons ’ensemble d’énoncés
Y := Th(M;, M;)UTh(Ms, M5) dans le langage LU{my : my € M;}U{my : my € Ms}.
Remarquons que les modéles de X correspondent aux extensions élémentaires com-
munes & M; et M. Nous allons donc montrer que X est consistant. Par compacité, il
est suffisant de montrer que tout fragment fini de X est consistant. Un fragment fini de
¥ est équivalent a la conjonction d’un énoncé 0;(m,) de Th(M;, M;) et d’un énoncé
Os(ms) de Th(Ms, Msy). Alors My = 3769(Z) car My et My sont élémentairement
équivalente et My |= 05(mg). Soit m, € My, tel que My = 65(mj). Alors en interpré-
tant my par mh dans My, on fait de (M, L, my, m}) un modéle de 0 (mq) Aby(ms). O

Théoréme 2.16. Si (M,);c; est une famille de L-structures élémentairement équiva-
lentes, ces structures ont une extension élémentaire “commune”.

Démonstration. Considérons ici ’ensemble d’énoncés ¥ := U;c; Th(M;, M;). En itérant
le lemme précédent, pour toute partie finie Iy de I, U;e;, Th(M;, M;) est consistant.
On déduit par compacité que X est consistant. O

2.4 Théoréme de Lowenheim-Skolem - Théories x-caté-
goriques

Lemme 2.17 (L6wenheim-Skolem ascendant). Si M est une L-structure infinie
alors pour tout cardinal k > max{|L|,| M|}, il existe une extension élémentaire N' = M
de cardinal k.

Démonstration. Montrons d’abord qu’il existe une extension élémentaire Ny de M de
cardinal supérieur ou égal & . Pour cela considérons (¢;);c, des nouveaux symboles de
constantes et ’ensemble d’énoncés

Y :=ThM,M)U{c; #c¢j:i# j}.

Chaque fragment fini de > ne mentionne qu’un nombre fini de constantes, qui peuvent
étre interprétés par des éléments distincts de M car M est infini. Donc X est finiment
consistant et donc consistant par compacité. Un modéle NV de X est alors une extension
élémentaire de M de cardinal supérieur ou égal & . Par Lowenheim-Skolem descendant,
il existe une sous-structure élémentaire N de N contenant M et de cardinal x, qui est
alors une extension élémentaire de M. O

Exercice 2.18. La théorie des corps algébriquement clos de caractéristique p fixé
(p > 0) est compléte. (Utiliser 1.9).
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Convention. Le cardinal d’une théorie 7' dans un langage L, notée |T'| est par
convention le cardinal de I’ensemble des formules du langage L, c’est-a-dire |T| :=
max{w, |L|}. En particulier on dit que 7" est dénombrable si |L| < w.

Théoréme 2.19 (Théoréme de Lowenheim-Skolem). Si T' est une théorie qui a
un modeéle infini alors pour tout cardinal k > |T|, T a un modéle de cardinal k.

Démonstration. Par Lowenheim-Skolem ascendant et descendant, il existe une struc-
ture N de cardinal x élémentairement équivalente a M. O

Définition. Une théorie T est x-catégorique si 7' a un unique modéle & isomorphisme
prés de cardinal k.

Proposition 2.20. Une théorie T' qui n’a que des modéles infinis et qui est k-catégorique
pour un cardinal k > |T| est compléte.

Démonstration. Soit M le modéle de T" de cardinal . Toujours par Lowenheim-Skolem
ascendant et descendant, tout modéle de 1" est élémentairement équivalent & une struc-
ture de cardinal x, donc a M. O

Exemple 2.21. — La théorie des ensembles infinis est totalement catégorique
(c.a.d. k-catégorique pour tout cardinal infini).

— La théorie des ordres totaux denses sans extrémité est w-catégorique (voir exo
1.25). Par contre cette théorie n’est pas k-catégorique pour tout cardinal x > w.
Considérons par exemple un ordre / total dense sans extrémité de cardinal s
tel que pour chaque point de cet ordre, il y a x points plus grand. Prolongeons
cet ordre par l’ensemble des rationnels. Alors les ordres I et I — Q ne sont
évidemment pas isomorphes.

— Soit p > 0. La théorie des corps algébriquement clos de caractéristique p est
catégorique en tout cardinal infini non-dénombrable. En effet si K; et K, sont
deux corps algébriquement clos de caractéristique p et de cardinal x > w, ils
sont tous deux de degré de transcendance x et donc isomorphes. Par contre cette
théorie n’est pas w-catégorique : la cloture algébrique du corps premier et le corps
algébriquement clos de degré de transcendance 1 ne sont pas isomorphes.

— La théorie des groupes abéliens divisibles sans torsion non triviaux est également
catégorique en tout cardinal infini non-dénombrable. En effet tout groupe abélien
divisible sans torsion peut étre regardé comme un Q-espace vectoriel et un groupe
abélien divisible sans torsion de cardinal x > w aura pour dimension x comme
Q-espace vectoriel. Par contre cette théorie n’est pas w-catégorique.

Exercice 2.22. Déterminer les cardinaux x pour lesquels la théorie de la relation
d’équivalence & une infinité de classes toutes infinies est x-catégorique. Méme question
pour la théorie de la relation d’équivalence & deux classes infinies.

Exercice 2.23. Soit L = {P, : i € w} ou les P, sont des relations unaires. Soit 7" la
théorie dans le langage L qui dit que les P; sont deux a deux disjoints et que chaque
P, est infini.
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1. Vérifier que 7' n’est catégorique en aucun cardinal x.

2. Montrer que T est compléte.

Pour terminer ce chapitre nous allons énoncer le théoréme de Morley qui est le point
de départ de la théorie de la stabilité (“seconde naissance de la théorie des modéles”).
La démonstration de ce théoréme ne sera pas faite dans ce cours, mais on étudiera les
notions de rang de Morley et d’ensembles fortement minimaux qui sont utilisés dans
celle-ci :

Fait 2.24 (Théoréme de Morley 1965). Une théorie dénombrable qui est caté-
gorique en un cardinal infini non-dénombrable est catégorique en tout cardinal infini
non-dénombrable.
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Chapitre 3

Types, saturation, élimination des
quanteurs

3.1 Espaces de types

Définition 3.1. 1. Deux n-uples a = (ay,...,a,) et b = (by,...,b,) dans des L-
structures M; et M ont méme type s’ils satisfont les mémes formules ¢(z1, ..., ,,)

de L (c.a.d M, | ¢(a) ssi Ma = ¢(b)).

2. Si a est un uple d’une L-structure M, Pensemble des formules ¢(z) satisfaites
par a s’appelle le type de a (dans M) et est noté tp™(a) ou simplement tp(a)
s’il n’y a pas d’ambiguité. Remarquons que le type d’un n-uple correspond & une
théorie compléte dans le langage L U {z1, ..., 2, }.

3. On appelle n-type (dans le langage L) une théorie compléte dans le langage
LU{zy,...,z,}.

4. On note 5, 'ensemble des n-types et pour toute théorie 7" dans le langage L,
on note S,(7) I’ensemble des n-types contenant 7', c’est-a-dire ’ensemble des
n-types extraits de modeéles de 7. On note S(7") I'union des S, (7).

Remarque.
— Siae M < N alors le type de a dans M est le méme que le type de a dans .
— Pour tout 7', S, (T) est un espace topologique compact en tant que fermé de S,,.

Exercice 3.2. Soient M une L-structure et p € S(Th(M)). Alors p est réalisé dans
une extension élémentaire de M et toute partie finies de p est réalisé dans M. (Les n-
types de Th(M) correspondent donc aux ensembles maximaux de formules ¢(x, ..., z,,)
de L dont toute partie finie est réalisée dans M.)

Définition 3.3. Soient M et /\/:deux L-structures et a et b deux uples respectivement
dans M et N. On dit que a et b se correspondent par va-et-vient s’il existe un va-et-
vient entre M et N contenant un isomorphisme partiel envoyant a sur b.
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Exercice 3.4. Sia € M et b € N se correspondent par va-et-vient alors a et b ont
méme type.

Remarque 3.5. Deux uples @ € M et b € N qui ont méme type induisent un unique
isomorphisme, de la sous-structure engendré par a sur la sous-structure engendrée par
b, qui envoie a sur b. Cet isomorphisme est donc un isomorphisme partiel de M dans
N qui de plus est élémentaire. On verra plus loin que si les structures M et AN satisfont
une condition supplémentaire alors deux uples qui ont méme type se correspondent par
va-et-vient (de M vers N).

Exemple 3.6. Considérons la théorie de la relation d’équivalence E a une infinité de
classes toutes infinies.
— Il y a un unique 1-type.
— Il y a trois 2-types : le type déterminé par z = y, celui déterminé par (x #
y) A\ E(z,y) et enfin celui déterminé par ~F(z,y).
On peut remarquer que tout n-type est réalisé dans tout modéle de la théorie.

Exemple 3.7. Soit L = {P, : i € w} ou les P, sont des relations unaires. Considérons
a nouveau la théorie dans le langage L qui dit que les P; sont deux & deux disjoints
et que chaque P; est infini. Il y a ici une infinité de 1-types : pour chaque 7, le type
déterminé par P;(z) et le type déterminé par ’ensemble de formules {—FP;(z) : i € w}.
Ce dernier type n’est pas réalisé dans certains modéles de la théorie.

De maniére plus générale on considére les types au-dessus d’un ensemble de pa-
ramétres. A partir de maintenant pour tout ensemble A, on notera L(A) le langage
LU{a:a€ A}

Définition 3.8. Soit M une L-structure et A C M un ensemble de paramétres.

1. Soit @ un uple de M. Le type de a sur A (dans M) est ’ensemble tp(a/A) :=
{¢(z) € L(A) : M |= ¢(a)}.

2. On appelle n-type sur A un élément de S,(Th(M, A)). S’il n’y a pas d’ambiguité
on note S, (A) 'ensemble des n-types sur A et S(A) I'union des S, (A).

3. Soient a et b deux uples de M. On dit que a et b se correspondent par va-et-
vient au-dessus de A s’il existe un va-et-vient de M vers elle-méme contenant un
isomorphise partiel qui fixe point par point A et envoie @ sur b. Remarquons que
dans ce cas @ et b ont méme type sur A (voir exo 3.4).

Exemple 3.9. Dans la théorie des ordres denses sans extrémité, un 1-type sur A corres-
pond & la coupure qu’il détermine sur A. En particulier les 1-types sur QQ correspondent
aux éléments de R U {—o0, +00}.

Exemple 3.10. Dans la théorie d’un corps algébriquement clos K un 1-type p sur un
sous-corps k est déterminé
— soit par le polynéme minimal sur k& d’une réalisation de p (types des éléments
algébriques sur k),
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— soit par I’ensemble {P(x) # 0 : P € k[X]} (type des éléments transcendants sur

Proposition 3.11. Soient a et b deuz uples d’une L-structure M et A C M un
ensemble de paramétres. Alors a et b ont méme type sur A si et seulement il existe une
extension élémentaire N' = M et un automorphisme o de N qui fize point par point A
et envoie a sur b. (Avoir méme type signifie donc étre dans le méme orbite au-dessus

de A).

Démonstration. (<) est évident.
(=) : construisons une chaine d’extensions élémentaires

Mg <M <....<M, < ..

et une chaine
opCo; C...Cao, C...

d’isomorphismes partiels élémentaires o; : M; — M, telle que My = M, oy est
I'unique isomorphisme de la sous-structure engendré par AU {a} sur la sous-structure
engendré par AU {b} qui fixe A point par point et envoie a sur b et telle que pour tout
t < w, le domaine de 09,1 contient My; et I'image de o9;, 5 contient Moy, 1. Pour cela
on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.12. 57 M est une L-structure et 0 : M — M est un isomorphisme partiel
élémentaire alors il existe une extension élémentaire N = M et un isomorphisme
partiel élémentaire T : N — N de domaine M qui prolonge o.

Démonstration. Associons & chaque m € M une nouvelle constante m’ et montrons
que

Y= Th(M, M)u{o(m',o(n)): M = ¢(m,n) et n € dom(o)}

est consistant. Pour cela considérons en une partie finie
Yo :=0(m) U{p(m;,o(n;)) :i € I}.

Alors M ): El(.f‘i>i€[/\i€[(b<i’i, O'(T_lz)) car M ): El(.f‘i>i€[/\i€[¢(.f‘i, 'fl,l) et o est élémentaire.
On peut donc interprété les m’ dans M tel que (M, M, M’) | 3. Par compacité il
existe donc un modeéle N de ¥, qui est de plus une extension élémentaire de M.
Considérons 7 : N'— N la fonction qui & m € M associe m’ € N. Alors 7 prolonge o
et est un isomorphisme partiel : pour tout m € M,

N |= ¢(m) sst M = ¢(im) ssi N = ¢(7(m)).
O

Revenons a la construction de nos chaines : aux étapes paires on prolonge oy;
et aux étapes impaires 02—i1+1_ Les chaines construites, on vérifie que U;c,0; est un
automorphisme de U;c,M; qui fixe A point par point et envoie a sur b. O
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Proposition 3.13. Soit M une L-structure, A C M un ensemble de parametres et D
une partie de M" définissable dans M. Alors D est définissable & parametres dans A
si et seulement si dans toute extension élémentaire N de M, D est invariant par tout
automorphisme de N fizant A point par point.

Démonstration. (=) immédiat.
(<) Soit ¢(z,m) une formule a paramétres m dans M définissant D et soit p =
tp(m/A). Vérifions tout d’abord que

p(c1) Up(e) - VZ(0(Z, 1) « ¢(,C2))

dans le langage L(A)U{¢, G2} ol & et & sont deux uples de nouvelles constantes. Soit A/
une L(A)-structure contenant n; et 7y réalisant p. En particulier Th(N) = Th(M, A).
On peut donc supposer que la restriction N/ de N au langage L est une extension
élémentaire de M. Alors dans N, tp(n; /A) = tp(na/A) = tp(m/A). En utilisant 3.11,
on en déduit que dans N’, {a € N : N = ¢(a, 1)} =D ={ae N : N | ¢(a,n2)}
car D est invariant par tout automorphisme fixant A point par point.

Par compacité il existe 6(y) € p (60 € L(A)) tel que

=6(c1) NO(C2) — VE(d(T, 1) < o(T,C2)).
On en déduit que D est défini par 35(0(y) A ¢(Z,7)). O

3.2 Saturation

Définition 3.14. Une structure M est x-saturée si pour toute partie A C M telle
que |A| < k, M réalise tout type de S;(A).

Exercice 3.15. Si M est k-saturée et |A| < k alors M réalise tout type de S(A).

Exercice 3.16. Soient M une structure w-saturée, N une extension élémentaire de
M et (n;);c, une famille d’éléments de NV alors il existe une famille (m;);c,, d’éléments
de M tel que pour tout k € w, (my, ..., my) et (ng, ..., ) ont méme type.

Exemple 3.17. 1. Tout ordre total dense sans extrémité est w-saturé.

2. Un corps algébriquement clos est w-saturé si et seulement si il est de degré de
transcendance infini.

Proposition 3.18. Toute structure a une extension élémentaire w-saturée.
Démonstration. Soit M une structure. On construit une chaine

Mog=M<M; <...<M; < ..

telle que pour tout i, M, réalise tous les types dans S;(M;). Pour cela considérons
une énumération (p;);ecs des types dans S;(M;) et I'ensemble d’énoncés

Y= Ujespi(cy)



27

ol (¢;)jes est une famille de nouvelles constantes. Par compacité X est consistant car
toute partie finie de chaque p; est réalisée dans (M;, M;).

Alors 'union N := UM, est une extension élémentaire de M, w-saturée. En effet
si A est une partie finie de N, il existe ¢ tel que A C M. Soit p un type dans S;(A).
Il a une réalisation a dans un extension élémentaire de M;. Alors le type de a sur M;
est réalisé dans M, ., donc p est réalisé dans N. O

Lemme 3.19. Soient M, N deuz structures w-saturées et a € M, b € N deuz uples.
Alors a et b ont méme type si et seulement si ils se correspondent par un va-et-vient

de M vers N.

Démonstration. (<) déja vu.

(=) Pour tous uples ¢ € M, d € N tels que tp(¢) = tp(d) il existe un unique
isomorphisme partiel o, ; (qui est élémentaire) de la sous-structure engendrée par ¢
vers la sous-structure engendrée par d qui envoie ¢ sur d. Alors ’ensemble de ces
isomorphismes partiels forme un va-et-vient. En effet si ¢ € M, d € N tels que tp(c) =

tp(d) et si c € M alors p = {¢(x,d) : M |= ¢(c,¢)} est un type sur d réalisé par un d
dans N car NV est w-saturée. Alors 0, 47 prolonge o, ;. O

Exercice 3.20. Une théorie est compléte si et seulement si tous ses modéles w-saturés
se correspondent par va-et-vient.

Exercice 3.21. Soit T la théorie de la relation d’équivalence & une infinité de classes.

1. Soient M et N deux modeéles de T élémentairement équivalents. Montrer que
pour tout n € N*, M et N ont ou bien tous deux le méme nombre fini de classes
a n éléments, ou bien tous deux une infinité de classes a n éléments.

2. Soit M un modéle w-saturé de T'. Montrer que si M a des classes finies arbitrai-
rement grandes alors M a une infinité de classes infinies.

3. Déterminer I’ensemble des théories complétes contenant 7. (Remarquer qu’il y
en a 2“.)

4. Déterminer celles qui sont w-catégoriques.

5. Déterminer celles qui sont k-catégoriques pour un (tout) cardinal x > w.

Exercice 3.22. On dit qu’une théorie compléte 7" est menue si S(7") est dénombrable.
Remarquer que si M est structure dénombrable w-saturée alors Th(M) est menue.
Montrer que toute théorie compléte, dénombrable et menue a un modéle w-saturé
dénombrable. (Pour cela, on remarquera que le nombre de types sur une partie finie
est dénombrable et que le nombre de parties finies d’un ensemble dénombrable est
dénombrable.)

Exercice 3.23. Un modele M qui est w-saturé et dénombrable est fortement ho-
mogene : si a et b sont deux uples de M qui ont méme type alors il existe un auto-
morphisme de M qui envoie a sur b.
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3.3 Elimination des quanteurs

Trés souvent pour montrer qu’une théorie est compléte on utilise la méthode de
va-et-vient entre deux modéles w-saturées. Pour cela on fait une hypothése sur ce que
doivent étre les types : on considére un ensemble ® de formules de L et on montre que
deux uples qui satisfont les mémes formules de ® se correspondent par va-et-vient. On
montre alors en fait plus :

Théoréme 3.24. Soit T une théorie et & un ensemble non vide de formules ¢(z) de L
ot T = (x1,...,x,) tels que deur n-uples extraits de modéles de T ont méme types dés
qu’ils satisfont les mémes formules de ®. Alors pour toute formule 1(z) de L il existe
une combinaison booléenne ¢(z) d’éléments de ® telle que T+ Vz(¢(z) < ¥(z)). (La
réciproque est évidente.)

Démonstration. L’hypothése signifie que pour tout type p € S,(7), on a dans S, (7))

(M (&¢) = {p}

peD

ol €,¢ = ¢ pour ¢ € p et €, = —¢p pour ¢ ¢ p. (Ici (¢,¢) désigne 'ouvert de S,,(T).)
Soit ¢ (z) une formule de L. Par compacité, pour tout p € (¢), il existe une partie
finie &, de ® telle que Nyea,,  (€,¢) C (¥). Donc pour tout p € (1),

P} C{dup) € (¥)

oll pyp = Noea,, ,€p®- Donc (¥) = Upe(y) (dy,p)- Par compacité, on en extrait un sous-
recouvrement fini. Il existe donc py, ..., pr € () tel que

T =VZ((Z) < (Viegt, .nydpp (2)))-
0

Définition 3.25. Une théorie T' élimine les quanteurs si les propriétés équivalentes
suivantes sont vérifiées :
— Pour tout n > 0 et toute formule ¥ (z) ou = = (z1,...,x,) il existe une formule
¢(z) sans quanteur telle que T F Vz(o(Z) < ().
— Pour tout n > 0, les types de S,,(T") sont déterminé par les formules atomiques.

Exemple 3.26. Soit K un corps. On exprime la théorie T" des K-espaces vectoriels
infinis dans le langage Lx := {0,+,—, A\t : kK € K} ou pour tout k& € K, A\ est une
fonction unaire qui est interprété dans un K-espace vectoriel par la multiplication par
k. Alors T est compléte et élimine les quanteurs : soient V; et V5 deux espaces vectoriels
de dimension infini et considérons F la famille des isomorphismes partiels ayant pour
domaine un sous-espace vectoriel de dimension finie. Alors F est non vide et on vérifie
facilement que F est un va-et-vient entre V; et V5. Donc T est compléte. De plus T'
élimine les quanteurs car si a € V; et b € V5 satisfont les mémes équations linéaires alors
les sous-espaces vectoriels engendrés par a et respectivement par b sont isomorphes.
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Remarque. La théorie des groupes abéliens divisibles sans torsion non triviaux “cor-
respond” a la théorie des (Q-e.v. infinis : on définit dans un groupe divisible sans torsion
Ap/g Par pr = qy qui est une formule sans quanteur. On en déduit que cette théorie
élimine elle aussi les quanteurs.

Exercice 3.27. La théorie des ordres totaux denses sans extrémité élimine les quan-
teurs.

Exercice 3.28. Soient M et N’ deux modéles d’une théorie T qui élimine les quanteurs.
Si M C N alors M < N. Une théorie qui vérifie cette propriété est dite modéle-
compléte.

Proposition 3.29. La théorie des corps algébriquement clos élimine les quanteurs.

Démonstration. Soient K; et K, deux corps algébriquement clos et a € K et be K,
deux uples satisfaisant les mémes formules atomiques. Dans ce cas K; et K5 ont méme
caractéristique car pour tout p, 1 + ---+ 1 = 0 est une formule atomique. De plus a et
—_——
p
b satisfont les mémes équations polynomiales sur le corps premier, donc ils engendrent
deux sous-corps k; et ky isomorphes. On peut supposé que K; et K, sont de degré
de transcendance infini (ou w-saturé). On a vu (voir exemple 1.9) qu’il existe alors un
va-et-vient de K, sur K, contenant I’isomorphisme de ki sur k, qui envoie a sur b.
Donc @ et b ont méme type. O

Lemme 3.30. Soit S un systéme fini d’équations et d’inéquations (en plusieurs incon-
nues), & coefficients dans un corps k. Si S a une solution dans une extension K de k,
il a une solution dans toute extension algébriquement close de k.

Démonstration. On peut voir S comme une formule sans quanteur ¢(z1, ..., T, by, ..., by,)
dans le langage des anneaux ot les x; correspondent aux inconnues et les b; sont les
coefficients dans le corps k. Alors il existe a € K tel que K |= ¢(a, b). Considérons une
extension K| de K algébriquement close. Comme ¢ est sans quanteur, K; = ¢(a, b).
Soit une autre extension K, de k algébriquement close. Alors les clotures algébriques k;
de k dans K] et ky de k dans K5 sont isomorphes au-dessus de k. Comme la théorie des
corps algébriquement clos élimine les quanteurs, k; < K, et ks < K, et donc comme

K, = 372¢(z,b) on a ki = 32¢(7,0), ke |= 32¢(Z,b) et Ky = 37¢(Z, b). O

Théoréme 3.31 (Théoréme des zéros de Hilbert). Soit K un corps algébrique-
ment clos, I un idéal de K[X1,...,X,] et P € K[Xq,..., X,,]. Supposons que pour tout
a€ K", siQ(a) =0 pour tout Q € I alors P(a) = 0. Alors il existe m tel que P™ € 1.

Démonstration. Supposons que pour tout m, P™ ¢ I et soit J I'idéal maximal conte-
nant / mais aucun des P™. On vérifie facilement que J est premier. Soit L le corps
de fractions de K[X,...,X,]/J. Alors L contient K. Soit Q1,...,Q, des générateurs
de J. Alors la systéme S := {Q; = 0,...,Q, = 0, P # 0} a une solution dans L et
donc d’apres le lemme précédent une solution dans K, mais cette solution contredit
I’hypothése. O
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3.4 Cloture algébrique

Définition 3.32. Soient M une structure et A un ensemble de paramétres dans M.
1. Une formule ¢(Z) (a paramétres dans M) est algébrique dans M si elle n’est
satisfaite que par un nombre fini d’uples dans M.
2. Un uple a de M est algébrique sur A s’il satisfait une formule algébrique a
paramétres dans A.
3. Un type sur A est algébrique s’il contient une formule algébrique.

Remarque. Soient M < N et A C M.

— Si a est un uple de N algébrique sur A alors a € M : en effet il existe une
formule ¢(z) de L(A) algébrique telle que N' = ¢(a). Alors il existe n tel que
N E F7"2¢(Z). Dot M | F7"Z¢(Z) et alors les n uples de M satisfaisant ¢
dans M satisfont ¢ dans N. Par conséquent a est I'un de ces uples.

— Soit a = (ay, ...,a;) un uple de M. Alors a est algébrique sur A si et seulement
si chaque a; est algébrique sur A :

(<) la conjonction des formules algébriques correspondant a chaque a; avec des
variables distinctes est algébrique.

(=) si ¢(xq,...,xx) est algébrique alors ¢ (z1) = Fxo...xxP(x1, ..., )) est aussi
algébrique.

— On appelle cloture algébrique de A I'ensemble acl(A) des points (de M) algé-
briques sur A.

Exercice 3.33. Soit p un type sur A C M. Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. p est algébrique.

2. dans chaque N = M, p n’a qu’un nombre fini de réalisations.

3. chaque réalisation de p est algébrique sur A.
Exemple 3.34. Par élimination des quanteurs dans les exemples suivants, on déter-
mine facilement la cloture algébrique.

1. Dans un ordre total dense sans extrémité acl(A) = A pour tout A.

2. Dans un espace vectoriel la cloture algébrique de A est égale au sous-espace
vectoriel engendré par A.

3. Dans un corps algébriquement clos la cloture algébrique correspond a la notion
classique dans le sens d’un corps.
Exercice 3.35. Soient M, A C M et B C M.
1. acl(acl(A)) = acl(4) D A
2. Si A C B alors acl(A) C acl(B).
3. Sia € acl(A) alors il existe une partie finie Ay C A telle que a € acl(A).

Exercice 3.36. Un n-type p sur A algébrique est isolé : il existe une formule ¢ € L(A)
telle que (¢) = {p} ({¢) étant considéré comme ouvert de S,,(A)).



Chapitre 4

Théories totalement transcendantes

4.1 Stabilité et propriété de 'ordre

Remarquons qu’une théorie T' a au plus 24T} types au-dessus d’un ensemble
de paramétres A (dans un modéle de T'). Certaines théories n’ont pas plus de types
au-dessus de A que max{|A|, |T|} :

Définition 4.1. Une théorie T est dite k-stable pour un cardinal x infini si pour
tout modéle M de T et tout ensemble de paramétres A C M, |A| < k implique
|S1(A)| < k. Une théorie T est dite stable si elle est x-stable pour un x, instable
sinon. Une structure est dite x-stable (stable) si sa théorie 1’est.

Exercice 4.2. Une théorie T est k-stable si et seulement si pour tout ensemble de
paramétres A, |A| < k implique |S(A4)| < k.

Remarque. Dans la définition ci-dessus on ne suppose pas que la théorie soit compléte
et par exemple la théorie T' de la relation d’équivalence & une infinité de classes est
w-stable car tous ses modeéles le sont mais elle a 2* modéles non élémentairement
équivalents et donc |S(T)| = 2¢ (voir exo 3.21). Concrétement, la notion de stabilité
est utilisée pour des théories complétes. Et dans ce cas, si T est une théorie dénombrable
compléte et w-stable, alors |S(T')| < w, c’est-a-dire T est menue.

Exemple 4.3.
— La théorie des corps algébriquement clos est x-stable pour tout cardinal infini.
— La théorie des K-espaces vectoriels est x-stable pour tout cardinal infini k > |K]|.

Exercice 4.4. Soit M = (M, E; : i € w) tel que chaque FE; est une relation d’équiva-
lence sur M, Ej est la relation d’équivalence triviale réduite a une seule classe et pour
chaque i € w, E;1 C E; et toute classe définie par F; est exactement I'union de deux
classes définies par F; ;. Montrer que M est stable mais n’est pas w-stable.

Enoncons des résultats de théorie des modéles pour illustrer la stabilité :
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Fait 4.5. — Un groupe abélien est stable. Il est w-stable si et seulement si il est
somme directe d’un groupe divisible avec un groupe d’exposant borné.

— Une théorie dénombrable k-catégorique en un cardinal infini non dénombrable
est w-stable. (Ce résultat correspond & une étape de la preuve du théoréme de
Morley.)

— Un corps infini w-stable est algébriquement clos.

Par contre les ordres totaux infinis sont instables :

Définition 4.6. Soit 7' une théorie. Une formule ¢(z,y) a la propriété de ’ordre

dans T s’il existe deux suites (@;)ic. €t (b;)ic dans un modéle M de T telles que
M E ¢(a;, b;) si et seulement si i < j.

La théorie T" a la propriété de I’ordre s’il existe une formule qui a la propriété de
I’ordre dans T'.

Exercice 4.7. Une théorie T' a la propriété de I'ordre si et seulement s’il existe une
formule ¥ (Z1, Z5) ou Z; et Z» sont des uples de méme longueur n et un modéle M telle
que v ordonne totalement un ensemble infini de M™.

Proposition 4.8. Une théorie qui a la propriété de l’ordre est instable.

Démonstration. Soit T une théorie qui a la propriété de ’ordre. Vérifions que 71" n’est
pas w-stable. Soit ¢(7,y) une formule qui a la propriété de l'ordre. Soient (¢;)icr et
(d;)jeq des nouvelles constantes. Alors par compacité,

TU{(eid;) i < jhU{~g(c,d;) i > j}

est consistant. Il existe donc un modéle M de T contenant deux familles (a@;);cr et
(b));eq tel que M = ¢(a;, b;) si et seulement si i < j. Posons B := {b; : j € Q} alors
pour tout i # ', tp(a;/B) # tp(ay/B) donc |S(B)| > 2“.

Pour vérifier que 1" n’est pas k-stable pour un cardinal infini ¥ quelconque, on
considére un ordre total I contenant une partie dense J tel que |J| < x < |I] (il faut
montrer l'existence d’un tel ordre) et on remplace R et Q respectivement par I et
J. O

Remarque 4.9. La réciproque est vraie : la propriété de 'ordre caractérise les théories
instables.

4.2 Rang de Morley

Différentes notions de rangs ou dimensions sont définies en stabilité. Pour les théo-
ries w-stables on peut définir le rang de Morley qui généralise la dimension de Zariski
sur les ensembles constructibles dans un corps algébriquement clos.
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Définition 4.10. Soit M une L-structure et D une partie de M™ définissable dans
M. On définit RM(D) > « pour un ordinal a par I'induction suivante :
~ RM(D) > 0si D £,
~ RM(D) > a + 1 pour un ordinal « §'il existe une extension élémentaire N > M
et une famille infinie (D;);c, de parties disjointes de N définissables dans N
telle que pour tout i € w, D; C D (dans N') et RM(D;) > a.

— RM(D) > « pour « un ordinal limite si RM(D) > [ pour tout ordinal 5 < a.
On dit que D # () est rangé (par le rang de Morley) si pour un ordinal a, RM(D) > «
est vrai mais RM(D) > a+ 1 est faux. Dans ce cas on pose RM(D) = « et dans le cas
contraire RM(D) = oo. Par convention on pose RM(()) = —1.

Remarque.
— Le rang de Morley est stable par isomorphisme.
— Le rang de Morley est stable par extension élémentaire : que ’on regarde D dans
M ou dans n’importe quelle extension élémentaire de M le rang de Morley reste
inchangé. (On utilise ici le théoréme de I'extension élémentaire commune.)

Exercice 4.11. Soient D; et Dy deux parties non vides de M™ définissables dans M.
— Si Dy C Dy alors RM(D;) < RM(Ds).
- RM(Dl U DQ) == maX{RM(Dl), RM(DQ)}
— RM(D;) = 0 si et seulement si D; est finie et non vide.

Exemple 4.12. Soit M = (M, F) ou E est une relation d’équivalence sur M composée
uniquement de classes finies et pour chaque entier n > 0 d’une et une seule classe a
n éléments. Chacune de ses classes finies sont de rang 0, mais M est de rang 2. En
effet il existe une extension élémentaire on il y a une infinité de classes infinies (une
telle extension est une extension w-saturée), donc RM(M) > 2. 1l reste & montrer que
RM(M) < 2 (exercice).

Exercice 4.13. 1. Pour chaque entier n > 0, donner un exemple de structure M

de rang de Morley n (RM(M) = n).

2. Donner un exemple de structure de rang de Morley w.

Définition 4.14. Soient M une L-structure et ¢(z,m) une formule a paramétres
m € M. On définit alors la rang de Morley de ¢(z,m) dans M, noté RM(¢(z,m)),
comme le rang de Morley de ’ensemble défini par ¢(z,m) dans M.

Exercice 4.15. Traduire la définition du rang de Morley en termes de formules.

Proposition 4.16. Soient M; et My deux L-structures, my, et mo deuxr k-uples
respectivement dans My et My ayant méme type, et ¢(z,y) une formule de L ou

J = (W1, yx). Alors RM(6(2,m1)) = RM(6(Z, my)).

Démonstration. Par le théoréme de 'extension élémentaire commune et du fait que
le rang est stable par isomorphisme et extension élémentaire, on peut supposer que
M = My = M. Alors il existe un automorphisme d’une extension élémentaire de M
qui envoie m; sur my. On en déduit que RM(¢p(z,my)) = RM(¢(z, ms)). O
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Corollaire 4.17. Supposons le langage L fizé. Il existe un ordinal o tel que pour tout
ensemble définissable D dans une L-structure, si RM(D) > « alors RM(D) = oc.

Démonstration. Il n’y a pas plus de rangs de Morley possibles que de types d’uples sur
le vide (au plus 2™*{«:IL1}) | Les rangs possibles forment donc un ensemble. O

Proposition 4.18. Si T est une théorie w-stable alors tout ensemble définissable dans
un modéle de T' est rangé par le rang de Morley.

Démonstration. Supposons que D est un ensemble définissable de rang infini. Alors par
ce qui préceéde il existe (dans une extension élémentaire) une partition de D en deux
ensembles définissables Dy et D; de rangs infinis. Par induction, on montre qu’il existe
une famille d’ensembles définissables de rangs tous infinis (D;) indéxée par les suites
finies de {0, 1} telle que pour tout s, Dy = D, gUD, ;. Soit A un ensemble de para-
métres dénombrables telle chaque D, peut étre définie par une formule a paramétres
dans A. Alors il y a au moins 2* types sur A. O

Exercice 4.19. Soit M une L-structure w-saturée et D une partie de M"™ définissable
dans M. Montrer que si RM(D) > « + 1 pour un ordinal « alors il existe une famille
infinie (D;);c., de parties de D définissables dans M et deux a deux disjointes
telle que pour tout ¢ € w, RM(D;) > «a. (Indication : utiliser exo 3.16).

Proposition 4.20. Soit D une partie M" définissables dans M tel que RM(D) = «
alors il existe d < w tel que dans toute extension élémentaire de M il y a au plus d
parties de D deux a deux disjointes et de rang égal a .

Démonstration. Supposons qu’il n’existe pas de tel d. Plagons nous dans une extension
élémentaire A w-saturée. Alors pour tout d > 0 il existe dans A" une partition D¢, ..., D¢
de D ot les D¢ sont des ensembles définissables dans A/ de rang «. Pour tout j €
{1,..,d+ 1}, il existe i € {1,...,d} tel que RM(D{ N D) = a car RM(D{*) =
max{RM(D{ND{™), ..., RM(D3N D)} Par récurrence sur d, on peut donc supposer
que pour tout j € {1,...,d + 1}, D?H est inclus dans un D¢. Cette suite de partitions
se voit alors comme un arbre infini & branchement fini (les points étant ’ensemble des
D¢ et les arétes les (DY, D?H) pour D¢ contenant strictement D?H). Par le lemme de
Konig (tout arbre infini & branchements finis a une branche infinie), on en déduit qu’il
existe une suite décroissante infinie (D;);c,, de parties de D telle que RM(D;\ D;11) = «
pour chaque i € w. Alors RM(D) > a + 1. O

Définition 4.21. Soit D un ensemble définissable dans une structure M. Le degré de
Morley, dénoté dM (D), est I’élément d € NU {oco} maximal tel que 1’on peut diviser D
en d parties de méme rang dans une extension élémentaire de M. Si ¢(Z,m) est une
formule de L(M) alors on définit le degré de Morley de ¢ dans M noté dM(p(z,m,))
comme la degré de Morley de 1’ensemble défini par ¢(z,m) dans M.

Définition 4.22. Soit A un ensemble de paramétres dans une structure M.
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1. Sip € S(A), on pose RM(p) = min{RM(¢) : ¢ € p} et dM(p) = min{dM(¢p) :
¢ € p et RM(¢) = p}.
2. Pour @ un uple de M, on pose RM(a/A) = RM(tp(a/A)) et dM(a, A) = dM(tp(a/A)).

Remarque. Soient A C B C M et p € S(A). Si ¢ est une extension de p dans S(B)
(g € S(B) et ¢ D p) alors RM(q) < RM(p).

Exercice 4.23. Soit A un ensemble de paramétres dans une structure M et ¢(z) €
L(A) tel que M = Jz¢p(z). Alors

RM(¢) = max{RM(p) : p € S(A), ¢ € p},

dM(¢) =Y {dM(p) : p € S(A), 6 € p, RM(p) = RM(¢)}.

Lemme 4.24. Soient p € S,(A) tel que RM(p) < 0o et ¢, € p de méme rang et degré
que p. Alors p est isolé des types de rang supérieur ou égal & RM(p) dans S,(A) par

Pp-

Démonstration. Soit ¢ € S,(A) tel que RM(q) > RM(p). Supposons que ¢ # p. 1l
existe # une formule dans p qui n’est pas dans ¢. Alors RM(p) < RM(¢, A 0) <
RM(¢,) = RM(p) et donc dM(p) < dM(¢p, A 0) < dM(¢,) = dM(p). On en déduit que
RM(¢, A —0) < RM(¢,) < RM(q). Donc g & (o). [

Exercice 4.25. Soient M une structure, A C M et p € S,(A). Alors RM(p) > a+ 1
si et seulement si p a une extension ¢ € S,(B) (A C B C N > M) qui est point
d’accumulation de types dans S,,(B) de rang supérieur ou égal a «.

Lemme 4.26. Soient M une structure, A C M, a et b deuz uples de M.
1. RM(a/A) < RM(ab/A).
2. 8ibecacl(AU{a}) alors RM(a/A) = RM(ab/A).

Démonstration. 1. Exercice.

2. Montrons par induction sur a que pour tout a, b, A, si b € acl(A U {a}) alors
RM(ab/A) > « implique RM(a/A) > a. C'est évident pour o = 0. Supposons le
résultat vrai pour « et considérons b € acl(AU{a}) tel que RM(ab/A) > a+1. Il existe
une extension ¢ € S(B) du type de ab sur A qui est point d’accumulation de types de
rang supérieur ou égal & «. Soit @b’ une réalisation de q. Alors b’ € acl(AU {a@'}) C
acl(BU{a'}).

Nous allons montrer que le type de a’ sur B est également point d’accumulation de
types de rang supérieur ou égal a a.

Considérons pour cela une formule ¢(z,y) € L(B) telle que ¢(a’,y) isole le type
de b sur B U {a'}. La formule ¢(a’,7) est algébrique. Il y a donc au plus n uples 7
satisfaisant ¢(a’, y) pour un entier n. Soit

0(z,9) = o(z,§) AN I="z2p(z, 2).
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Soit 1)(z) € tp(a’/B). Alors il existe aib; tel que |= ¢(a1) A 6(ay, by), tp(arby/B) #
tp(a't'/B) et RM(a1b,/B) > a. Par hypothése d’induction RM(a;/B) > « car by €
acl(Bay ). De plus tp(a;/B) # tp(a’/B) car tp(a;b,/B) # tp(a't//B) et ¢(a@’, y) isole le

type de V' sur BU {a'}. O

Définition 4.27. Une théorie est dite totalement transcendante si tous ses 1-types
sont rangés par le rang de Morley. Une structure est dite totalement transcendante
si sa théorie 'est.

Théoréme 4.28. Soit T' une théorie.
1. SiT est totalement transcendante alors T' est k-stable pour tout cardinal k > |T|.

2. 51T est dénombrable alors T est totalement transcendante si et seulement si T
est w-stable. En particulier une théorie w-stable dénombrable est k-stable pour
tout cardinal K infini.

3. Si T est totalement transcendante alors tout ensemble définissable est rangé par
le rang de Morley.

Démonstration. Le 2 se déduit du 1 en utilisant 4.18.

Montrons 1. Supposons T totalement transcendante. Soit A un ensemble de para-
métres dans M = 1. Alors pour tout type p dans S;(A) il existe une formule ¢, € p de
méme rang et méme degré. Par 4.24 si p # ¢, ¢, # ¢4, donc |S1(A)| < max{|A|, |T|}.

Montrons 3. Si T" est dénombrable alors T" est w-stable (1) et on conclut par 4.18.
Sans cette hypothése, on considére un ensemble définissable D non rangé dans un
modéle w-saturé M de T (D C M"™). Comme dans la preuve de 4.18, on obtient alors
un arbre d’ensembles définissables qu’on peut de plus supposer définis par des formules
a paramétres dans M. Cet arbre étant dénombrable, il existe une partie dénombrable
Lo de L permettant de le définir. Soit M, la restriction de la structure M au langage
Lg. Alors M, n’est pas w-stable et la théorie de M, qui est dénombrable, n’est pas
totalement transcendante. Donc RM(M) = oo dans M,. Il existe donc un arbre de
parties de M définissables dans M, car M, est w-saturée. (Exercice : vérifier que M
w-saturée implique que M, 'est également.) Cet arbre est donc définissable dans M
et RM(M) = oo dans M. O

4.3 Deéviation, indépendance

Définition 4.29. Soient A C B deux ensembles de paramétres dans une structure
totalement transcendante. Soient p € S,(A) et ¢ € S,(B) une extension de p. Si
RM(q) < RM(p) on dit que ¢ est une extension déviante de p et que ¢ dévie sur
A. Si RM(p) = RM(gq) on dit que ¢ est une extension non déviante de p et que ¢
ne dévie pas sur A.

Exercice 4.30. Soient M une structure totalement transcendante et A C B C M et
p € Su(A).
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— II existe une extension non déviante de p dans S, (B).

— Iy a au plus dM(p) extensions non déviantes de p dans S, (B).

— Si M est w-saturée il y a exactement dM(p) extensions non déviantes de p dans
S, (M) qui sont chacune de degré 1.

Définition 4.31. Soit M une structure et A C M.
— Soit p € S(A) un type de degré de Morley 1. Une suite de Morley dans p est une
suite (@;);< dans une extension élémentaire de M (« étant un ordinal) telle que
pour tout i < , a; réalise 'unique extension non déviante de p & AU{a; : j < i}.
— Un ensemble E C M¥* est indiscernable au-dessus de A si pour chaque n < w
et tout @i, ..., a, distincts dans E, by, ..., b, distincts dans E,

tp(an, ..., an/A) = tp(by, ..., by JA).

Remarque. Soit p un type de degré de Morley 1. Alors pour tout ordinal «, il existe
une suite de Morley dans p indexée par a.

Lemme 4.32. Soient M une structure stable et A C M. Si (a;)i<a est une suite de
Morley d’un type p € S(A) (de degré 1) alors {a; : i € a} est indiscernable au-dessus
de A.

Démonstration. On peut supposer la suite de Morley infinie (sinon il suffit de la com-
pléter).

Par récurrence sur n, on vérifie que pour tout ig < i; < ... < i, < o, tp(@iy, .., @i, JA) =
tp(ao, ..., an/A). (C’est une suite indiscernable sur A). Il reste & montrer que pour
tout 0 < n < w et tout 7 < n,

tp(C_L(), ey C_Lz;l, di+1, C_IZ', C_Li+2, ey C_Ln/A) = tp(do, ey C_Lz;l, C_Ll', ai+17 C_Ll'+2, ey C_Ln/A)
Sinon il existerait une formule ¢ € L(A) telle que
M = $(ao, ..., @i—1, i, Aig1, Qiga, -y Gn), TAIS

M ): _‘(b(do, ceey C_Lifl, (iHl, dl-, C_Li+2, ceey C_Ln)

Soient (b : j € w) et &y, ..., Ci_1, Citra, -, Cn des nouvelles constantes. Par compacité,
Th(M)U{QZ)(EQ, vers Gi—1, l_)j, Z_)k, EZ‘+2, ceey En) : ] < k’}U{_'Qg(Eo, vees Gi—1, Z_)j, Z_)k, EZ‘+2, ceey En) : ] > k’}
serait consistant. La théorie Th(M) aurait alors la propriété de 1’ordre. O

Lemme 4.33. Soient T une théorie stable et ¢(z,y) une formule . Alors il existe ny € w
tel que pour tout M |= T, tout ensemble indiscernable E C M* au-dessus du vide et
tout b € M, soit M = ¢(a,b) pour tout a € E sauf au plus ny, soit M = —¢(a,b)
pour tout a € E sauf au plus ng.
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Démonstration. Supposons qu’il n’existe pas de tel entier n. Soient (¢;)ic,, et (d;);ec.
des nouvelles constantes. On va montrer par compacité que

TU{g(e,d;) i < jYU{-6(c,d)) i > 5}

est consistant. (C’est-a-dire que ¢ a la propriété de I'ordre dans T'.) Soient n < w, M |=
T, E C M* un ensemble indiscernable et b € M tel que [{a € E: M = ¢(a,b)}| >n
et |{a € E: M | =¢(a,b)}| > n. Notons d, ..., Gz,_1 2n éléments distincts de E tel
que M |= ¢(a;, b) si et seulement si i < n — 1. Alors par indiscernabilité de F, il existe
bo, ..., by_1 dans une extension élémentaire A" de M tel que pour tout i € {0,...,n—1},
N | ¢(a;, b;) si et seulement si i < j. O

Définition 4.34. Soient M une structure totalement transcendante, a € M, A C M
et B C M. On dit que a est indépendant de B au-dessus de A (dénoté a | , B) si
tp(a/B U A) ne dévie pas sur A.

Théoréme 4.35. Soient M une structure totalement transcendante, a,b € M et A,
B, C des ensembles de paramétres dans M. L’indépendance vérifie les propriétés sui-
vantes :

1. Monotonie : sia | ,BetCC Balorsa | ,C.
. Transitivité : a | , BUC si et seulement sia | , B eta |
. Symétrie : Sia J/AZ_) alors E¢Aa.

AUB C.

2

3

4. Caractére fini : a J/A B si et seulement si a J/AZ_)O pour tout by C B.
9. Caractére local : [l eziste By C B fini tel que a |, B.

Démonstration. 1 : RM(a/A) = RM(a/BU A) < RM(a/C U A) < RM(a/A).

2:RM(a/BUCUA) <RM(a/BUA) < RM(a/A). Donc RM(a/BUC U A) =
RM(a/A) si et seulement si RM(a/BUA) = RM(a/A) et RM(a/BUCUA) = RM(a/BU
A).

3 : supposons a J/AB. On peut supposer M w-saturée. Soient py, ...,pq—1 € S(M)
les d extensions non déviantes du tp(a/A) (d = dM(tp(a/A)). Pour chaque j < d, soit
(d{ )icw une suite de Morley dans p,.

Soit I/ une réalisation de tp(b/A) tel que b’ | , MU{al : i < w,j < d}. Soit @ tel que
tp(a't//A) = tp(ab/A). On peut de plus supposer que a’ J/AU{B’} MU{al :i<w,j<d}.

Comme d’J/Al_)’ on a d’LAMU {l_)’,d{ 11 < w,j < d}. En particulier d’J/AM,
donc @’ réalise p;, pour un k < d.

Soit (@});<., une suite de Morley dans tp(a'/M U {¥,a¥ : i < w} tel que aj, = @
Alors (@¥)ic, —~ (@.)ic., est une suite de Morley dans py.

Notons A une extension élémentaire de M contenant (a¥);c,, b’ et (a@})ic.. Soit
#(z,9) € L(A) tel que M = ¢(a,b). Alors N |= ¢(a’,b') et pour tout i < w N =



39

o(a;,b'). Par 4.33 N |= ¢(ak, V') pour tout i < w excepté un nombre fini. Il existe donc
io < w tel que N = ¢(al, b’) Alors

RM(¢(a, 7)) = RM((aj,, 9)) = RM('/Aaj)) = RM(V'/A) = RM(b/A).
D’out RM(b/Aa) > RM(b/A) et donc BJ/A a.

:a | , B ssi pour tout by € B et tout ¢(z,7) € L(A) si M |= ¢(a,by) alors
RM((b(a: bo)) > RM(a/A) ssi pour tout by € B, a L. bo.

5 :il existe by € B et ¢(z,y) € L tel que M |= ¢(a, by) et RM(é(z, by)) = RM(a, B).
U

Définition 4.36. Soient M une structure totalement transcendante et A, B,C C M.
On dit que A est indépendant de B au-dessus de C, noté A | o B, si pour tout uple
a€A,al,B.

Exercice 4.37. Vérifier que la généralisation de I'indépendance ci-dessus est cohérente
avec la premiére définition et qu’elle est toujours monotone, transitive et symétrique.

Exercice 4.38. Soient M une structure totalement transcendante et A, B C M. Alors
A L ,acl(B).

Théoréme 4.39. Soient M une structure totalement transcendante, A C M et p(z) €
S(A). Alors pour toute formule ¢(z,y) il existe une formule d,¢(y) € L(A) telle que
pour tout b € M, M = d,p(b) si et seulement si ¢(Z,b) est dans une extension non

déviante de p. En particulier p est un type définissable : pour tout ¢(z,y) et tout
a€ A, ¢(x,a) €p siet seulement si M |= d,p(a).

Démonstration. On peut supposer M w-saturée. Soient py, ..., ps—1 € S(M) les d ex-
tensions non déviantes de p. Pour chaque j < d, soit (a ),ew une suite de Morley dans
p; et ny entier donné par le lemme 4.33. Considérons @/}( y) la formule

vV Vv N\ 0@, 9).

G<d 0<i0 <.y <2ng k<ng

Nous allons montrer que dans toute extension élémentaire AV de M contenant les dg ,
un uple b € N satisfait 1) si et seulement si ¢(Z, b) est dans une extension non déviante
de p. On en déduit par la proposition 3.13 'existence de la formule d,¢(y) € L(A) car
I’ensemble défini par v est alors invariant par A-automorphisme.

Supposons que b satisfait 1. Il existe alors j < d tel que N |= <;5(_j b) au moins
ne + 1 fois. Soit (a;);c., une suite de Morley dans I'extension non déviante de p; a V.
Alors (@))ic, —~ (@,)ic., est une suite de Morley dans p; et donc @, satisfait ¢(z,b)
pour tout a; sauf au plus n,4. Par conséquent ¢(z, b) est dans I’extension non déviante
tp(ag/N) de p.

Réciproquement si ¢(z, b) dans une extension non déviante ¢ de p. On peut supposer
que ¢ est un type sur N. Alors ¢ est une extension non déviante d’un p; pour un j < w.
Soit (@;)ic, une suite de Morley dans q. Alors ( Nicw — (@")iew est une suite de Morley
dans p; et donc @ satisfait ¢(Z,b) pour tout a sauf au plus n,. Donc b satisfait ¢. O
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Corollaire 4.40. Soit M une structure totalement transcendante. Alors tout type p
dans S(M) est de degré de Morley 1 : pour chaque M C B C N (ou M <N), p a une
unique extension non déviante a B, qui est alors définissable sur M.

Démonstration. Soit g une extension non déviante de p & B. Alors pour tout ¢(z,7)
et tout b € B, ¢(Z,b) € ¢ si et seulement si N |= d,¢(b) : en effet si ¢(z,b) € ¢ alors
#(z,b) est dans une extension non déviante de p donc N = d,¢(b) et réciproquement,
5 D) € 0 lors 7 = dmd() et comme M = Voldmolo)  ~h0) N
—dpp(D). O



Chapitre 5

Structures fortement minimales

Définition 5.1. Soit D un ensemble infini définissable dans une structure M.

— D est dit minimal si toute partie de D définissable dans M est finie ou cofinie
dans D. (C’est-a-dire pour tout X C D, X définissable dans M, X est fini ou
D\ X est fini.)

— D est dit fortement minimal s’il est minimal dans toute extension élémentaire
de M.

— Une structure M est minimale (respectivement fortement minimale) si le
domaine M en tant qu’ensemble définissable dans M [’est.

Exemple 5.2. 1. Tout ensemble infini sans structure est fortement minimal.

2. Tout K-espace vectoriel infini dans le langage Lx = {0,+,—, \¢ : k € K} est
fortement minimal.

3. Tout corps algébriquement clos dans le langage des anneaux est fortement mini-
mal.

Exemple 5.3. L’exemple 4.12 est minimal mais n’est pas fortement minimal.

Exercice 5.4. Soit D un ensemble définissable dans M. Alors D est fortement minimal
si et seulement si RM(D) = 1 et AM(D) = 1. Si M est w-saturée et D est minimal
alors D est fortement minimal.

Les structures fortement minimales sont donc les “plus petites” structures infinies
totalement transcendantes. Nous allons voir en particulier dans ce chapitre que dans
une structure fortement minimale le rang de Morley sur les uples correspond a la
dimension pour la prégéométrie associée a cette structure.

5.1 Prégéométries

Définition 5.5.  — Un ensemble X muni d’un opérateur (de cloture) cl: P(X) —
P(X) est une prégéométrie si les conditions suivantes sont satisfaites.

1. Si AC X alors A C cl(A) et cl(cl(A)) = cl(A).

41
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2. Si AC B C X alors cl(A) C cl(B).
3. 51 A C X et a € cl(A) alors il existe une partie finie 4y C A telle que
a € cl(Ay).
4. (Axiome de I’échange.) SiA C X,a € X etb € X alorsa € cl(AU{b})\cl(A)
implique b € cl(A U {a}).
— Une prégéométrie (X, cl) est homogeéne si pour tout A C X, tout a,b € X\cl(A),
il existe un automorphisme de (X, cl) fixant A point par point et envoyant a sur
b.
— Une géométrie est une prégéométrie (X, cl) tel que cl() = 0 et cl({z}) = {x}
pour tout point x € X.

Exemple 5.6. 1. Géométries triviales : tout ensemble X muni de la cloture qui
a A C X associe A est une géométrie.

2. Tout espace vectoriel £ muni de la cloture qui & A C E associe le sous-espace
vectoriel engendré par A est une prégéométrie.

3. Géométries affines : tout espace affine F' muni de la cloture qui & A C F
associe le sous-espace affine engendré par A est une géométrie.

4. Tout corps muni de la cloture algébrique (au sens classique) est une prégéométrie.
(Toutes ces prégéométries sont homogénes.)

Proposition 5.7. Soit M une structure fortement minimale. Alors M munie de la
cloture algébrique est une prégéométrie.

Démonstration. Les conditions 1,2 et 3 correspondent a ’exercice 3.35. Remarquons
que dans M, a [ , B si et seulement si a € acl(AU B) \ acl(A). L’axiome de !’échange
se déduit donc de la symétrie de I'indépendance. O

Remarque. 1. On peut montrer directement ’axiome de I’échange a partir de la
définition d’un ensemble fortement minimal. (Exercice.)

2. De maniére plus général si D est un ensemble fortement minimal dans une struc-
ture M alors D muni de la cloture qui & A C D associe acl(A) N D est une
prégéométrie.

Définition. Soit (X, cl) une prégéométrie.
1. Une partie A C X est libre si pour tout a € A, a ¢ cl(A\ {a})
2. Une partie A C X est une base de X si A est libre et X = cl(A).

Proposition 5.8. Soit (X,cl) une prégéométrie. Alors toute partie libre de X peut
se compléter en une base et toutes les bases de X ont méme cardinal. On appelle
dimension de X, notée dim(X), le cardinal de ses bases.

Démonstration. Méme preuve que pour un espace vectoriel. O
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Définition - Proposition 5.9. Soient (X, cl) une prégéométrie et Y et Z deux parties
de X.

1. Une partie A C X est libre au-dessus de Z si pour tout a € A, a ¢ cl(A\{a}UZ)

2. Une partie A C X est une base de Y au-dessus de Z si A est libre au-dessus de
ZetY Ccl(AUZ).

De méme que précédemment Y a une base au-dessus de Z et toutes ses bases au-
dessus de Z ont méme cardinal que 1’on note dim(Y /7). De plus si Z C Y et Y est de
dimension finie alors dim(Y') = dim(Y/Z) + dim(Z).

Définition. Soit (X, cl) une prégéométrie. La géométrie quotient de (X, cl) par YV
(ou la localisée de X a Y) est la géométrie (X’,cl’) on X’ = {cl(Y U {a}) : a €
X\ cl(Y)} et pour A C X', cl'(A) = {cl(Y U{a}):a € cl(UpeaB) \ cl(Y)}.

On vérifie facilement que dim(X’) = dim(X/Y).

Exemple 5.10. Géométries projectives : la géométrie quotient de chaque espace
vectoriel par {0} (ou ). (Géométrie sur 'ensemble des droites vectoriels).

Remarque. On appellera géométrie d’une structure fortement minimale M, la loca-
lisée de (M, acl) a acl(f) (ou 0).

Soient M une structure fortement minimale et A C M. Comme RM(M) = 1 et
dM(M) = 11l y un unique type p non algébrique dans S;()) qui a une unique extension
non déviante a A notée pja. Si (ai,...,a,) est un uple libre au-dessus de A dans une
extension élémentaire de M alors c’est une suite de Morley du type p 4. En particulier
tout n-uple libre au-dessus de A réalise le méme n-type au-dessus de A, noté Pias et
toute partie libre B au-dessus de A dans une extension élémentaire est indiscernable
au-dessus de A. La proposition suivante montre que le type iy est de rang n.

Proposition 5.11. Soient M une structure fortement minimale, A C M etaq,...,a, €
M. Alors
RM(ay, ..., an/A) = dim({ay, ..., a, } /A).

Démonstration. Remarquons que si agy1,...,a, sont algébriques sur A U {aq,...,a,}
alors par 4.26,
RM(ay, ..., an/A) = RM(ay, ..., ax/A).

11 suffit donc de montrer que pour tout (ay, ..., a,) libre au-dessus de A,
RM(ay, ...,an/A) = n,

c’est-a-dire que p";‘ est de rang n.

Nous montrons le résultat par récurrence sur n. C’est évident pour n = 1. Supposons
le résultat vrai pour tout 0 < ¢ < n. Soit (ay, ..., Gy, an11) libre au-dessus de A. Alors
(ay,...,a,) est libre au-dessus de AU {a,1}. Donc RM(ay, ..., apn, aniy1 /AU {an11}) =
RM(aq, ...,a,/AU{an1}) = n. De plus a;...a,0,41 J//Aanﬂ car Gy J//Aal...ananﬂ,
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donc RM(ay, ..., an, any1/A) > n+1. Par hypothése d’induction pour tout B O A (dans

toute extension élémentaire de M), prg ! est alors le seul type dans S,.(B) de rang
supérieur ou égal a n + 1. Donc RM(ay, ..., an, an11/A) = n + 1. O

Corollaire 5.12. Soit K un corps algébriguement clos. Alors pour tout a € K et k
sous-corps de K, le rang de Morley de a sur k est égal au degré de transcendance de
k(a) sur k. (La dimension d’une variété V C K" est égale au rang de Morley de V'.)

Exercice 5.13. Une structure fortement minimale M est w-saturée si et seulement si
M est de dimension infinie.

5.2 Théories fortement minimales et catégoricité

Définition 5.14. Une théorie compléte est fortement minimale si et seulement si
tous ses modéles sont fortement minimaux.

Exercice 5.15. Soit 7" une théorie compléte. Montrer 1’équivalence des propositions
suivantes :

1. T est fortement minimale.
2. Tout modéle de T' est minimal.
3. T a un modéle w-saturé minimal.

4. Pour tout modéle M de T et tout ensemble de paramétres A, il y a un unique
type non algébrique au-dessus de A.

Proposition 5.16. Soient M, et My deuxr modéles d’une méme théorie compléte
fortement minimale. Alors My et My sont isomorphes si et seulement si ils ont méme
dimensions.

Démonstration. = : si o est un isomorphisme de M; sur M, alors A est une partie
libre de M, si et seulement si o(A) est une partie libre de Ms.

< : par le théoréme de I'extension élémentaire commune on peut supposer que M;
et M, sont deux sous-structures élémentaires d’une méme structure A. Soient A une
base de M; et B une base M,. Soit f une bijection de A sur B. Alors f se prolonge
en un unique isomorphisme partiel élémentaire o de la sous-structure engendrée par
A sur la sous-structure engendrée par B car tout (aq, ..., a,) dans A a méme type que
(f(ay), ..., f(a,)). Il existe alors un isomorphisme partiel élémentaire 7 de domaine M,
qui prolonge o. Mais alors

(M) = 7(acl(A)) = acl(7(A)) = acl(B) = M,.
U

Corollaire 5.17. Une théorie compléte fortement minimale est k-catégorique pour tout
k> |T|.
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Démonstration. Si M est un modéle de T" de cardinal k > |T'| alors dim(M) = k. O

Proposition 5.18. Soit M une structure fortement minimale et A C M algébrique-
ment clos (A = acl(A)). Si A est infini alors A est une sous-structure élémentaire de

M.

Démonstration. On vérifie le test de Tarski. Soit D une partie non vide de M définissa-
ble dans M avec des paramétres dans A. Ou bien D est fini et alors D C acl(A) = A,
ou bien D est cofini et comme A est infini, D N A # (). O

Corollaire 5.19. Une théorie compléte fortement minimale dénombrable est totale-
ment catégorique si et seulement si pour toute partie finie A dans un modéle de T, la
cloture algébrique de A est finie.

Démonstration. < : si M est modeéle de T" alors dim(M) = |M]|.

= : so0it M un modéle de 7" et A une partie finie de M tel que acl(A) est infini. On
peut supposer qu’il existe b € M \ acl(A). Alors acl(A) et acl(A U {b}) sont des sous-
structures élémentaires de M car ce sont des parties infinies algébriquement closes. Ce
sont alors deux modéles dénombrables de dimensions distinctes. O

Exercice 5.20. Une théorie fortement minimale dénombrable qui n’est pas w-catégorique
a exactement w modéles dénombrables a isomorphisme prés.

Voici un résultat généralisant 1’exercice ci-dessus :

Fait 5.21 (Théoréme de Baldwin-Lachlan). Une théorie dénombrable k-catégorique
pour k > w (Ni-catégorique) qui n’est pas w-catégorique a exactement w modéles dé-
nombrables a isomorphisme pres.

Exercice 5.22. Soit M une structure fortement minimale.

1. Montrer que (M, acl) est homogeéne.

2. Montrer que pour tout A C M et pour tous uples @ et b ayant méme type sur
A, @ et b sont dans le méme orbite par I’action des automorphismes de M qui
fixent point par point A. (En particulier M est w-fortement homogéne : deux
uples @ et b ayant méme type (sur vide) sont dans le méme orbite par I’action
des automorphismes de M.)

5.3 Prégéométries localement modulaires

Définition 5.23. Soit (X, cl) une prégéométrie.

1. (X, cl) est triviale si pour tout A, cl(A) = Ugeacl({a}); c’est-a-dire une partie
B est libre si pour tout a,b € B, {a,b} est libre.

2. (X, cl) est modulaire si pour toutes parties closes de dimensions finies A et B,

dim(AU B) = dim(A) + dim(B) — dim(A N B).
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3. (X,cl) est localement modulaire si pour toutes parties closes de dimensions
finies A et B telles que dim(AN B) > 0,

dim(AU B) = dim(A) + dim(B) — dim(A N B).

Exercice 5.24. Soit (X,cl) une prégéométrie homogeéne telle que X # cl(). Alors
(X, cl) est localement modulaire si et seulement si pour un a € X \ cl((), la géométrie
quotient de X par {a} (c’est-a-dire la localisée & {a}) est modulaire, si et seulement si
pour tout a € X \ cl((), la géométrie quotient de X par {a} est modulaire.

Exemple 5.25. 1. Les géométries triviales du 5.6 sont évidemment triviales dans
le sens ci-dessus. Réciproquement, toute localisée d’une prégéométrie triviale est
une géométrie triviale du type 5.6.

2. La structure (Z,S) ou S est la fonction successeur est fortement minimale et
toute structure élémentairement équivalente a (7, .S) a une prégéométrie triviale.

3. Les géométries affines sont localement modulaires mais non modulaires. (Consi-
dérer deux droites paralléles.)

4. Les géométries projectives sont modulaires.

5. Les prégéométries associées aux corps algébriquement clos ne sont pas localement
modulaires : soient K un corps algébriquement clos w-saturé et & un sous-corps
algébriquement clos de degré de transcendance 1 (k est égal a la cloture algébrique
d’un élément transcendant). Soit (a, b, c) € K* libre au-dessus de k. Posons A =
acl(k(a,b)) et B = acl(k(c, ac+b)). Alors acl(AUB) = acl(k(a, b, c)) et ANB = k.
Donc dim(A U B) = 4, dim(A) = dim(B) = 3 et dim(AN B) = 1.

Pendant de nombreuses années, les exemples ci-dessus étaient les seuls types connus
de prégéométries issues de structures fortement minimales. On a alors pensé qu’ils
n’en existaient pas d’autres. Cette intuition ne s’est avérée juste que pour les géomé-
tries localement modulaires : toutes géométries localement modulaires provenant d’une
structure fortement minimale est triviale, affine ou projective. Pour I'autre cas, Zil’ber
avait conjecturé que toute structure fortement minimale non localement modulaire in-
terpréte un corps algébriquement clos. Hrushovski a réfuté cette conjecture a la fin des
années 80 en construisant un exemple non localement modulaire qui n’interpréte pas
de groupe infini.

Donnons ici la définition de I'interprétation :

Définition 5.26. Soient M une structure, G un groupe et I' le graphe de la multipli-
cation de ce groupe. On dit que G est interprétable dans M s’il existe n > 0, D une
partie de M™ définissable, ' une relation d’équivalence sur D définissable et S une
partie définissable de D? tels que I’on ait une bijection de G sur D/FE qui envoie T' sur
S/E3.

La définition est analogue pour un corps et en fait pour toute autre structure.
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5.4 Configuration de groupes

Cette derniére partie a pour but de donner une idée de la construction d’un groupe
infini dans une structure fortement minimale localement modulaire non triviale.
Remarquons que dans un groupe G fortement minimal on a la configuration suivante

a partir de trois éléments a, b, c € G formant un ensemble libre :
a

ab ca

Dans cette configuration aucun des points n’est dans la cléture d’un autre, et un
point est dans la cloture de deux autres si et seulement si un segment de cette confi-
guration contient ces trois points.

Définition. Une configuration de groupe dans une prégéométrie (X, cl) est la donnée
de 6 points a,b,c,d,e, f et d’'une partie A C X telle que pour tous points distincts
z,y € {a,b,c,d,e, f}, © ¢ cl(AU{y}) et telle que pour tous points distincts z,y, z €
{a,b,c,d,e, f}, = € cl(AU{y,z}) si et seulement si z, y et z sont alignés dans la

configuration suivante :
a

d f

Notons que les points sont de dimension 1 sur A, que les lignes sont de dimension
2 sur A et que ’ensemble des points est de dimension 3 sur A.

Lemme 5.27. Soit (X, cl) une prégéométrie homogéne, localement modulaire non tri-
viale et de dimension infinie. Il existe alors une configuration de groupe dans X.

Démonstration. Comme X n’est pas triviale, il existe une partie A C X finie et deux
éléments a,b € X tels que cl(AU{a,b}) # cl(AU{a})Ucl(AU{b}). On peut supposer
que dim(A) > 0. Soit d € cl(A U {a,b}) \ (cl(A U {a}) U cl(A U {b})). Comme X
est de dimension infinie il existe ¢ € X \ cl(A U {a,b}). Par homogénéité, il existe
f e c(AU{a,c})(\cl(AU{a}) Ucl(AU{c})). Alors {c,d} est libre au-dessus de A
(sinon ¢ € cl(AU{d}) C cl(AU{a,b})) et de méme {b, f} est libre au-dessus de A. De
plus d, f € cl(A U {a,b, c}). Par modularité, dim(cl(A U {c,d}) N cl(AU{b, f})/A) =
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dim(cl(AU{c,d})/A) +dim(cl(AU{b, f})/A) — dim(cl(AU{c,d, b, f})/A) =2+2—3.
Donc il existe e € cl(AU{c,d})Ncl(AU{b, f})\ cl(A). On vérifie alors facilement que
a,b,c,d, e, f forment un diagramme de groupe au-dessus de A. O

Proposition 5.28. Soit M une structure fortement minimale w-saturée dont la pré-
géométrie (M, acl) contient une configuration de groupe alors il existe un groupe infini
interprétable dans M.

Définition 5.29. Pour A une partie d’une structure N et a € N, on dit que a est
définissable sur A si {a} est un ensemble définissable & paramétre dans A. On note
dcl(A) I'ensemble des points définissables sur A. Il est évident que dcl(A) C acl(A).

Remarque. A partir d’une configuration de groupe a, b, ¢, d, e, f au-dessus de A dans
M une structure fortement minimale w-saturée, on peut supposer dcl(f)) = acl(f)
infini et A vide : il suffit de considérer B D A telle que B |, abedef, acl(B) infini et
dim(M/B) infini et d’ajouter tous les éléments de acl(B) aux constantes du langage.

La preuve de la proposition 5.28 se décompose en deux parties. La premiére par-
tie consiste & montrer que ’on peut supposer dans la configuration de groupe que
f edcl({a,c}) et c € dcl({a, f}). En fait cette hypothése s’obtient dans une structure
interprétable dans M : on doit remplacer les éléments a, b, c,d, e, f par des éléments
imaginaires : un élément imaginaire est la classe d’un uple par une relation d’équi-
valence définissable dans M. Nous ne montrerons pas cette premiére partie. Dans la
seconde partie on construit une groupe a partir des éléments a, ¢, f. Nous donnerons
une idée de la preuve de cette deuxiéme partie en supposant pour simplifier que la
configuration de groupe avec ’hypothése supplémentaire se trouve réellement dans M.
On considére donc pour la suite les hypothéses suivantes :

Hypothéses. Soient M une structure fortement minimale w-saturée telle que
dcl(@) = acl(() est infini et 6 points a,b,c,d, e, f qui forment une configuration de
groupe sur le vide vérifiant de plus que f € dcl({a,c}) et ¢ € dcl({a, f}) :

a

Pour z,y, z € {a,b,c,d, e, f} distincts, on a
dim({z}) =1,

d fodim({z,y}) =2,
dim({z,y, 2} = 3 si z,y, z non alignés,
acl({z,y, z}) = acl({z,y}) si z,y, z alignés,
f edcl({a,c}) et c € dcl({a, f}).

Remarquons que ’hypothése acl(()) est infini implique que toute partie algébri-
quement close de M est sous-structure élémentaire de M et de plus I’hypothése
dcl(@) = acl(P) implique que dcl(0) < M.
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L’hypothése f € dcl({a,c}) et ¢ € dcl({a,e}) implique I'existence d’une formule
¢(z,y, z) telque M = ¢(a, ¢, f) et tel que M |=Vz(¢(a, ¢, 2) — z = f)AVy(¢(a,y, f) —
z=c).

Notons p 'unique type non algébrique sur le vide et p? le type des couples de
réalisations indépendantes de p.

Lemme 5.30. Soit 0(x1,z2,y,y’) := Jz¢(21,y, 2) A d(x2,Yy, 2). Pour tout (ay,as) réa-
lisation de p* dans M, 0(a1, az,y,y’) définit une fonction f,, ., de M\ acl(a1, az) dans
lui-méme.

Démonstration. Soit i € M \ acl(ay, az), c’est-a-dire i réalisation de p tel que ¢ | ajas.
Alors a;i a méme type que ac. Donc il existe un unique j tel que M |= ¢(aq,4,j). De
plus j réalise p, j | a; et j € dcl(ay,4). Mais iJ/al ay, donc j J/al as, d’ou j | ajas.
De méme il existe un unique i’ tel que M |= ¢(aq,7’,7) et & nouveau i’ réalise p et
i" | ajas. Donc i’ est 'unique élément de M tel que M = 0(ay, as,i,i’). O

Nous allons maintenant définir les “germes” des fonctions précédentes :

Lemme 5.31. Pour deuz réalisations (ay,as) et (as,ay) de p*, on définit fu, ay ~ fas.a4
si pour toute réalisation i de p tel que i | aya2a3a4, fo, ay(%) = fag,a.(0)-

Alors ~ est une relation d’équivalence. On note [a1, as| la classe d’équivalence de
far.ao (le germe de f,, 4,). De plus il existe une relation d’équivalence définissable
sans parameétre FE(xy,x9, 3, 14) telle que pour toutes réalisations (ayi,as) et (as,aq) de

p?, [ay, as) = [as, aq) si et seulement si E(ay,az,as, ay).

Démonstration. Remarquons que f,, o, ~ fas.q, Si et seulement si il existe ¢ une réa-
lisation de p tel que ¢ | ajasasas et fo, 4,(2) = faz.04(i) si et seulement la formule
far.a2(Y) = fas,as(y) est dans I'unique extension non déviante de p a {a1, as, as,as}. On
en déduit d’une part que ~ est une relation d’équivalence et d’autre part que cette
relation est définissable sans parameétre par définissabilité du type p. O

Les germes sont des éléments de M2/ E et donc des éléments imaginaires de la struc-
ture M. Pour la suite on se place dans la structure a deux sortes M* = (M, M?/FE, L, fg)
ol fg est la fonction de M? sur M?/FE qui envoie (1, z3) sur (z1, z2)/E. Une structure
a plusieurs sortes est une structure ot ’on considére plusieurs domaines distincts, les
sortes, telle que chaque variable est associée a une sorte, de méme chaque constante
du langage et telle que dans les relations et les fonctions sont précisées les sortes des
variables sur lesquelles elles s’appliquent. Tout ce qui a été vu précédemment dans ce
cours se généralise facilement aux structures a plusieurs sortes.

Il est facile de vérifier que si N est une sous-structure (respectivement extension)
élémentaire de M alors NP est une sous-structure (respectivement extension) élémen-
taire de MP¥, que toute sous-structure (respectivement extension) élémentaire est de
cette forme et que si o est un automorphisme de A alors o se prolonge en un unique
automorphisme de N'¥ en envoyant les éléments fr(z1,72) sur fg(o(z1),0(zs)). On
admettra que la saturation, la stabilité, la totale transcendance passe de M a M¥ : la
structure M¥ est donc w-saturée et totalement transcendante.
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Nous noterons dcl” (respectivement acl”) la cloture définissable (respectivement
algébrique) au sens de M¥Z,

Remarque. Soit A C M. Alors acl”(A) est une sous-structure élémentaire de M¥ et
acl?(A) = dcl”(acl(A)).

Démonstration. Par les hypothéses sur M, acl(4) < M. Donc (acl(A))¥ < MF et
(acl(A))¥ est algébriquement clos. D’oi acl”(A) = (acl(A4))” = dcl”(acl(A)). O

Remarquons que tous les germes des fonctions précédentes ont méme type dans la
théorie de M¥. On notera ¢ ce type. En particulier ’ensemble de ces germes est une
intersection d’ensembles définissables.

Lemme 5.32. Soient a = [ay, az] un germe et i une réalisation de p tel que i | ajas.
Alors a(i) € dcl”(a, ).

Démonstration. L’élément «(i) est 'unique 3’ tel que

EI($1,$2) ): p27 T1X2 \I_/ i; [1‘17'172] =« et fml,xg(i) = y,'

Notons pf{i} I'unique extension non déviante de p* sur {i}. Par un argument de com-
pacité on a

{Fx13xy(P(21, 22,1) A fE(T1,29) = @ A O(21,20,1,9')) : 0 € pf{i}} oy = afi).

A nouveau par compacité il existe une formule ©(x1, x9,7) € p|2{i} telle que la formule
Ay Fro (V(21, 22,7) A fr(21,22) = @ A O(21, 22,4, y")) défini {a(i)}. O

Lemme 5.33. Le type q est de rang 1. Si [a1, as] est un germe alors [ay,as] | a1 et
a1, az] | as.

Démonstration. Soit a’ une réalisation de p tel que o' | abe. Notons o = [a, d']. Re-
marquons tout de suite que RM(a) < 2 car a € dcl”(a,d’) et RM(aa’) = 2.

Onaa | bfetd | bf,doncaeta ont méme type au-dessus de acl({b, f}). Il existe
donc un automorphisme o qui envoie a sur @’ et qui fixe point par point acl({b, f}).
Notons d’ = o(d). Par définition, a(c) = o(c). Nous obtenons le diagramme suivant :




o1

Comme o' | ac,d" | cf,d f | cetdonca(c) | c Parlelemme précédent a(c) €
dcl?(a, ¢) donc « n’est pas algébrique.

Nous allons montrer que o € acl”(d,d’). Comme o | abc, o L, c et comme
c [ abyonac | ada'bet doncc | ad'bdd.Douad | ,, cetdonca |, c Pour mon-
trer que o € acl”(d, d') il suffit donc de montrer que o € acl®(d, d’, c).

Pour cela il suffit de montrer que tout automorphisme (d’une extension élémen-
taire de MP) qui fixe point par point acl?(d,d,c), fixe a. Considérons 7 un tel
automorphisme. Notons que 7(«) = [7(a),7(a’)]. Soit i une réalisation de p tel que
i | ad't(a)7(a’)dd'. 1 existe donc 7y un automorphisme qui fixe acl”(d, d’, i) et qui en-
voie aa’ sur 7(a)7(a’) car ad’ et 7(a)7(a’) ont méme type sur acl”(d,d’) et donc méme
type sur acl?(d,d’,i). Comme a(c) € acl(dd'c) et i a méme type que c au-dessus de
{ad'dd'} (car ¢ | ad'dd et i | ad’dd') donc (i) € acl(dd'i). D’ou

a(i) = mo(a(i)) = (10(c))(70(2)) = (7(c))(9)-
C’est-a-dire fa@/ ('L) = fT(a),T(a/)(’i) donc o = T(Oz).
Donc a € acl”(d,d’). Comme a’ | ab, a’ | ad et ad’ | d. Donc o | d. Dol

RM(a) = RM(a/d) = RM(da/d) < RM(da) < RM(dd') = 2.

Par conséquent RM(a) < 1 et comme « n’est pas algébrique RM(a) = 1.
Montrons que a | a. Sinon a € acl”?(a) et donc a(c) € acl(a, ¢) mais alors a’ €
acl(ac) ce qui contredit @’ | ac. On fait de méme pour a | o' O

Remarque. Pour a = [a;, as] et 5 = [as, a4], o 5(3) est défini pour ¢ | ajasazas. En
effet on a alors ¢ J/%M ajay donc B(1) \Lam ajay et donc (i) | ajaq car B(i) | ajas.

Dans le sens ci-dessus tout germe o = [ay,as] a un inverse a~! = [ay, a;] (remar-

— E . .
quons que o' € dcl”(a)). Par contre la composée de deux germes n’en est pas a priori
un. Le lemme suivant montre que c’est le cas pour deux germes indépendants.

Lemme 5.34. Si« et 3 sont deuz réalisations de q tel que o | (3 alors il existe aq, as, ag
trois réalisations indépendantes de p tel que o = [ay,as|, B = |ag,a3]. En particulier

pour i | ajasas, ao B(i) = (i) oy = [a1,a3]. De plusy | a ety | B.

Démonstration. Tout type sur le vide dans MP est de degré 1 car dcl”(()) est une
sous-structure élémentaire de M¥, donc tous les couples de réalisations indépendantes
de ¢ ont méme type. Il suffit donc de montrer que si ay, as, as sont trois réalisations
indépendantes de p alors [a1, as] | [ag,as] et le reste ce déduit par permutation des
indices. On a ay | asas donc ay | as|as, as], a; J/@ las, as]. Dot [ag,as] | ajas car
[ag, a3] | as. Par conséquent [ag, as] | [ai, as). O

Remarque. Dans le lemme précédent + étant un germe, il est uniquement déterminé
et v € dcl?(a, B). Pour la suite on identifiera v et o o 3.
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Notons X D’ensemble des germes dans MP¥. Afin d’obtenir un ensemble clos par

composition, on va maintenant considérer les germes de composées de deux éléments
de X.

Lemme 5.35. Pour quatre germes o = |a1, a3, B = [as, a4], v = [b1,ba] et § = [bs, by
on définit (o, B) = (7,0) si pour toute réalisation i de p tel que i | ajasazasbibabsby,
a0 (i) = 7 0 6i).

Alors = est une relation d’équivalence. On note « - (3 la classe d’équivalence de
(e, B). 1l existe de plus une relation d’équivalence E' définissable sans paramétre dans
le langage L telle que pour toutes réalisations (ay,as), (as,as), (b1, bs) et (b3, by) de p?,
la1, as] - [as, aq] = [by, bs] - [b3, ba] si et seulement si E'(ay, as, as, aq, by, by, b, by).

Démonstration. La preuve est identique au lemme 5.31. O
Lemme 5.36. Soit G := X - X. Alors G est un groupe infini interprétable dans M.

Démonstration. Les éléments de GG sont inversibles car c’était déja le cas pour les
éléments de X.

Pour montrer que GG est stable par composition il suffit de montrer que la composi-
tion de trois éléments de X correspond a la composition de deux éléments de X. Soient
a, B et v dans X. Considérons § | a37y. Alors fo06 € X. De plus S0 € dcl”(3,0)
doncﬁoc5j/60z. Comme fod | f,ona fod | aetdoncaofode X.Delautre

coté, comme 6 € dcl”(§), 7' | v donc § ' oy € X. D'oil

aofBoy=(aoBod)o(6on).

Ainsi G est un groupe infini (X étant infini).

L’ensemble G peut étre vu comme partie de M*/E’. On peut vérifier facilement
que G est une intersection infinie d’ensembles définissables de M”" et qu’il existe une
formule v(u,v,w) tel que pour tout gy, g» et g3 dans G, MF = (g1, g2, g3) si et
seulement si g; o go = g3. Un tel groupe est dit infiniment définissable. On admettra
ici un résultat fondamental de stabilité : un groupe infiniment définissable dans une
structure stable est intersection de sous-groupes définissables d’un groupe définissa-
ble. On conclut en utilisant le devoir a la maison sur les conditions de chaines : une
telle intersection dans une structure totalement transcendante est finie. Donc G est
définissable dans MF" et donc interprétable dans M. O



