
Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2011Espa
es eu
lidiens - 12 et 26 o
tobre 2011Éléments de réponses sur les exer
i
es restant à 
orriger de la �
he pré
édente (12 o
tobre 2011).L'exer
i
e 3 (sur les proje
teurs orthogonaux) sera 
omplété par quelques informations sur les ma-tri
es de Gram.Exer
i
e 2. (une norme eu
lidienne sur l'espa
e des matri
es 
arrées)Corre
tion.1. Bilinéarité, symétrie. Pour le 
ara
tère dé�ni positif : les termes diagonaux de la matri
e tAAsont de la forme n
∑

j=1

a2ij don
 leur nullité entraîne la nullité de tous les 
oe�
ients de A.2. ‖A‖ =

√

√

√

√

n
∑

i,j=1

a2ij3. On peut 
al
uler tr (tEijEkl

) � à la main � ou bien 
al
uler ‖Eij‖2 et ‖Eij + Ekl‖2 et utiliserune identité de polarisation.4. On a ‖Ω‖2 = tr
(

tΩΩ
)

= tr(Id) = n pour toute matri
e orthogonale.5. La matri
e symétrique réelle A = (aij) est diagonalisable dans une base orthonormale : ilexiste Ω véri�ant tΩΩ = Id et A = tΩΛΩ ave
 Λ = diag(λ1, . . . , λn). Don

n
∑

i,j=1

a2ij = ‖A‖2 = ‖tΩΛΩ‖2 = tr
(

t
(

tΩΛΩ
)

tΩΛΩ
)

= tr
(

tΩtΛΩtΩΛΩ
)

= tr
(

tΩΛ2Ω
)

= tr
(

ΩtΩΛ2
)

= tr Λ2 =

n
∑

k=1

λ2
iExer
i
e 4. (la dimension 2) L'espa
e R
2 est muni de la stru
ture eu
lidienne 
anonique.Corre
tion.1. L'égalité t(

a b
c d

)(

a b
c d

)

= Id entraîne l'existen
e de réels θ et ϕ tels que a = cos θ, c = sin θ,
d = cosϕ, b = sinϕ et sin(θ + ϕ) = 0.La 
ondition sur le déterminant s'é
rit alors cos(θ+ϕ) = 0 
e qui permet d'obtenir ϕ = −θ etde 
on
lure.2. En notant Rθ =

(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

), on établit la relation RθRθ′ = Rθ+θ′ .Le groupe O(2,R) n'est pas 
ommutatif (la 
omposée de deux ré�exions ve
torielles planes estune rotation dont l'angle orienté dépend de l'ordre).3. Ave
 les notations pré
édentes, on a 1
2

(

1 −
√
3√

3 1

)

= Rπ/3 que l'on peut dé
omposer enproduit S2S1 de deux ré�exions : S1 =

(

1 0
0 −1

) par rapport à l'axe des abs
isses et S2 =
(

1
2

√
3
2√

3
2 −1

2

) par rapport à la droite d'angle polaire π/6.
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Exer
i
e 5. (la dimension 3) L'espa
e R
3 est muni de la stru
ture eu
lidienne 
anonique.Corre
tion.1. (traité dans [Gri02℄, pages 247-248) L'endomorphisme dé�ni par la matri
e 1

3





2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2



est la rotation d'angle π/3, d'axe dirigé par le ve
teur 1
1
1



.2. Deux méthodes (au moins) pour obtenir la matri
e 1
9





7 4 −4
4 1 8
−4 8 1



 :(a) Si s est la symétrie orthogonale par rapport au plan d'équation x − 2y + 2z = 0, alors
s = 2p − id ave
 p le proje
teur ortogonal sur le plan d'équation x − 2y + 2z = 0. Onpeut utiliser la formule p(~v) = ~v − ~v.~n

‖~n‖2~n ave
 le ve
teur normal ~n =





1
−2
2



 
'est-à-dire
s(~v) = 2p(~v)− ~v = ~v − 2 ~v.~n

‖~n‖2~n pour obtenir la matri
e.(b) Si on 
omplète le ve
teur unitaire ~n′ = ~n
‖~n‖ en une base orthonormale (ave
 par exemple

~u = 1√
2





0
1
1



 et ~v = ~n′ ∧ ~u = 1
3
√
2





−4
−1
1



), alors dans 
ette base (~n′, ~u,~v), la matri
e dela symétrie est −1 0 0
0 1 0
0 0 1



. La matri
e (~n′|~u|~v) de 
hangement de base est orthogonale(son inverse est sa transposée) don
 la matri
e 
her
hée est (~n′|~u|~v)





−1 0 0
0 1 0
0 0 1





t

(~n′|~u|~v).3. Le ve
teur v1 = 1√
3





1
1
1



 est unitaire et dirige l'axe. Le ve
teur v2 = 1√
2





1
−1
0



 est unitaire etorthogonal à v1. Don
 la famille (v1, v2, v3) ave
 v3 = v1∧v2 = 1√
6





1
1
−2



 est une base orthonor-male dire
te. Dans 
ette base, la matri
e de rotation est 1 0 0
0 cos(2π/3) − sin(2π/3)
0 sin(2π/3) cos(2π/3)



 =





1 0 0

0 −1/2 −
√
3/2

0
√
3/2 −1/2



. En e�e
tuant la 
onjugaison 
orrespondant au 
hangement de base, onobtient la matri
e 0 0 1
1 0 0
0 1 0



 qui est une matri
e de permutation. (Voir les images des troisve
teurs de la base 
anonique.)Il était également possible d'utiliser la question 1 de 
e même exer
i
e.Référen
es[Gri02℄ Joseph Grifone. Algèbre linéaire. Cépaduès-Éditions, Toulouse, 2002.
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Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2011Espa
es ve
toriels normés de dimension �nie - 26 o
tobre 2011Le texte et les exer
i
es 
i-dessous suivent un déroulement très linéaire, pro
he d'un 
ours. Unepartie des exer
i
es relèvent en e�et de démonstrations de résultats expli
ites du programme etpeuvent don
 être 
orrigés ave
 tout manuel traitant du sujet (ou admis. . . ).Les remarques et détails porteront plut�t sur les exer
i
es suivants : ex1, ex2 1)2), ex3, ex4, ex8,ex9.1 Espa
es métriquesLe 
adre est i
i 
elui des espa
es métriques, 
'est-à-dire munis d'une distan
e : une appli
ation
d : X×X −→ [0;+∞[ qui est symétrique, qui véri�e l'inégalité triangulaire d(x, z) 6 d(x, y)+d(y, z)et qui est nulle uniquement sur la diagonale de X ×X.Si (X1, d1) et (X2, d2) sont deux espa
es métriques, le produit 
artésien X1 ×X2 peut être munide la métrique d dé�nie par d((x1, x2), (y1), y2)) = d1(x1, y1) + d2(x2, y2). Ce
i se généralise à unproduit �ni d'espa
es métriques.On dé�nit :� les boules ouvertes, fermées� un sous-ensemble 
ontenant un point x est un voisinage de x s'il 
ontient une boule ouverte
entrée en x� un sous-ensemble est ouvert s'il 
ontient une boule ouverte 
entrée en 
ha
un de ses points� un sous-ensemble est fermé si son 
omplémentaire dans X est ouvertExer
i
e 1. (Ouverts, fermés, boules ouvertes, fermées dans un espa
e métrique)1. Une boule ouverte est ouverte (si si).2. Une boule fermée est fermée.Une distan
e permet de dé�nir, entre autres :1. la 
onvergen
e des suites : Si (xn)n est une suite de X, on dit qu'elle 
onverge vers un élément xde X si lim

n→+∞
d(xn, x) = 0. On note alors lim

n→+∞
xn = x. (Cette limite est unique. Pourquoi ?)2. la 
ontinuité lo
ale d'appli
ations : une appli
ation f : (X, dX ) → (Y, dY ) entre deux espa
esmétriques est 
ontinue en x0 ∈ X si :

∀ε > 0,∃η > 0 : dX(x, x0) < η =⇒ dY (f(x), f(x0)) < ε3. la 
ontinuité globale (
ontinuité lo
ale partout sur X)4. la 
ompa
ité : un sous-ensemble K de X est 
ompa
t si, de toute suite (xn)n d'éléments de K,on peut extraire une sous-suite (xϕ(n))n (ϕ : N → N stri
tement 
roissante) 
onvergeant versun élement x de K.5. les suites de Cau
hy et le 
ara
tère 
omplet d'un espa
e métrique (non traités i
i)Exer
i
e 2. (Continuité)1. Montrer que f : (X, dX ) → (Y, dY ) est 
ontinue en x0 ∈ X si et seulement si, pour toutvoisinage V ⊆ Y de f(x0), alors f−1(V ) est un voisinage de x0.2. Montrer que f : (X, dX ) → (Y, dY ) est 
ontinue en x0 ∈ X si et seulement si, pour toute suite
(xn)n de X 
onvergeant vers x0, alors la suite (f(xn))n 
onverge vers f(x0).3. Montrer que f : (X, dX ) → (Y, dY ) est 
ontinue sur X si et seulement si, pour tout ouvert
O ⊆ Y , alors f−1(O) est un ouvert de X.4. Justi�er que la 
omposée de deux appli
ations 
ontinues est 
ontinue.5. Pourquoi la fon
tion partie entière n'est-elle pas 
ontinue en 1 ?3



6. Montrer que f : (X, dX ) → (Y, dY ) est 
ontinue sur X si et seulement si, pour tout fermé
F ⊆ Y , alors f−1(F ) est un fermé de X.Exer
i
e 3. (Compa
ité)1. Montrer que si f : (X, dX ) → (Y, dY ) est 
ontinue sur X et si K est un 
ompa
t de X alorsl'image dire
te f(K) est un 
ompa
t de Y .2. Montrer qu'un sous-ensemble 
ompa
t de (X, dX) est fermé et borné.3. Montrer que si F ⊆ K ⊆ X ave
 K 
ompa
t et F fermé, alors F est 
ompa
t.2 Espa
es ve
toriels normésSur un espa
e ve
toriel, une norme ‖.‖ dé�nit une distan
e par la relation d(x, y) = ‖x− y‖.Deux normes ‖.‖ et ‖.‖′ sont dites équivalentes s'il existe deux réels stri
tement positifs a et btels que, pour tout ve
teur x

a‖x‖′ 6 ‖x‖ 6 b‖x‖′.Si 
'est le 
as, tout ouvert pour l'une des normes est un ouvert pour l'autre (elles dé�nissent la mêmetopologie).Les trois normes usuelles sur Kn (K = R ou C) : si x =
t(

x1 . . . xn
), on note

‖x‖1 =

n
∑

i=1

|xi| ; ‖x‖2 =

(

n
∑

i=1

|xi|2
) 1

2

; ‖x‖∞ = max
i=1,...,n

|xi|Ces trois normes 
oïn
ident si n = 1. La norme ‖.‖2 est la norme issue du produit s
alaireeu
lidien (ou hermitien).Exer
i
e 4. (Comparaison des normes usuelles dans K
n)1. Démontrer, pour tout ve
teur x de K

n, les inégalités :
‖x‖∞ 6 ‖x‖1 ; ‖x‖2 6

√
n‖x‖∞ ; ‖x‖1 6

√
n‖x‖2.2. En déduire que les trois normes ‖.‖1, ‖.‖2 et ‖.‖∞ de K

n sont équivalentes.3. Tra
er les sphères unités de R
2 et R3 pour les trois normes usuelles.Exer
i
e 5. (Compa
ts de K

n, K = R ou C)D'après l'exer
i
e 3, un 
ompa
t est fermé et borné.1. Montrer que les 
ompa
ts de R sont les ensembles fermés bornés. (Utiliser le fait que les inter-valles fermés bornés de R sont 
ompa
ts.)2. Étendre 
e résultat à C (pour la distan
e usuelle).3. Montrer que les 
ompa
ts de (Kn, ‖.‖∞) sont les ensembles fermés bornés. Généraliser auxnormes ‖.‖1 et ‖.‖2.Exer
i
e 6. (Équivalen
es de normes et 
ompa
ité en dimension �nie)Soit (E,N(.)) un espa
e ve
toriel normé de dimension �nie n > 0 sur K = R ou C. Le 
hoixd'une base (e1, . . . , en) permet d'identi�er E à K
n et don
 de munir aussi E d'une norme ‖.‖∞ : si

x =
∑

xiei, on pose ‖x‖∞ = max |xi|.1. Montrer qu'il existe un réel positif β tel que N(x) 6 β‖x‖∞ pour tout x de E.2. Véri�er que l'appli
ation (E, ‖.‖∞) → (R, |.|) : x 7→ N(x) est β-lips
hitzienne (don
 
ontinue).3. On note S la sphère unité de E pour la norme ‖.‖∞.En utilisant la restri
tion de l'appli
ation pré
édente à S, montrer qu'il existe un réel stri
tementpositif α tel que α‖x‖∞ 6 N(x) pour tout x de E.4



4. Justi�er que deux normes quel
onques sur E sont équivalentes.5. Justi�er que la boule unité fermée de (E,N(.)) est 
ompa
te.Théorème 2.1. (Continuité d'appli
ations linéaires) Soit f une appli
ation linéaire entre deux
K-espa
es ve
toriels normés (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est 
ontinue sur E ;
(ii) f est 
ontinue en 0E ;
(iii) f est bornée sur la boule fermée (resp. sphère) unité de E ;
(iv) il existe un réel positif M tel que ‖f(x)‖F 6 M‖x‖E pour tout x dans E ;
(v) f est lipshitzienne ;
(vi) f est uniformément 
ontinue.Si l'une de (toutes) 
es propriétés est véri�ée, la norme de f (subordonnée aux normes ‖.‖E et
‖.‖F ) est la borne inférieure des réels M satisfaisant (iv) :

|||f ||| = sup
x∈E
x 6=0

‖f(x)‖F
‖x‖E

= sup
x∈E

0<‖x‖E61

‖f(x)‖F
‖x‖E

= sup
x∈E

‖x‖E=1

‖f(x)‖FL'ensemble des appli
ations linéaires 
ontinues de (E, ‖.‖E) dans (F, ‖.‖F ) forme un espa
e ve
-toriel normé.Exer
i
e 7. Montrer que si f ∈ L(F,G) et g ∈ L(E,F ), alors (pour les normes subordonnées) :
|||f ◦ g||| 6 |||f ||| × |||g|||.3 En dimension �nieEn dimension �nie, par 
ompa
ité de la boule unité, toutes les appli
ations linéaires sont 
ontinueset les sup sont des max (ils sont atteints).En parti
ulier l'extra
tion d'un 
oe�
ient d'une matri
e Mp,q(K) → K : A = (aij) 7→ aij est uneforme linéaire 
ontinue. Il en dé
oule que la tra
e et le déterminant sont des appli
ations 
ontinuesde Mn(K) dans K.La transposition est 
ontinue, le produit matri
iel également (en tant qu'appli
ation bilinéaire).De plus, puisque l'ensemble des appli
ations linéaires de E dans F est lui-même de dimension�nie, toutes les normes sur L(E;F ) sont équivalentes. On peut don
 parler d'ouvert, de fermé, de
ompa
t,. . . dans L(E;F ) (ou Mp,q(K)) et L(E) (ou Mn(K)).Exer
i
e 8. (normes d'endomorphismes en dimension �nie) On 
onsidère l'espa
e ve
to-riel Kn muni d'une norme quel
onque ‖.‖ et une matri
e A de Mn(K) vue 
omme un endomorphismede K

n.1. Cal
uler la norme |||A||| de A subordonnée à ‖.‖ lorsque :(a) A = Id(b) A est une homothétie de rapport λ2. La norme eu
lidienne dé�nie par √tr(tAA) (exer
i
e 2 du 12/10/2011) est-elle une normesubordonnée ?3. Montrer que si p est un proje
teur (non nul) alors |||p||| > 1.Un proje
teur de (R2, ‖.‖1) de norme 2 ?Exer
i
e 9. (normes d'endomorphismes en dimension �nie, suite) Soit A = (ai,j) unematri
e de Mn(K) vue 
omme un endomorphisme de K
n.1. Montrer que |||A|||∞ = max

i

∑

j

|ai,j| (norme subordonnée à la norme ‖.‖∞).5



2. Montrer que |||A|||1 = max
j

∑

i

|ai,j | (norme subordonnée à la norme ‖.‖1).3. On suppose i
i K = C. Soit ρ(A) = maxi|λi| le rayon spe
tral de A (maximum du module desvaleurs propres λ1, . . . , λn de A).Montrer que, pour toute norme subordonnée |||.|||, on a ρ(A) 6 |||A|||.Exer
i
e 10. (
onvergen
e de suites de matri
es) On 
onsidère une suite (An)n de matri
es
An = (ai,jn )i,j de Mp,q(K).1. Démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes :(a) La suite (An)n est 
onvergente dans Mp,q(K) (pour une/toute norme).(b) Les suites (ai,jn )n 
onvergent dans K.(
) Quel que soit le ve
teur v de Kq, la suite (An.v)n est 
onvergente dans Kp (pour une/toutenorme).2. Montrer que si 
es propriétés sont véri�ées et si A désigne limAn, alors lim(An.v) = A.v pourtout ve
teur v de K

q.
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