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Exemples et contre-exemples dans E = C([0;1],R).

On considére 'espace vectoriel E = C([0;1],R) des fonctions réelles continues sur [0;1] muni de
l'une des trois normes suivantes :
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1. Justifier que la suite (py)n définie par p,(x) = x" est convergente pour les normes ||.||1 et ||.]|2
mais pas pour la norme ||.||s-

2. Vérifier que, pour tout f dans E, on a ||f|l1 < ||flloo €t || fll2 < ||f]lco-
3. Pour tout entier naturel non nul n, on pose gn(z) = (1—1%F) 1[0;%](.%') (ot 14 désigne la
fonction indicatrice du sous-ensemble A de R).
(a) Etudier la convergence éventuelle de la suite (gn)n dans E muni de ||.||1 et de |-
(b) Justifier que les normes ||.|[1 et ||.||2 ne sont pas équivalentes.

(¢) Démontrer que dans (E,||.||le0), la suite (gy)n est située sur la sphére unité et ne posséde
aucune sous-suite convergente. (On pourra étudier ||gm — gnllco pour m >n.)

4. Pour tout entier naturel non nul n, on pose h, = ng,.
(a) Vérifier que la suite (hy), est divergente dans (E, ||.||l«) et dans (E, ||.||2)-
(b) Justifier que, dans (E,||.||1), la suite (hy), est bornée et ne posséde aucune sous-suite
convergente.
5. Soit g une fonction continue sur [0;1], a valeurs dans [0;1].
On note u = uy Uendomorphisme de E défini par u(f) : x — f o g(x).
(a) Vérifier que , pour ||.||s0, lapplication linéaire u est continue et préciser sa norme subor-

donnée.

(b) Démontrer que, si g(x) = 22, alors Uapplication linéaire u n’est pas continue pour la
norme ||.||1. (On pourra utiliser la suite (hy)n.)

Un grand classique

1. Soient (E,||.||g) un espace vectoriel normé et (F,||.|r) un espace de Banach.
Démontrer que pour la norme subordonnée, [’espace vectoriel L(E, F) des applications linéaires
continues de (E,||.||g) dans (F,||.||r) forme un espace de Banach.

2. En déduire que si E est un espace vectoriel normé sur K = R ou C, alors le dual topologique
E' = L(E,K) est un espace de Banach.



Exercice 3. | Deux séries d’endomorphismes

1. Montrer que si f € L(F,G) et g € L(E, F), alors (pour les normes subordonnées) :

1 o glll < AT glll-

2. Soient (E,|.||) un espace de Banach et u un endomorphisme continu de E vérifiant |||ul|| < 1.
(a) Justifier que la série ), . qu™ est convergente.
(b) En déduire que U'endomorphisme id —u de E est inversible et que (id —u)™' = S8 u”.
(c) Démontrer que l’ensemble GL(E) des automorphismes bicontinus est un ouvert de L(E).

3. (Ezponentielle d’endomorphisme) Soient (E,||.||) un espace de Banach et u un endomorphisme
continu de E.

(a) Démontrer que la série ), -, % est convergente. On note exp(u) = e* sa somme.
(b) Justifier que, si u et v sont deur endomorphismes continus de E qui commutent, alors

Uty = el o eV,

(c) Justifier que application t — e définit un morphisme continu de R dans GL(FE).
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