Préparation a I'agrégation interne

Epreuve sur table du 4 décembre 2010

Le theme de ce devoir est : « débuts d’épreuves ».

Il est constitué de trois tiers d’épreuves, celles de 2008 (suites, séries), 2006 (équations
différentielles) et 2002 (transformation de Fourier). On les abordera dans I'ordre que I'on
voudra en se limitant :

- Pour I'épreuve de 2008, a la partie | et, dans la partie Il, aux questions 1) et 2) ;
- Pour I'épreuve de 2006, aux parties l et Il,
- Pour I'épreuve de 2002, aux parties | et Il (plus, éventuellement, 1111).

La mesure des tiers a été faite en comptant le nombre de questions, ce qui est un invariant
assez grossier. Compte tenu qu’une épreuve n’est pas faite pour étre terminée, le devoir
proposé est donc probablement trop long pour étre traité intégralement en 6 h.

NB : Si vous trouvez que 6 h d’un coup, c’est trop long, vous pouvez aborder 2 tiers en 4 h et
garder le dernier tiers comme devoir a la maison. Vous pourrez ramener la partie
correspondante mercredi mais déposez ce que vous aurez fait en 4 h des demain afin que je
puisse commencer a corriger.



Introduction et notations

Dans ce probleme, on note N ’ensemble des nombres entiers, R le corps des nombres réels.

On dit qu'un endomorphisme T d'un espace vectoriel est nilpotent s'il existe un nombre entier s > 0
tel que T* =0.

Si f est une fonction de classe C* de la variable réelle z et n un entier > 0, on note f(™ ou

" f RN .
o la dérivée n-ieme de la fonction f.

Si g est une fonction de classe C*® de la variable ¢ = (z1,...,z,) définie dans une partie ouverte

0 . . N . .

de R™, on note 29 1a dérivée partielle de g par rapport a la variable z; , pour 1 <t < n.

z;
Pour des entiers p et n tels que 0 < p < n, on définit les coefficients binomiaux par

n n! n(n—1)...(n—p+1) n n
(P)zp!(n—p)!= P! ’ pour D<p<m (O)Z(n)zl'

L’un des objets de ce probleme est la démonstration et I'application de la formule de réversion de

Lagrange qui permet de calculer, dans certains cas, la dérivée n-iéme d’une fonction réciproque.

On étudie d’abord la suite (#n)ny1 dont le terme général est I'unique solution > 0 de I'équation
(En) "4z 4z —1=0.

Dans un premier temps, on établit directement une expression explicite de u, comme somme d’une série
convergente (parties I et II).
On établit ensuite la formule de réversion de Lagrange (partie III).

On applique enfin cette formule pour obtenir une autre démonstration de ’expression de u,, (partie I'V).

On rappelle les résultats suivants qui pourront étre utilisés sans démonstration :

A) Lorsque l’entier n tend vers +oo, on a 1’équivalence (formule de Stirling) :
n! ~n"e”"V27mn.

B) Pour tout entier ¢ > 1, la série entiére
-1
pONCEI G
n20 n
a un rayon de convergence égal & 1 et, pour —1 < z < 1, sa somme est égale & 1/(1+ z)?.

C) Le théoréme des fonctions implicites pour une fonction F de classe C™, définie sur R3, peut
s’énoncer ainsi :

On suppose qu'en un point (zg,yp,2) de R®, on a

OF
F(z0,Y0,20) =0 et E(loayo,zo)#o-

Il existe alors un voisinage ouvert U de (zg,yo) dans R?, un voisinage ouvert V de 2z dans R et

une fonction ¢ : U — V caractérisée par la condition

V(z,y) €U, Vz €V, (F(z,y,2) =0 <= 2z = p(z,y)).



La fonction ¢ est de classe C* sur U et pour tout point (a,b) de U, ona
F(a,b,¢(a,b)) =0,

ainsi que les relations

By % (a,b,¢(a,b)) dp 5y (a:b,(a, b))
my = - el P P
Oz E(a” b,(a,b)) Oy E(avbv p(a,b))
On dit que la fonction ¢ est définie implicitement sur U par la relation F(z,y,z) =0.
oo [ee]
D) Soit (@n,k)(n,k)eNxn une suite double de nombres réels. Si la somme Z (Z |an1k]) est finie, alors
n=0 k=0
les trois expressions
oo o0 oo oo oo
S (o) S(Se) (X m).
n=0 k=0 k=0 n=0 ¢=0 n+k=q
] oo
ont un sens et sont égales. Leur valeur commune est notée Z Z Qn k -
n=0 k=0

E) Soit R un nombre réel > 0. Si les fonctions f et g sont sommes de séries entiéres convergentes
dans l'intervalle | — R,R[, leur somme f + g et leur produit fg sont aussi sommes de séries entieres

convergentes dans le méme intervalle.

I. La suite (un)
1) Démontrer, pour tout entier n > 1, I'existence d’une unique solution réelle > 0 de I’équation
(En) "+ 4.z —1=0.

Cette solution est notée u, . Démontrer que 'ona 0 < u, < 1.
2) Démontrer que la suite (#n)n»1 est strictement décroissante.

3) Démontrer que, pour tout entier n > 1, on a
™t —2u, +1=0.

4) a) Calculer usy .

b) Démontrer que la suite (un)n»1 tend vers

| =

1
5) Pour n > 1, on pose &, = Uy — 5 Démontrer que ne, tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.
6) En déduire, a l'aide de la question (1.3), le développement asymptotique suivant de wu,, pour =

tendant vers +oo :

1 n 1 " 1
Up = = — .
2 T g.2n T\ n
7) a) Déterminer le plus petit entier s > 1 pour lequel on a

1
0<us— =< 1072
s 35
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L
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N . . 1 .
Pour cela, on pourra déterminer, avec une calculatrice, le signe de f, (§ + pour n =2,3,...,0u1

fn est la fonction définie par

fa@) =z "+ 4.z 1.

b) Ecrire en francais une procédure qui, pour un entier p > 1 donné, permet de déterminer le plus
petit entier 8 pour lequel on a

O<u,——=<107"7,

R

On pourra utiliser les fonctions g, définies par

gn(z) = (2 = 1) fu(2).

8) On se propose de démontrer 'inégalité suivante, valable pour tout entier n > 1 :

(1) Unp < =+

N =
9|~

a) En utilisant la fonction g, définie dans la question (I.7), démontrer que l'inégalité (1) est
équivalente a l'inégalité suivante :
1 n"
< .
on+1 (n + 1)n+1

b) Pour z > 0, on pose
P(z) =(z+1)In(z + 1) — zln(z) — (z + 1) In(2).

Etudier la variation de la fonction ¥ et en déduire 'inégalité (2).

1
9) a) Démontrer I'inégalité - < ug < I

b) En déduire que 'on a, pour tout entier n > 4, I'inégalité

n

n+1

Up
2(1 — uy)

n
< n+1.

I1 . Expression de u, comme somme d’une série

Dans cette partie, on se propose d’établir, lorsque 'entier p est assez grand, ’expression suivante de

up comme somme d'une série convergente :

| & 1 n(p+1)
(T,) =5+ s ( v+ ) .
n=

1) Soit p un entier > 1. On note S, la série entiére définie par

Sp(m) _ Z Qin (n‘(’fjll)) 2™,



a) Démontrer que le rayon de convergence p, de la série entiere S, est donné par

PP

Py = (p+ 1)pH1 ’

b) Démontrer que, pour p > 2, la série du second membre de la relation (Tp) est convergente. [On
utilisera la question (I1.8).]

2) a) Démontrer, par récurrence sur l'entier n > 1, I’égalité

1 2k ) 1 20n+2) [2(n+1)
_1k22’°+1 k-1 _5_(n+1)22”+3 n ’
b) En déduire la relation (T1).
3) On a admis dans les Préliminaires que, pour tout entier g > 1, la série entiere
a(nta-1\ ,
S (T
n20

a un rayon de convergence égal & 1, et que, pour z €] — 1,1[, sa somme est égale & 1/(1+ z)?.

En déduire,pour n 21, p>1 et z €] — 1,1[, l"égalité

z™ > np+1)+k-1\ ,
(1+2)"eD ;0(_1);@( ( 10 )”" "

4) Pour p > 1, on pose
vp = 2up, — 1.
a) Démontrer que l'on a
Vp 1
(14 vp)pt — 2HT°

b) Déduire de ce qui préceéde que 'on a, pour p > 2 et n > 1, I'égalité

oo

1 k n(p+1)+k_1 n+k
on(p+1) :Z(_l) ( k o

k=0

5) Dans toute la fin de cette deuxieme partie, on fixe ’entier p > 4, et on pose

_(=n* (n(p +1)+k - 1) (n(p + 1)) ey

2n k n—1 P
a) Démontrer la relation
oo

(Up) Z (p+1)+1 ( ,f)_+11 ) i <g}a"”°) :

b) Démontrer que, pour tout n > 1, la série Z |an.x| est convergente et déterminer sa somme.
E>0

o0 (e o)
c) En utilisant les questions (1.9) et (II.1), démontrer que la série Z (Z |an,k|> est convergente.
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Propriétés qualitatives de certaines équations différentielles

Introduction

Ce probleme présente des techniques permettant d’étudier les solutions d'équations différentielles,
en général non linéaires, sans connaltre explicitement ces solutions. Par conséquent, on ne cherchera
pas a résoudre les équations différentielles qui apparaitront au fil de I'épreuve, sauf si cela est demandé.
Rappelons que, dans le cas d'une équation différentielle non linéaire, l'intervalle de définition d'une

solution est lui aussi inconnu.

Définitions et notations

Pour tout entier m > 0. on munit 'espace vectoriel R™ du produit scalaire usuel

<z, Yy >= Z T Y.
1<ig<m

la norme associée est notée |z|| : on note Bf(zo,R) la boule fermée de centre zg € R™ et de rayon

R.

Soient U une partie ouverte de R x R™ | et f une application de U dans R™. On dit que
I'application u: I — R™ est une solution de 'équation différentielle
(E) o' = f{t.z)
st

a) 1 est un intervalle non trivial (ni vide, ni réduit & un point) de la droite réelle R,

b) u est une application dérivable de I dans R™,

c)pour tout t € I.ona (t,u(t)) €U et vw'(t) = flt.u(t)).

Solent uy : I} = R™ et uy: Iy - R™ deux solutions de (E) : on dit que u; est une restriction
de w2 si 1y C Iy et si, pour tout ¢t € I3, on a ui(t) = us(t). On dit aussi que uy est un prolongement
de wuj.ou encore que us prolonge wuj.

Une solution de (E) est dite mazimale si elle n’admet pas d’autre prolongement qu’elle-méme.

De maniere générale C™{N,Y) désigne l'ensemble des applications de X dans Y de classe C™.

lorsque cela a un sens.

On dit que I'application f est localement lipschitzienne en z si. pour tout point (fg,zp) de U .1l
existe deux nombres réels £ et & tous deux >0 et tels que :
a) l'ensemble C = [tq — .ty + €] x By(zg,e) soit inclus dans U,

b) st (t.z1) et (t,z2) sont deux points de C,on ait ||fit.z1) — f(t,z2)|| < ke — 22| .

On rappelle qu'une fonction f € C1(U,R™) est localement lipschitzienne en z .

s deux premieres parties n'utilisent pas le théoréme de Cauchy-Lipschitz, contrairement aux
Les deux t tilisent le tt le C y-Lip :

autres parties. L'énoncé de ce théoréme est donné au début de la troisieme partie.



Partie I

Soit g un nombre réel > 0 et soit u une application dérivable de R dans R? ;pour t £ R, on

écrit w(t) = (u1(t). ua(t)). On suppose que la fonction u satisfait, sur R, aux égalités

w, = up,
uh = -—u; —qud.

L'existence d'une telle application « est admise ici.

1) Démontrer que u est solution d'une équation différentielle du type (E) en précisant bien quelle est

I'application f.

2) Pour q =0, déterminer 'application u et démontrer que l'image de 'arc ¢+ u(t) est un cercle.

Représenter ceci sur un dessin. en n'oubliant pas de mentionner le sens de parcours.

3) Supposons g >0
a) Démontrer qu'il existe un nombre réel p tel que l'image de u soit incluse dans la courbe
t & q -
Cy = ((z1.e0) € B? |+ Lot 41 = ).
b) Démontrer que p est 2 0. Que direde v si p=0 7

On suppose désormais p > 0.
¢) Représenter sommairement la courbe C, dans un repeére orthonormé du plan. Les tangentes aux
points ou la courbe C, coupe les axes du repere doivent apparalitre sur le dessin.
d) Démontrer qu’il existe deux fonctions p,6 € CLH{R.R). avec p > 0, telles que, pour tout ¢t € R,
on ait
w{t) = p(t)cosB(t) et wus(t) = p(t)sinb(t).
e) Calculer €'(t) en fonction de p et 8, et en déduire que la trajectoire de u est exactement la

courbe C,.

4
Partie I1 : Barriéres
Dans cette partie, on considere gge partie ouverte U de R? et une fonction fe€ CY%U.R)

localement lipschitzienne en x. On note toujours (E) D'équation différentielle z’ = f(¢,z) .

1) Solent a, b et K des nombres réels, avec ¢ < b, et soit h:[a,b] - R une fonction dérivable
satisfaisant & h{a) =0 et h' < Kh. Démontrer que h est € 0 [on pourra par exemple chercher une

fonction ¢ telle que (b~ INh) ¢ soit la dérivée d’une fonction simple].
2) Lemme de la barriére inférieure : On suppose que [ est un intervalle réel non trivial et «:1— R
une application dérivable telle que, pour tout ¢t € I, le point (¢.«(t)) appartienne a U et que I'on ait
I'inégalité
& (t) < flbalt)).
On dit alors que « est une barriére inférieure de 'équation (E) sur l'intervalle T.
Soit u :J — R une solution de (E) et ¢g € INJ. On suppose a(ty) < u(fg) et on veut démontrer

que a(t) <u(t) pour t 2ty. t €INJ. On procéde par I'absurde et on suppose que cela est faux.
a) Démontrer qu'ill existe t* et ¢; dans INJ tels que ty < #; < t* et que l'on ait

uw(ty) = alty) et u(t) < a(t) pour t; <t<th
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b) Etablir I'existence de #5 €]t1,¢"] et d’un nombre réel C = 0 tels que, pour tout t € [t1.t2] . on
ait
fltalt)) = fltout))] < Cla(t) — ult)].

c¢) En déduire quel'ona o — ' < C{a — u) sur [t1.15] . Trouver alors une contradiction et conclure.
3) Ezemple : Prenons dans cette question U =R? et f(t.z) = 2> + (sintz)?.

a) Vérifier que, pour tout A € R, I'application a de ] — oc. A[ dans R définie par a(t) = 1/(A — t)
est une barriere inférieure de (E).

b) En déduire que, si u: 1 — R est une solution de (E) et s'il existe un nombre réel ty tel que

u(tg) > 0, alors 'intervalle 1 est majoré.
4) De facon analogue, énoncer et démontrer le lemme de la barriére supérieure.
3) Unacité.

a) Déduire des résultats précédents que, si u;:J; — R et uy:Jy = R sont deux solutions de
(E) et s'il existe un nombre réel tg € Jy NJ2 tel que uj(tg) = ua(ty), alors u1(t) = us(t) pour rout
teJinlds.

b) Nous allons démontrer par un exemple que 'unicité est fausse lorsqu’on ne suppose plus la
fonction f localement lipschitzienne en z. Posons U = R? et prenons pour f l'application de R?
dans R définie par f(t.z) = /lz].

i) Prouver que la fonction f est continue. Est-elle localement lipschitzienne ?
i) Décrire toutes les solutions strictement positives de (E).

iif) Raccorder de telles solutions avec la fonction nulle pour construire deux solutions de (E)

qui coincident en un point mais pas en tout point.

Partie III : Entonnoirs et anti-entonnoirs

Dans la suite du probléeme. on admet le théoréme de Cauchy-Lipschitz :

Soient U une partie ouverte de R x R™ et f € COU.R™) une fonction localement lipschitzienne
en x . Soit (tg,xg9) un point de U ; alors

a) Uéquation différentielle (E) admet une solution mazimale unique w:I1— R™ satisfarsant a
u(to) =z ;

b) son ensemble de départ 1 est un intervalle ouvert de R :

c) toute solution v de (E) telle que v(tg) = zg est une restriction de w .

Dans cette partie, on prend m =1 et on prend pour U le produit Ja,b[x]c,d[, ot a.b.c.d
désignent des nombres réels. ou 400, ou —oc, et satisfont 2 a < b et ¢ < d. Soit f e C/(U.R) une

fonction localement lipschitzienne en z . On note toujours (E) 1'équation différentielle a' = f(t.z).

1) Soient p et g des nombres réels tels que p < ¢, et soit g:]p.¢[— R une fonction dérivable dont la

dérivée est bornée. Démontrer que la fonction g admet une limite finie en q.



Introduction

On désigne par R le corps des nombres réels et par C le corps des nombres complexes.

Soit f une fonction définie sur R, a valeurs réelles ou complexes, continue par morceaux sur tout

y
segment de R. Pour = et y € R, on pose F(z,y) :/ f() at.

On rappelle que, si la fonction f est réelle et positive, elle est intégrable sur R si la fonction F
est bornée. L’intégrale ” f(t) dt est alors égale & la borne supérieure de 1’ensemble des nombres
F(z,y), pour z et y par;:o(;urant R . C’est aussi la limite de F(x,y) lorsque © — —o0 et y — 0.

Si la fonction f est a valeurs réelles ou complexes, elle est intégrable sur R si la fonction |f| est
intégrable. L’intégrale ” f(t) dt est aussi égale & la limite de F(xz,y) lorsque © — —oo et y — o0.

Si E est une partie de R"™ , on appelle fonction indicatrice ou fonction caractéristique de E | et on

note 1p, la fonction définie sur R"™ par 1p(z) =1 pour z € E, 1;(z) =0 sinon.

L’objet de ce probleme est la démonstration d’un résultat sur la mesure des polyedres obtenus
comme sections d’un cube par un hyperplan (partie V). La démonstration nécessite des résultats
préliminaires d’analyse qui sont établis dans les parties I et II, ainsi qu’une majoration de l’intégrale

e sint|b
Jp = / ‘ — dt pour b > 2. Cette majoration est partiellement établie dans les parties III et V.

Les cinq parties s’enchainent logiquement. Chaque question peut étre traitée en admettant les

résultats établis dans les questions antérieures.

I . Transformation de Fourier

1) Soit f une fonction définie sur R, & valeurs réelles, continue par morceaux sur tout segment de R .
On suppose que la fonction f est intégrable sur R .
a) Démontrer que, pour tout y € R, la fonction x — f(x) e~ ™Y est intégrable sur R.

b) On définit une nouvelle fonction, notée f, en posant, pour tout y € R :
foy = [ swea

Démontrer que la fonction f est bornée et continue.

-~

2) a) Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. Calculer f(y) lorsque f est la fonction 1[a,b]
indicatrice de l'intervalle [a,b] de R.
b) En déduire que, si A est un nombre réel >0, et si x, désigne la fonction indicatrice de

Pintervalle [-A,A] de R, on a

=N 2 sin Ay
Xaly) = —, pow yE R, y #0,
XA(0) =2A.
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II . Convolution

1) Soit A un nombre réel > 0, et soient f et g deux fonctions définies sur R, & valeurs réelles, nulles
hors de lintervalle [—A, A] et continues sur cet intervalle. On définit une nouvelle fonction, notée f * g,

en posant, pour tout x € R :

U*M@z[mﬂw%wwMy

a) Vérifier que l'intégrale définissant f * ¢ a un sens, et que la fonction f*g est nulle hors de
Uintervalle [—2A,24].

b) Démontrer que la fonction f g est continue.

2) Démontrer ’égalité

Xa*Xa =2A Aoy
ol x, désigne la fonction indicatrice de I'intervalle [-A, A] de R, et Ags la fonction définie par

Aop(z) = —% si —2A <o <24, Aop(z) =0 si |z] >2A.

3) Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé . On suppose
que les distributions de X et Y admettent des densités, notées f et g respectivement, qui sont des
fonctions a support borné, continues par morceaux.

Démontrer que, si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, la distribution de la variable

X4+ Y admet pour densité la fonction f*g.

4) Soient f et g deux fonctions comme dans (II.1). Démontrer 1’égalité
(f*x9)=1g.

5) Dans la suite du probléme, on utilisera le résultat suivant que 1’on admettra :
Théoréme de réciprocité de Fourier. — Soit [ une fonction continue sur R, a support borné, a valeurs

réelles. On suppose de plus que la fonction f est intégrable sur R . Alors, pour tout z € R, on a

f@) =5 [ Fwyeray

IIT . Calculs d’intégrales

sint|b
t

Démontrer que la fonction f; est intégrable sur R.

1) Soit b un nombre réel > 1. On pose f(t) = ‘ pour t réel #0,et f,(0)=1.

+oo
Dans la suite, on note J, la valeur de 'intégrale J, = / f,(t) dt.
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