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Le thème de ce devoir est : « débuts d’épreuves ». 

 

Il est constitué de trois tiers d’épreuves, celles de 2008 (suites, séries), 2006 (équations 

différentielles) et 2002 (transformation de Fourier). On les abordera dans l’ordre que l’on 

voudra en se limitant : 

- Pour l’épreuve de 2008, à la partie I et, dans la partie II, aux questions 1) et 2) ; 

- Pour l’épreuve de 2006, aux parties I et II, 

- Pour l’épreuve de 2002, aux parties I et II (plus, éventuellement, III1). 

La mesure des tiers a été faite en comptant le nombre de questions, ce qui est un invariant 

assez grossier. Compte tenu qu’une épreuve n’est pas faite pour être terminée, le devoir 

proposé est donc probablement trop long pour être traité intégralement en 6 h. 

 

NB : Si vous trouvez que 6 h d’un coup, c’est trop long, vous pouvez aborder 2 tiers en 4 h et 

garder le dernier tiers comme devoir à la maison. Vous pourrez ramener la partie 

correspondante mercredi mais déposez ce que vous aurez fait en 4 h dès demain afin que je 

puisse commencer à corriger. 
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Introduction

On désigne par R le corps des nombres réels et par C le corps des nombres complexes.

Soit f une fonction définie sur R , à valeurs réelles ou complexes, continue par morceaux sur tout

segment de R . Pour x et y ∈ R , on pose F(x, y) =

∫ y

x

f(t) dt .

On rappelle que, si la fonction f est réelle et positive, elle est intégrable sur R si la fonction F

est bornée. L’intégrale

∫
+∞

−∞

f(t) dt est alors égale à la borne supérieure de l’ensemble des nombres

F(x, y) , pour x et y parcourant R . C’est aussi la limite de F(x, y) lorsque x→ −∞ et y →∞ .

Si la fonction f est à valeurs réelles ou complexes, elle est intégrable sur R si la fonction |f | est

intégrable. L’intégrale

∫
+∞

−∞

f(t) dt est aussi égale à la limite de F(x, y) lorsque x → −∞ et y →∞ .

Si E est une partie de Rn , on appelle fonction indicatrice ou fonction caractéristique de E , et on

note 1E , la fonction définie sur Rn par 1E(x) = 1 pour x ∈ E , 1E(x) = 0 sinon.

L’objet de ce problème est la démonstration d’un résultat sur la mesure des polyèdres obtenus

comme sections d’un cube par un hyperplan (partie V). La démonstration nécessite des résultats

préliminaires d’analyse qui sont établis dans les parties I et II, ainsi qu’une majoration de l’intégrale

Jb =

∫
+∞

−∞

∣∣∣ sin t

t

∣∣∣
b

dt pour b > 2 . Cette majoration est partiellement établie dans les parties III et IV.

Les cinq parties s’enchâınent logiquement. Chaque question peut être traitée en admettant les

résultats établis dans les questions antérieures.

I . Transformation de Fourier

1) Soit f une fonction définie sur R , à valeurs réelles, continue par morceaux sur tout segment de R .

On suppose que la fonction f est intégrable sur R .

a) Démontrer que, pour tout y ∈ R , la fonction x 7→ f(x) e−ixy est intégrable sur R .

b) On définit une nouvelle fonction, notée f̂ , en posant, pour tout y ∈ R :

f̂(y) =

∫
+∞

−∞

f(x) e−ixy dx.

Démontrer que la fonction f̂ est bornée et continue.

2) a) Soient a et b deux nombres réels tels que a < b . Calculer f̂(y) lorsque f est la fonction 1[a,b]

indicatrice de l’intervalle [a, b] de R .

b) En déduire que, si A est un nombre réel > 0 , et si χA désigne la fonction indicatrice de

l’intervalle [−A, A] de R , on a

χ̂A(y) =
2 sin Ay

y
pour y ∈ R, y 6= 0,

χ̂A(0) = 2 A.

Tournez la page S.V.P.
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II . Convolution

1) Soit A un nombre réel > 0 , et soient f et g deux fonctions définies sur R , à valeurs réelles, nulles

hors de l’intervalle [−A, A] et continues sur cet intervalle. On définit une nouvelle fonction, notée f ∗ g ,

en posant, pour tout x ∈ R :

(f ∗ g)(x) =

∫
+∞

−∞

f(y) g(x − y) dy.

a) Vérifier que l’intégrale définissant f ∗ g a un sens, et que la fonction f ∗ g est nulle hors de

l’intervalle [−2A, 2A] .

b) Démontrer que la fonction f ∗ g est continue.

2) Démontrer l’égalité

χA ∗ χA = 2 A ∆2A

où χA désigne la fonction indicatrice de l’intervalle [−A, A] de R , et ∆2A la fonction définie par

∆2A(x) = 1−
|x|

2 A
si − 2 A 6 x 6 2 A, ∆2A(x) = 0 si |x| > 2 A.

3) Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un même espace probabilisé Ω . On suppose

que les distributions de X et Y admettent des densités, notées f et g respectivement, qui sont des

fonctions à support borné, continues par morceaux.

Démontrer que, si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, la distribution de la variable

X + Y admet pour densité la fonction f ∗ g .

4) Soient f et g deux fonctions comme dans (II.1). Démontrer l’égalité

̂(f ∗ g) = f̂ ĝ.

5) Dans la suite du problème, on utilisera le résultat suivant que l’on admettra :

Théorème de réciprocité de Fourier. — Soit f une fonction continue sur R , à support borné, à valeurs

réelles. On suppose de plus que la fonction f̂ est intégrable sur R . Alors, pour tout x ∈ R , on a

f(x) =
1

2π

∫
+∞

−∞

f̂(y) eixy dy.

III . Calculs d’intégrales

1) Soit b un nombre réel > 1 . On pose fb(t) =
∣∣∣ sin t

t

∣∣∣
b

pour t réel 6= 0 , et fb(0) = 1 .

Démontrer que la fonction fb est intégrable sur R .

Dans la suite, on note Jb la valeur de l’intégrale Jb =

∫
+∞

−∞

fb(t) dt .

Tournez la page S.V.P.


