
Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2011Dimension �nie, matri
es et topologie - 9 novembre 2011Cette �
he reprend les derniers exer
i
es du 26 o
tobre ainsi que quelques autres (se
tion 5).3 En dimension �nieEn dimension �nie, par 
ompa
ité de la boule unité, toutes les appli
ations linéaires sont 
ontinueset les sup sont des max (ils sont atteints).En parti
ulier l'extra
tion d'un 
oe�
ient d'une matri
e Mp,q(K) → K : A = (aij) 7→ aij est uneforme linéaire 
ontinue. Il en dé
oule que la tra
e et le déterminant sont des appli
ations 
ontinuesde Mn(K) dans K.La transposition est 
ontinue, le produit matri
iel également (en tant qu'appli
ation bilinéaire).De plus, puisque l'ensemble des appli
ations linéaires de E dans F est lui-même de dimension�nie, toutes les normes sur L(E;F ) sont équivalentes. On peut don
 parler d'ouvert, de fermé, de
ompa
t,. . . dans L(E;F ) (ou Mp,q(K)) et L(E) (ou Mn(K)).Exer
i
e 8. (normes d'endomorphismes en dimension �nie) On 
onsidère l'espa
e ve
to-riel Kn muni d'une norme quel
onque ‖.‖ et une matri
e A de Mn(K) vue 
omme un endomorphismede K
n.1. Cal
uler la norme |||A||| de A subordonnée à ‖.‖ lorsque :(a) A = Id(b) A est une homothétie de rapport λ2. La norme eu
lidienne dé�nie par √

tr(tAA) (exer
i
e 2 du 12/10/2011) est-elle une normesubordonnée ?3. Montrer que si p est un proje
teur (non nul) alors |||p||| > 1.Un proje
teur de (R2, ‖.‖1) de norme 2 ?Exer
i
e 9. (normes d'endomorphismes en dimension �nie, suite) Soit A = (ai,j) unematri
e de Mn(K) vue 
omme un endomorphisme de K
n.1. Montrer que |||A|||∞ = max

i

∑

j

|ai,j| (norme subordonnée à la norme ‖.‖∞).2. Montrer que |||A|||1 = max
j

∑

i

|ai,j | (norme subordonnée à la norme ‖.‖1).3. On suppose i
i K = C. Soit ρ(A) = maxi|λi| le rayon spe
tral de A (maximum du module desvaleurs propres λ1, . . . , λn de A).Montrer que, pour toute norme subordonnée |||.|||, on a ρ(A) 6 |||A|||.Exer
i
e 10. (
onvergen
e de suites de matri
es) On 
onsidère une suite (An)n de matri
es
An = (ai,jn )i,j de Mp,q(K).1. Démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes :(a) La suite (An)n est 
onvergente dans Mp,q(K) (pour une/toute norme).(b) Les suites (ai,jn )n 
onvergent dans K.(
) Quel que soit le ve
teur v de Kq, la suite (An.v)n est 
onvergente dans Kp (pour une/toutenorme).2. Montrer que si 
es propriétés sont véri�ées et si A désigne limAn, alors lim(An.v) = A.v pourtout ve
teur v de K

q.
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4 Matri
es diagonalisables, matri
es inversiblesExer
i
e 11. (matri
es diagonalisables)1. On suppose K = R ou C. L'ensemble des matri
es diagonalisables de Md(K) est-il(a) un sous-espa
e ve
toriel de Md(K) ?(b) stable par addition ?(
) stable par produit ?(d) ouvert ?(e) fermé ?Indi
ation : Les réponses sont � non �. On pourra exhiber des 
ontre-exemples ave
 des matri
es
2× 2.2. On suppose i
i K = C. Montrer que l'ensemble des matri
es diagonalisables est dense dans
Md(C). En déduire une démonstration du théorème de Cayley-Hamilton.3. On suppose i
i K = R. Montrer que l'ensemble des matri
es diagonalisables n'est pas densedans Md(R).Exer
i
e 12. (matri
es inversibles) On suppose K = R ou C.1. Montrer que le groupe GL(d,K) des matri
es inversibles est un ouvert dense de Md(K).2. En utilisant le résultat pré
édent de densité, montrer que, si A et B appartiennent à Md(K),alors les polyn�mes 
ara
téristiques des matri
es AB et BA sont égaux.Exer
i
e 13. (boules ouvertes dans GL(d,K))On suppose K = R ou C. Soit ‖.‖ une norme subordonnée sur Md(K).1. Soit A une matri
e de Md(K) telle que ‖A‖ < 1.(a) Montrer que la série ∑

k>0

Ak 
onverge dans Md(K).(b) En déduire que la matri
e Id−A est inversible puis le rayon maximal d'une boule ouvertede 
entre Id 
ontenue dans GL(d,K).2. En déduire que, pour toute matri
e inversible M , la boule 
entrée en M et de rayon 1

‖M−1‖
est
ontenue dans GL(d,K).3. Appli
ation : minoration d'une norme subordonnée par le rayon spe
tral.Soit A une matri
e de Md(K)(a) Montrer que si λ est un nombre (réel ou 
omplexe) véri�ant |λ| > ‖A‖ alors A− λ.Id estinversible.(b) En déduire que ρ(A) 6 ‖A‖ où ρ(A) désigne le maximum des modules des valeurs propres(réelles ou 
omplexes) de A.5 DiversExer
i
e 14. (attributs de matri
es)1. Justi�er que l'appli
ation P : Md(K) −→ Kd[X] qui asso
ie à toute matri
e M son polyn�me
ara
téristique PM , est 
ontinue.2. L'appli
ation µ : Md(K) −→ Kd[X] qui asso
ie à toute matri
e M son polyn�me minimal µM ,est-elle 
ontinue ?3. Justi�er que l'appli
ation � inverse � GL(d,K) −→ GL(d,K) : M 7−→ M−1 est 
ontinue sur

GL(d,K). 2



Exer
i
e 15. (matri
es symétriques) Sur R, on note S (resp. S+, S++) l'ensemble desmatri
es 
arrées symétriques (resp. symétriques positives, symétriques dé�nies positives) de taille d,1. Montrer que S et S+ sont des sous-ensembles fermés de Md(R).2. Montrer que S+ est l'adhéren
e de S++.Exer
i
e 16. (matri
es de rang majoré) On suppose K = R ou C.Soit r un entier naturel. Montrer que l'ensemble des matri
es de Md(K) de rang inférieur ou égal à
r est un sous-ensemble fermé de Md(K).Indi
ation : Utiliser des mineurs d'ordre r + 1 pour montrer que le 
omplémentaire de l'ensembleétudié est un ouvert.
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