Lycée La Martiniere-Monplaisir

Préparation a ’agrégation interne de mathématiques
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On note £ =]—1;1[xR, et on considére, pour tout n € N*, les applications wu,,, v,, w, : E — C
définies, pour tout (r,t) € E, par :

1 1 .
un(r,t) = "™ v, (rt) = . e w,(r,t) = ﬁrnemt.

Montrer que les séries d’applications Z Uy, Z Un Z w, , convergent simplement sur F.

n>1 n>1 n>1

On note U, V, W leurs sommes respectives.

Montrer que les séries d’applications Z Uy, , Z Un Z w, , convergent uniformément sur
n>1 n>1 n>1
toute partie compacte de E.

Calculer U(r,t) pour tout (r,t) € E.

Etablir que V est de classe C! sur E et que, pour tout (r,t) € E :

ov ov :
TE(T’ t)y=U(r,t) et E(r, t) =1iU(r,t).

Etablir, pour tout (r,t) € E :

1 rsint
V(r,t) = —=In(1l — 2rcost + r?) + iArctan ————
(r,t) 5 n( r +7r°) +iAr N
et en déduire, pour tout (r,t) € F :
=1 1 =1 int
> =r"cosnt = —=In(l —2rcost+r®) et Y —r"sinnt= Arctan L
= 2 = 1 —rcost
Montrer que, pour tout r €] —1;1]:
+oo 2r2p+1
(r,t)dt =1
/o Z (2p+1)2
et en déduire que, pour tout r €] —1;1] :
m m rsint I op2rtl
In(1 —2rcost+7*)dt =0 et /A t
/0 n( rcost 4 r°) e | Arc anl—rcost Z TR

Etablir que W est de classe C' sur E et que, pour tout (r,t) € E :

ow ow

rﬁ(r, t)y=V(r,t) et o — (1) =1V(r,1).



En déduire que, pour tout (r,t) € E :

+o00 +0o .1 t :
r rsinu
Z —r"cosnt = Z — = / Arctan ———  du
n n 0 1 —7rcosu
et
> —r'sinnt = ——/ In(1 — 2r cosu + r?) du.
—n 2 Jo

Montrer que, pour tout ¢ € R, la série Z e diverge.

n>1

1 .
Soit t € R — 27Z. Démontrer que la série d’applications Z (T — —r”emt> converge
n
n>1
uniformément sur [0;1]. (On pourra utiliser la transformation d’Abel et le critere de Cauchy
uniforme.)

cosnt sin nt
En déduire que, pour tout ¢t €]0;2n[, les séries de termes généraux et
n

convergent et que :

n

—+00 400 o3
cosnt t sin nt —t
Z = —1In (28111*) et Z _T .
= n 2 —on 2
(On pourra utiliser des résultats de la partie I.)
eint

) converge uniformément sur toute

Montrer que la série d’applications » (t —

n>1
partie compacte de |0; 27].

En déduire que, pour tout ¢ € [0;27] :

+oo 1 _ _ +00 t
Z1 Cosnt:t(27r t) ot Zsmnt:—/oln(Qsing)du.

n? 4 n?

n=1 n=1

Calculer /7r In (sin g) du.
0

X sinnt
Tracer l'allure de la courbe représentative de la fonction ¢ :t+—— @(t) = 5
n=1 "

lorsque t € [0;27]. On donne la valeur approchée : gp(g) ~ 1,01.

—+o00

Calculer, pour tout (z,y) € [0;7%, >

n=1

sin nx sin ny
n? '

Soient a, b, ¢ les longueurs des cotés d’un triangle du plan euclidien, de périmetre inférieur

, . I gin na sin nbsin ne
ou égal a m. Calculer Z .

n=1

n



Partie 111

On considere Iapplication K : [0;7]*> — R définie, pour tout (z,y) € [0;7]?, par :

K(x,y)z{

On note C 'espace vectoriel réel des applications continues de [0; 7] dans R.

Y
z(r—y) st 0<z<y<m
m

ylm—xz) st 0<y<ae<

A toute f € C, on associe Papplication T(f):[0;7] — R définie, pour tout x € R, par :

T()) = [ Kla.y)f(y) dy.

Montrer que, pour toute f € C, on a T(f) € C, que T(f) est de classe C* sur [0;7] et
que T'(f) est solution du probleme :

g"=-nf, ¢(0)=g(r) =0,
d’inconnue g.

Vérifier que I'application T : f € C — T(f) € C est linéaire. Est-elle injective? surjec-
tive?

On munit, dans cette question, l'espace vectoriel C de la norme ||.||~, définie par :
Vel [lflle= Sup [f(x)]

x€[0 ;7]

Montrer que T est linéaire continue et calculer sa norme, définie par :

rec—{oy |1flloo

Soit f € C. On note g = T(f), et on considere les applications f*, ¢* : R — R, impaires,
2m-périodiques, et coincidant respectivement avec f et g sur |0;7].

“+00 *
Etablir : Vaz € [0;7], T(f)(z) =) an(zf ) sin n,
n

n=1
1 s
ou, pour tout n € N*, b, (f*) = ;/_ f*(y) sinny dy.

(On pourra utiliser un résultat de la partie II.)

En déduire :  Vn € N, by(g*) = %bn(f*).
n

Etablir :

[uora=5 e« [Tammre =gy ed)

Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de ’endomorphisme 7" de C.
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