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Partie I

On note E = ]−1 ; 1[×R, et on considère, pour tout n ∈ N∗, les applications un, vn, wn : E −→ C
définies, pour tout (r, t) ∈ E, par :

un(r, t) = rneint, vn(r, t) =
1

n
rneint, wn(r, t) =

1

n2
rneint.

1. Montrer que les séries d’applications
∑
n>1

un ,
∑
n>1

vn ,
∑
n>1

wn , convergent simplement sur E.

On note U, V,W leurs sommes respectives.

2. Montrer que les séries d’applications
∑
n>1

un ,
∑
n>1

vn ,
∑
n>1

wn , convergent uniformément sur

toute partie compacte de E.

3.a. Calculer U(r, t) pour tout (r, t) ∈ E.

3.b. Établir que V est de classe C1 sur E et que, pour tout (r, t) ∈ E :

r
∂V

∂r
(r, t) = U(r, t) et

∂V

∂t
(r, t) = iU(r, t).

3.c. Établir, pour tout (r, t) ∈ E :

V (r, t) = −1

2
ln(1− 2r cos t+ r2) + iArctan

r sin t

1− r cos t

et en déduire, pour tout (r, t) ∈ E :

+∞∑
n=1

1

n
rn cosnt = −1

2
ln(1− 2r cos t+ r2) et

+∞∑
n=1

1

n
rn sinnt = Arctan

r sin t

1− r cos t
.

4. Montrer que, pour tout r ∈ ]− 1 ; 1[ :∫ π

0
V (r, t) dt = i

+∞∑
p=0

2r2p+1

(2p+ 1)2

et en déduire que, pour tout r ∈ ]− 1 ; 1[ :∫ π

0
ln(1− 2r cos t+ r2) dt = 0 et

∫ π

0
Arctan

r sin t

1− r cos t
dt =

+∞∑
p=0

2r2p+1

(2p+ 1)2
.

5.a. Établir que W est de classe C1 sur E et que, pour tout (r, t) ∈ E :

r
∂W

∂r
(r, t) = V (r, t) et

∂W

∂t
(r, t) = iV (r, t).
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5.b. En déduire que, pour tout (r, t) ∈ E :

+∞∑
n=1

1

n2
rn cosnt =

+∞∑
n=1

rn

n2
−
∫ t

0
Arctan

r sinu

1− r cosu
du

et
+∞∑
n=1

1

n2
rn sinnt = −1

2

∫ t

0
ln(1− 2r cosu+ r2) du.

Partie II

1. Montrer que, pour tout t ∈ R, la série
∑
n>1

eint diverge.

2.a. Soit t ∈ R − 2πZ. Démontrer que la série d’applications
∑
n>1

(
r 7−→ 1

n
rneint

)
converge

uniformément sur [0 ; 1]. (On pourra utiliser la transformation d’Abel et le critère de Cauchy
uniforme.)

2.b. En déduire que, pour tout t ∈]0 ; 2π[, les séries de termes généraux
cosnt

n
et

sinnt

n
convergent et que :

+∞∑
n=1

cosnt

n
= − ln

(
2 sin

t

2

)
et

+∞∑
n=1

sinnt

n
=
π − t

2
.

(On pourra utiliser des résultats de la partie I.)

3.a. Montrer que la série d’applications
∑
n>1

(
t 7−→ eint

n

)
converge uniformément sur toute

partie compacte de ]0 ; 2π[.

3.b. En déduire que, pour tout t ∈ [0 ; 2π] :

+∞∑
n=1

1− cosnt

n2
=
t(2π − t)

4
et

+∞∑
n=1

sinnt

n2
= −

∫ t

0
ln
(
2 sin

u

2

)
du.

3.c. Calculer
∫ π

0
ln
(

sin
u

2

)
du.

3.d. Tracer l’allure de la courbe représentative de la fonction ϕ : t 7−→ ϕ(t) =
+∞∑
n=1

sinnt

n2

lorsque t ∈ [0 ; 2π]. On donne la valeur approchée : ϕ
(π

3

)
' 1, 01.

4. Calculer, pour tout (x, y) ∈ [0 ;π]2,
+∞∑
n=1

sinnx sinny

n2
.

5. Soient a, b, c les longueurs des côtés d’un triangle du plan euclidien, de périmètre inférieur

ou égal à π. Calculer
+∞∑
n=1

sinna sinnb sinnc

n
.
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Partie III

On considère l’application K : [0 ; π]2 −→ R définie, pour tout (x, y) ∈ [0 ;π]2, par :

K(x, y) =

{
x(π − y) si 0 6 x 6 y 6 π

y(π − x) si 0 6 y 6 x 6 π.

On note C l’espace vectoriel réel des applications continues de [0 ; π] dans R.

À toute f ∈ C, on associe l’application T (f) : [0 ; π] −→ R définie, pour tout x ∈ R, par :

T (f)(x) =
∫ π

0
K(x, y)f(y) dy.

1. Montrer que, pour toute f ∈ C, on a T (f) ∈ C, que T (f) est de classe C2 sur [0 ;π] et
que T (f) est solution du problème :

g′′ = −πf, g(0) = g(π) = 0,

d’inconnue g.

2. Vérifier que l’application T : f ∈ C −→ T (f) ∈ C est linéaire. Est-elle injective? surjec-
tive?

3. On munit, dans cette question, l’espace vectoriel C de la norme ||.||∞, définie par :

∀ f ∈ C, ||f ||∞ = Sup
x∈[0 ;π]

|f(x)|.

Montrer que T est linéaire continue et calculer sa norme, définie par :

|||T ||| = Sup
f∈C−{0}

||T (f)||∞
||f ||∞

.

Soit f ∈ C. On note g = T (f), et on considère les applications f ∗, g∗ : R −→ R, impaires,
2π-périodiques, et cöıncidant respectivement avec f et g sur ]0 ;π[.

4.a. Établir : ∀x ∈ [0 ;π], T (f)(x) =
+∞∑
n=1

πbn(f ∗)

n2
sinnx,

où, pour tout n ∈ N∗, bn(f ∗) =
1

π

∫ π

−π
f ∗(y) sinny dy.

(On pourra utiliser un résultat de la partie II.)

4.b. En déduire : ∀n ∈ N∗, bn(g∗) =
π

2n2
bn(f ∗).

5. Établir :∫ π

0
(f(t))2 dt =

π

2

+∞∑
n=1

(bn(f ∗))2 et
∫ π

0
(T (f)(t))2 dt =

π3

8

+∞∑
n=1

(bn(f ∗))2

n4
.

6. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de l’endomorphisme T de C.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
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