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Corrigé de 1’épreuve du samedi 27 novembre 2010

Ona:

YV (r,t) € E, |u,(r,t)]=|r|".
Soit (r,t) € E. Comme |r| < 1, la série géométrique Z |r|™ converge. Donc, par théoréeme de majoration
n>=1
pour des séries a termes réels positifs ou nuls, la série Z |tn (1, t)| converge. Ainsi, la série Z Up(r, t)

n>1 nz=1
converge absolument, donc simplement.

De méme :

1 1
V) e By (Joalndl = " <l et fwn(rt) = I <Irl"),

et on conclut de la méme facon.

Les séries E U, E Un, E wy, convergent absolument, donc simplement, sur F
nz1 n>=1 n>1

Soit K une partie compacte de E. Comme les projections pr; et pr, sont continues, pr;(K) est un
compact de | — 1;1] et pry(K) est un compact de R. 1l existe donc p € [0;1] et (a,b) € R? tels que a < b et
que : K C[—p;p] x [a;b].
On a:

V€N, Y (rt) € K, |un(r,t)] = |rl" < p",

donc :

VneN',  Sup |uy(rt)] <p".
(rt)eK

Comme p € [0;1], la série géométrique E p" converge, et donc la série E u, converge normalement,
n>1 n>=1
donc uniformément, sur K.

De méme pour v,, et pour w,.

On conclut :

Les séries g U, E Un, g Wy, convergent uniformément sur toute partie compacte de E
n>=1 n>1 n>1

On a, pour tout (r,t) € E :

400 +o00 +oo it
n_ in it\n it\n 1 re
Ulrit) = rmei™ =3 (re™)" = =143 (re™)" = =1+ 7 = 7— .
n=1 n=1 n=0
relt
V(r,t) € E, U(r,t):ﬁ
—Tre




1) Soit t € R fixé.

1 .
e Pour tout n € N*, I'application v, (-,t) : 7 — v, (r, 1) = —r"e'™ est de classe C! sur | — 1;1[ et :
n
Vre]l—1;1] (vn(~,t))/(r) = leint,

e La série d’applications E (7‘ — r"_le‘"t> converge uniformément sur toute partie compacte de

n>1
] —1;1[, comme dans 2., I’exposant n — 1 au lieu de n ne modifiant pas le raisonnement.

e La série d’applications Z vp(+,t) converge simplement sur | — 1;1[, d’apres 1.
n>1

D’aprés le théoréme de dérivation pour une série d’applications, on conclut que V(-,t) est de classe C! sur
]—1;1[ et que :

+o0o
Vre]-1;1] (V(-,t))/(r) = Zr"_leim.
n=1

Ceci montre que o existe sur F et que :
r

v E 8V _+OO n_int __
(r,t) e E, rg(r,t)—;r e'" =U(rt).

2) Soit r €] — 1;1] fixé.
1 .
e Pour tout n € N*, 'application v, (r,-) : t = v, (r,t) = —r"e'™ est de classe C! sur R, et :
n
vVt e R, (vn(r,~))/(t) = ir"e!™ = iu,(r,t).
e La série d’applications Z iuy,(r,-) converge uniformément sur toute partie compacte de R, d’apres 2.
n>=1

e La série d’applications Z vp(r,+) converge simplement sur R, d’apres 1.
n>=1

D’apres le théoréme de dérivation pour une série d’applications, on conclut que V (r,-) est de classe C! sur R
et que :

“+o0
Vit e B, (V(r,) () = iun(rt)=iU(r1).
n=1
: Voo
Ceci montre que o existe sur F et que :
v (r,t) € E, %—‘t/(r,t) = iU(r,t).

3) Puisque chaque u, est continue sur F et que la série Z uy, converge uniformément sur toute partie
n>1

compacte de F (d’apres 2.), d’apreés le théoréme sur la continuité pour une série d’applications, on déduit

que U est continue sur F.

Puisque U est continue sur E, d’apres les résultats obtenus ci-dessus, les dérivées partielles premieres de V'
sont continues sur F (I’exposant n — 1 au lieu de n ne modifiant pas le raisonnement), et finalement V est
de classe C! sur E.

On conclut que V est de classe C! sur E et que, pour tout (r,t) € E :

raa—‘:(r, t)y=U(rt) et a—v(r, t)=1U(r,t)




D’apres a) et b), on a, pour tout (r,t) € F :

ov relt irelt(1 —re”it)
gy " = 10D = = T in i e )

ire!

t_ 2 —rsint . rcost—12

T 1 _ 2rcost+r?  1_2rcost+r? | 1 2rcosttr?
Pour r €] — 1;1] fixé, on intégre par rapport a ¢ :
bov
Y0 € B V() = Vo) + [ G
0

D’une part, d’apres une développement en série entiere du cours :

+oo  n

V(r,0) = Z % =—In(1—r).

D’autre part :

t t . ¢ 5
oV _ _
[ wan= [T [T
o Ot o 1—2rcosu+r? o 1—2rcosu+r?
Le calcul de la premiere intégrale est immédiat :
t .
- 1 t 1

/0 % du=| - 5 (1 —2rcosu+ rg)}o =~ In(1 = 2rcost +7%) + In(1 — 7).

Pour la deuxieme :
2

rCosuU—T
t 2 t 2 e —
rcosu — 1T rcosu —r 1 —rcosu
[ remert | e [ e,
0o 1—2rcosu+r o (1 —rcosu)?+r2sin“u 0 ( rsinu ) L1
1 —rcosu
rsinu
Par le changement de variable défini par v = —, on a :
1—rcosu
dv  reosu(l —rcosu) —r?sin®u  rcosu—r?
du (1 —rcosu)? (1 —rcosu)?’
et donc :
L rcosu —r? et do rsint
/—QdUZ/ ——— = Arctan —.
o 1 —2rcosu+r 0 1402 1—rcost
On conclut :
1 rsint
V(r,t)e E, V(rt)=—=In(l—2rcost+r?) + i Arctan ——————.
(r?) (r:?) 2 ( ) 1 —rcost
Comme d’autre part :
00 1 +o0 1 +o0 1
V(r,t)e E, V(rt)= —rheint — —r"cosnt + i —r" sinnt,
BOER VD=2 e =y 2

on déduit, en prenant la partie réelle et la partie imaginaire, que, pour tout (r,t) € E :

= 1 =1 rsint
Z —r"cosnt = —=In(1 — 2rcost +1%) et Z —r"sinnt = Arctan ———
—n 2 —n 1 —rcost




SOitTE}*l;l[ﬁXé.

Pour tout n € N*, application v, (r, ) est continue sur [0; 7], et la série d’applications Z v (r,+) converge

n>1

uniformément sur [0; 7], d’apres 2. On peut donc, d’apres un théoreme du cours, permuter intégrale et série,

d’ou :

/(:V(rtdt /W(Zvnrt)dt Z(/Oﬂvn(r,t)dt)_g[irneimdt

+<>on 1mgnl-&-oo o +oo
P R M-I CUEDEEEDY

puisque les termes d’indices pairs sont tous nuls.

(CDr =) R 2

=1 T 5>
n? 2 (2p+ 1)

En séparant partie réelle et partie imaginaire, on conclut que, pour tout r €] — 1;1[ :

/ In(1—2rcost +r3)dt =0 et / Arctan
0

1-—-

rsint

2p+1

_224-1

Par le méme raisonnement qu’en 3.b., on montre que W est de classe C' sur E et que, pour tout

(r,t) e E :

[5.b. | Soit r €] — 1;1] fixé.

On a, pour tout t € R :

= W(r70)+i/0 V(r,u)du

2

X K 1
= Z—+i/ (—fln(l—Qrcosu—l—rQ)—i—iArctan
n?

n=1

1—rcosu

On déduit, en séparant partie réelle et partie imaginaire :

ow ow .
rﬁ(nt):V(nt) et ﬁ(r,t): iV(rt)
¢
Wit = W)+ /O %—I/Z(r,u)du

rsinu
7> du
1—7rcosu

t
1
/Arctan rsimu du)—i—i/ —§1n(1—2rcosu+r2)du.
0

+oo

n=1

+oo

n=1

1 rsinu 1
—7r"cosnt = Arctan ——— du et —r"sinnt =
Z n2 Z / 1—rcosu Z n?

1/t
—5/ In(1 — 2r cosu + r?) du
0




Soit t € R. Puisque : Vn € N*, |e!™]| =1, la suite (e!™),cn+ ne converge pas vers 0, et donc la série
Z e'"® diverge (grossierement).
n>1

[2.a. ] e Soit r € [0;1].

Notons, pour tout n € N*, a, = — et b, =e¢'™, et, pour tout (p,q) € (N*)? tel que ¢ > p + 1,
n

q
Op,qg = E by,.

n=p+1
On a, par la transformation d’Abel :

q

g anby, = aq0p,q + E — Gpt1)0pn-

n=p+1 n=p+1
Remarquons que :
q q—p—1 q—p—1 i(g—
. ) . . 1 —ellg—p)t )
. int| _ i(p+1)t ilt| it|
=] 3 | = oo S| < |5 e < 2
n=p+1 £=0 =0
On a donc :
Do S 2 2a 2rP+1 2 1
+1
'™ < ( Z a”“) T T e S it :
WS s [L—el] [1—el| (p+1[L—e'| " [L—e'p+1

e On obtient ainsi :

4q n
r" . 2 1
Vrel0:1], Y(p,q) e (N2 (¢> 1,’ —eiml < =
ref0;1], V(p,g) e (N)’ (g=p+1), | > - ST e pd
n=p+1
Tneint
D’apres le critere de Cauchy uniforme, il en résulte que la série d’applications Z (r — ) converge
n

n>1
uniformément sur [0;1].

Soit t €]0; 27| fixé.

D’apres a. et puisque chaque application 7 — — el
n

est continue sur [0;1], la somme de cette série

d’applications est continue en 1, ¢’est-a-dire :

foo rn +oo eint
T int

D D Dl

n=1 n=1
D’autre part, d’apres 1.3.c. :
+oo g H 1

r" 1 rsint 1 sint

Z —e'™ = __1In(1 —2rcost +72) + iArctan ———— —  ——In(2 — 2cost) + i Arctan ———.
—n 2 —rcost r — 1- 2 —cost



L . . . . .. cosnt sin nt
En séparant partie réelle et partie imaginaire, il en résulte que les séries Z et Z

n
n>1 n>1
convergent et que :
+oo
cosnt 1 1 t t
Z :77111(272(:ost):fflll(élsin2 7) :fln(sinf>
n 2 2 2 2
n=1
et
X sinnt sint 2sin £ cos &
Z = Arctan ——— = Arctan —2-—2 5 2
n 1 —cost 2sin? L
n=1 2
t T t T —t
= Arctan (cotan f) = Arctan (tan (7 — 7)> =
2 2 2 2’
. T™—t c } T [
uisque — ==
prisque = 29
On conclut que, pour tout ¢ €]0; 27 :
“+o00 +oo .
cosnt t sinnt —t
Z :fln<2sin7> et Z - S
n 2 n 2
n=1 n=1

Soit K une partie compacte de ]0;2x[. Il existe a €]0; 7] tel que : K C [a;27 — a].
On a vu, dans la résolution de 2.a., que, pour tout (p,q) € (N*)? tel que ¢ > p+ 1 et tout ¢ €]0;2n( :

2 1
Sl —elt p 17

q .
‘ elnt

n
n=p+1

Il en résulte que, pour tout (p,q) € (N*)? tel que ¢ =p+1:

q int

e 2 1
Vte K, ’ < . ,
P N P
et donc :
q int
e 2 1
Sup ‘ < - .
teK nep+1 n |1—e1a|p_|_1
int
Comme T — 0,, il en résulte que la série d’applications Z (t — ) satisfait le critere de
p P —> ©

n>1
Cauchy uniforme, et on conclut :

eint
La série Z (t — ) converge uniformément sur toute partie compacte de ]0; 2.
n
n>=1

int

1) e Pour tout n € N*, 'application t — 5~ est de classe C! sur |0; 27
n

i .
e La série-dérivée Z (t — —e! "t> converge uniformément sur toute partie compacte de |0 ; 27|, d’apres 3.a.
n

n>1
eint
e La série Z (t — — ) converge simplement sur |0 ; 2.
nz=1 n
eint
D’apres le théoreme de dérivation pour une série d’applications, il s’ensuit que la somme de la série Z 2

n>=1
est de classe C! sur ]0;27[ et que I'on peut dériver terme & terme, d’ott, pour tout ¢ €]0; 27| :

d +°Oeint ) +°Oeint
(X r) =i
n=1 n=1



int

2) D’autre part, chaque application ¢ +— est continue sur [0;27] et la série d’applications

int
E (t — — ) converge normalement, donc uniformément, sur [0;27], donc sa somme est continue
n

n>=1

sur [0;27].

On a donc, pour tout ¢ € [0;27] :

= — —|—/ i du
2 2
n=1 n n=1 n 0 n=1 n
+o0 t
1 _
= ;7124—1/0(—ln(Qsing>+i(7r2u)>du
“+ o0 t t
1 _
= (2—2— (ﬂ u)du)—l/ln(Zsinf)du
e 0 2 0
En séparant partie réelle et partie imaginaire, on obtient :
Jiol—cosnt t(w—u)(j {wu uQ}t w2 (27 —t)
—_— = u = —_—— — = ——— = ——
n? 0 2 2 410 2 4 4
n=1
et finalement :
“+o00 +oo . t
1—cosnt t(2m —1t) sin nt . u
nZ::l 2 = 1 et nz::l 2= —/0 In (2s1n§) du
T u =X sinnr
D’apres b., en remplacant ¢ par m, on a : —/ In (2 sin 7> du = Z — =0,
0 2 n=1 n
. T LU T .U
d’ou : / ln(81n7>du:f7rln2+/ ln(smf>du:f7rln2.
0 2 0 2
On conclut :
/ ln<sing)du:—7rln2
O 2

+oo

. t t
D'apres b.,,ona:  Vte€]0;2n], o(t) = Z S —/ In (2 sin g) du,
0

n2
n=1
et ©(0) = p(27) = 0.

+oo . +oo .
2mn — nt t
On a, pour tout ¢t €]0; 27| : p2r —1t) = g sin(2mn — nt) 7r7”; nt) = - E San = —p(t),
n n
n=1 n=1

donc la courbe représentative de ¢ admet le point de coordonnées (m,0) pour centre de symétrie.

On a vu que ¢ est continue sur [0; 7] et de classe C* sur ]0;7]. On a, pour tout ¢t €]0;7] :
t
¢'(t) = —In (2 sin 5),

t t 1 t o7 ™
donc : ‘M) =0 < 2sin-=1 < sin-=- < —=— < {=_
onc QD() Sll’l2 Sll’l2 B 9 6 37

et on déduit aussi le signe de ¢’, ce qui permet de dresser le tableau des variations de ¢ sur [0;7].

1 t
De plus, ¢ est de classe C? sur |0;27[ et, pour tout t €]0;2n] : o'(t) = -3 cotan 2

donc la courbe admet le point (7, 0) comme point d’inflexion et on déduit le sens de la concavité.



Soit (z,y) € [0;7]%. On a, pour tout n € N* :

sin nx sin ny 1 1 1 1
2T = Ecosn(m—y) - ﬁcosn(x—i—y) = ﬁ(l —cosn(z +y)) — ﬁ(l —cosn(z —y)),

d’ot1, les séries manipulées étant convergentes :

= 2sin nrsinny <X 1 - cos n(x +y) 21— cos n(x +y)
Z n2 - Z n2 B Z n2 ‘
n=1 n=1 n=1

Si0<y<ax<m, alors x +y et z —y sont dans [0;27], d’otr, d’apres 3.b. :

+o00 . .
ZQsmnxsmny _ z+y(ﬂ__z+y) _xfy<ﬂ__xfy) — y(r — )
n? 2 2 2 2 Y '
n=1
Par roles symétriques, si 0 < z < y < 7, la somme étudiée est égale & z(m — y).
On conclut :
Ve i 1nna:51nny {x(w—y) S? 0<z<y<m
= yim—2z) si 0<y<a<m

On a, pour tout n € N* :

sinnasinnbsinne = 3 sinna(cosn(b— c) — cosn(b+ c))

1 1
= 3 sinnacosn(b—c¢) — 3 sinna cosn(b+ ¢)

1 1 1 1
Zsinn(aerfc) + Zsinn(aberc) - Zsinn(a+b+c) — Zsinn(a—bfc)
1 1 1 1
= Zsinn(aerfc) + Zsinn(chafb)Jr Zsinn(bqtcfa) — Zsinn(a+b+c).
D’apres les hypotheses, on a :

0<a<<b+ec 0<b<c+a, 0<c<a+b a+b+c<m,

donc les réels a+b—¢, c+a—b, b+c—a, a+ b+ c sont tous dans [0;7], donc les séries envisagées
convergent et on a, d’apres 2.b. :

iosinnasinnbsinnc_1(77—(a—|—b—c)+7T—(c—|—a—b)+7r—(b+c—a) _77—(a—|—b—|—c)> oo
n 4 2 2 2 2 4

n=1

On conclut que, sous les conditions de 1’énoncé :

+oo . . .

Z sinnasinnbsinne w
n T4

n=1




Partie III

e Pour tout = € [0; ], I'application y — K(z,y)f(y) est continue sur [0; 7], donc I'intégrale donnant
T(f)(z) existe.

e On a, pour tout x € [0;7] :

T(f)(x) / " K (e f(y) dy

- /y(7r—a:)f(y)dy—&-/wx(ﬂ—y)f(y)dy
0 x

(r— ) / ) dy + o / "(r— ) f(y) dy.

Puisque f est continue, les deux intégrales ci-dessus sont des fonctions de classe C'! de la variable z, donc
T(f) est de classe C* sur [0;7] et, pour tout = € [0;7] :

T

() (@) = - / "yt ) dy + (- 2)ef (@) + / (r — ) f () dy — a(r — 2) ()

x

- " yfy)dy + / (- fy) dy.
0 x

Par le méme raisonnement que plus haut, T'(f) est de classe C? sur [0; 7] et, pour tout = € [0;7] :
(T())" (@) = —2f(@) - (v —2)f(x) = —7[(2).
e Enfin, comme :
Vye[0;n], K(0,y)=K(my) =0,
ona: T(f)(0)=T(f)(x)=0.

Finalement :

T(f) est de classe C2 sur [0;7] et = (T(f))" = —nf, T(f)(0) =T(f)(x) =0

e La linéarité de T est immédiate; en effet, si @ € R et f, g € C, alors, pour tout z € [0;7] :

Taf +9)e) = [ Ka)ar+ 9@ ds= [ K +) o
- a/o’f K(z,y)f(y)dy + /0” K(z,y)g(y) dy = oT(f)(z) + T(9)(x) = (aT(f) + T(g)) (),
et donc :
T(of +9) =aT(f) +T(g).

e Soit f € Ker (T'). On a alors T(f) = 0, donc —7f = (T(f))” =0, f=0. Ceci montre Ker (T) = {0}, et
donc 'application linéaire T est injective.

e On a vu que, pour toute f € C, on a T(f)(0) = 0. Il en résulte que, par exemple, I'application constante
égale & 1 n’est pas de la forme T(f), et donc T n’est pas surjective.



On a, pour toute f € C et tout = € [0; 7], en remarquant que K est & valeurs réelles positives ou nulles :

o =| [ Kemswa] < [ Kelsoia < ([ K@)k

On calcule cette derniere intégrale :

/OﬁK(x,y)d:y:/Omy(ﬂ—x)dy—l—/:x(ﬂ—y)dy:(W—x)/ozydy+x/;(ﬂ_y)dy

T T—2T 2 i 2 .
:(Trf:zj)/ ydy+x/ Zdz:(ﬂ*x)x—+gg(ﬂ x) :7T:17(7r x)
0 0 2 2 2

7r
L’étude du trindme obtenu montre que celui-ci est maximum lorsque = = 7" On a donc :
3
™
viee, vae s, [T()@)] < Tliflle
d’ot, en prenant la borne supérieure lorsque x décrit [0; 7] :

3
Vel TPl < T lflloc:

Ceci montre que I'application T, qui est déja linéaire, est linéaire continue et que :

™
TN < =

De plus, en envisageant 'application constante égale a 1 :

Veel0;n], T / K(z,y)d (7;_%),
73
et donc ||T(1)||cc = —. Comme [|1]|oc = 1, on conclut que la borne supérieure donnant |||T||| est atteinte

en (au moins) la fonction constante égale & 1, et finalement :

3
™
i =%

Soit « € [0;7]. On a, en utilisant le résultat obtenu en I1.4. :

4 sinnz sinn
0= [ Kaus dy—/ 22 SR fy) .
0

sin nx sin ny

Il est clair que, pour tout n € N* Dapplication y +—— 2 f(y) est continue, et que la série

2
. . n
sinnx sinn
d’applications E (y — 2723/ f (y)) converge normalement, donc uniformément, sur [0; 7).
n
n>1

On peut donc, d’apres un théoreme du cours, permuter intégrale et série, d’ou :

+oo T . . +oo . T
sin na sin ny sin na .
=Y [ 2 g ay = Y 2 [ pw)sinnydy
n=170 n n=1 n 0
+oo
smnx wby ()
_ = § :

n2

sinnx.

n=1

10



Nous allons montrer, en utilisant la convergence uniforme de la série trigonométrique obtenue ci-dessus,
qu'’il s’agit de la série de Fourier de g*.
Soit p € N* fixé. On a :

+oo

by(g") = %/O T(f)(y)sinpy dy = %/O (ZM"T@sinnysinpy) dy.
n=1

o (f7)

Pour tout n € N*, I'application y —— 5 sinnysinpy est continue sur [0;7].
n

7y (f)
n2
puisque, pour tout n € N* et tout y € [0;7] :
’ b (f*)

n2

La série d’applications (y — sin ny sin py) converge normalement, donc uniformément, sur [0; 7],

o (f) _ 27| lloo
2 S 2 :
n n

sin ny sin py‘ <

D’apres un théoreme du cours, on peut permuter intégrale et série, d’ou :

+oo
. 2 why, (f* T .
bp(g™) = - E ()/0 sin ny sin py dy.

2
n
n=1

Si n # p, alors :

sin(n —p)y  sin(n + p)y1~

s T 1 1
. . du — 1 B B du = 7[ o
/0 sin ny sin py dy /0 2(cos(n )Y cos(n+p)y) y=3 p— n i .
Et,sin=p:
T . T g 71 — cos 2py 7
sinny sin py dy = sin® pydy = — dy = 5
0 0 0
On déduit :
i) = 2T )
P T p? 2 p2
On conclut :
Vn e N, b,(g9") = n2

On applique la formule de Parseval a f* et a g*, qui sont 27-périodiques et continues par morceaux :

s

21 1
CZ)—FQ;(ai—i—bi):%/ (f()* dt.

—T

On obtient ici :

12 2 17 2
32 0nr)" =1 [ G0y
c’est-a-dire :
g +oo
| @) a=53 e’

et :

1 [ 2 ) 7T . 5 1 +oo R 1 +oo ﬂg(bn(f*))Q 2 +00 (bn(f*)>2
L TR RS TSI U M) praa UM SRRl

™

c’est-a-dire :

T 9 3 +oo (bn(f*))Z
|| o) ar =3 F5

11



1) Soit (A, f) € R x C tel que : T(f) = Af et f # 0. Notons g = T(f).
On a alors, d’'une part : Vn € N*, b,(g%) = \b,(f*),

et d’autre part, d’apres 4.b. : Vn € N*, b,(g%) = %bn(f*),
n
5 N * 0 *
dou : Vn e N, ()\—ﬁ>bn(f):0.
Si (Vn eN*, £ %), alors Vn € N*, b,(f*) =0, puis, d’aprés un théoréme du cours sur les séries de
Fourier, f* =0, donc f = 0, exclu.

™
Il existe donc ng € N* tel que A = — et il est clair que ng est alors unique.
o

On déduit : Vn e N*—{ng}, b,(f*)=0.
D’apres un théoreme du cours sur les séries de Fourier, il en résulte que f* — by, (f*)sn, = 0, olt on a noté
Sny : R — R, ¢ —— sinngpt, et donc il existe 8 € R tel que :

Vte[0;x], f(t) = Bsin(ngt).

2) Réciproquement, pour tout n € N*, en notant A\ = 12 et f:]0;7] — R, t+— sin(nt), il est clair que
n
f#0et T(f) = M.

On conclut :

Sp(f):{%;neN*}, Vn € N*, SEP (f,%) = Vect (t — sinnt)
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