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INTRODUCTION

Ce travail s’'inscrit dans le cadre d’'une recherofenée sur « la transition lycée /
université ». L’étude réalisée est centrée suralyme d’'un exercice d’arithmétique dans 73
copies d’étudiants en L1 de mathématiques en 2008/2 I'université Claude Bernard (Lyon
1). Le sujet de bac de mathématiques en sérieFBathee métropolitaine de juin 2006, ou un
exercice de méme ty@erait été proposé en tant qu’exercice de spécialit@athématiques »,
sert de référence tout au long de I'étude. Onlidgtipour analyser les différences en matiere
d’autonomie entre des éléves préparant le bac@éaglsésame pour I'entrée a l'université, et
des étudiants en premiere année de licence de matilqées. Il nous permet aussi de mieux
comprendre les différences au niveau des atteetegmkeignants vis a vis des connaissances

a acqueérir et des raisonnements a fournir.

Le probleme mathématique général mis en jeu coadermésolution d’'une équation
diophantienne. L'intérét de se pencher sur un éerd’arithmétique pour observer cette
transition concerne le domaine mathématique migenEn effet, on voit au collége et en
classe de Seconde générale quelques notions switdses premiers et le PGCD mais seuls
les étudiants issus d’'une terminale S spécialitthémaatiques ont refait de I'arithmétique.
Cette partie du cours d’algebre de L1 est doncqoeeentierement nouvelle pour certains
étudiants. Dans ce domaine, le choix de travaiflar la résolution d'une eéquation
diophantienne n’est pas non plus anodin. Ce typerdbleme est cité dans le programme
officiel de la spécialité mathématiques en TS conamgication des théoremes de Bézout et
Gauss. Plus concretement, la résolution des éqsatimphantiennes apparait dans un grand
nombre de sujets de b#&cf. [1]). C’est un theme récurrent. Pour les éléves deitaienS
spécialité mathématiques, ces problemes sont coeintres classiques. Pour les autres, ce
sujet fait intervenir plusieurs notions clés dursodiarithmétique. La présentation sous forme
d'un systeme de congruence est elle aussi tresrierge parce que les congruences sont

mises en avant au niveau de la derniere modificatla programme de TS spécialité



mathématiques (BO n°4 du 30 Aodt 2001 appliqué &etdrée 2002) et parce que cette
présentation renvoie au théoreme chinois, qui alaas la suite du cursus universitaire, une
importance capitale pour I'étude de$Z/ Au regard de ces €léments, on a choisi de sépar
les étudiants suivant deux profils bien distina#os qu’ils soient détenteurs d’'un bac S

spécialité mathématiques ou d’'un autre bac.

Dans la premiéere partie de ce travail, nous présens I'analyse a priori du probléme
et les hypotheses de travail effectuées en vueadalyse effective des copies. La seconde
partie du mémoire concernera I'analyse des copieses comparerons les résultats de cette
étude avec les hypothéses de travail formuléeses3aiera alors de mettre en évidence
certains facteurs pouvant expliquer le taux d’édhes élevé en premiére année universitaire
et notamment tout ce qui concerne les problemssili@ question de I'orientation des éleves

a l'issue du bac.



PARTIE | : Analyse a priori du probleme

Dans cette partie, le but est d’analyser précisérmaesous différents angles le sujet
posé a I'examen de décembre 2006, dans le cadf&nied d’Enseignement « Maths 1 :
Algebre ». Ce travail prépare I'objet central derectude : I'analyse des copies. Nous nous
sommes appuyée sur plusieurs supports pour medrien &ette tache.

Tout d’abord, pour les connaissances transmisesigmeétique, nous avons étudié le
programme de terminale S spécialité mathématideesurs de Pierre Lavaurs, I'un des deux
professeurs en charge de I'unité d’enseignementigsite nous parlerons d’'UE) « maths 1 :
algébre » pendant 'année scolaire 2006-2007, lescd’'un éleve ayant suivi le cours de P.
Lavaurs, la fiche de travaux dirigés corresponddatpartie arithmétique de cette UE.

Ensuite, pour I'analyse mathématique, nous avoitiséuen particulier I'ouvrage de
M. Demazure[2], et nous avons mené deux entretiens informels descchercheurs en
mathématiques, MM Parmentier et Habsieger.

Enfin, nous avons mené deux entretiens avec les tegponsables de I'UE. Nous
avons donc rencontré séparément MM Pierre LavauRh#dippe Caldero, qui tous deux
avaient en charge des amphis, deux pour P. Lawaursh pour P. Caldero. Nous nous
sommes adressée a eux a la fois en tant qu'ensésgnasponsables des connaissances
transmises et en tant que concepteurs du sujeeetielir role d’« enseignant » est évoqué en
majeure partie dans la sous-partie « 1-B- Connatesatransmises en L1 ». |l s’agit d’évaluer
les différences possibles entre les différents asngthde chercher a savoir précisément ce qui
a été fait en arithmétique en L1. L’aspect « cote@pdu sujet » est détaillé dans la troisieme
sous-partie « analyse didactique ». On y trouverpagticulier le protocole opératoire élaboré
pour la préparation de ces entretiens. Les réfésencces deux entrevues seront, a chaque
fois, signalées explicitement : on indiquera leqdes deux enseignants est concerné et les

citations seront en italique.



1- Programmes d’arithmétique en Terminale S spécial  ité
mathématiques et en L1

Dans cette partie, on fait un bilan exhaustif demaissances transmises en arithmétique.

A- Connaissances transmises en Terminale Scientifiq ue spécialité
mathématiques

Dans le secondaire, on a une introduction a I'arétique en classe de troisieme avec
les notions de PGCD, de PPCM, de nombres premtedsakgorithme d’Euclide. Puis au
lycée, I'arithmétique est abordée en classe densiecgénérale avec la définition des nombres
premiers. Enfin, c’est une partie essentielle cag@mme de la spécialité mathématique en
Terminale Scientifigue. Nous allons regarder lesinaissances qu’ils ont recues en
s’appuyant sur le programme officiel de cet ensmigent de spécialité. Dans I'extrait de B.O.
qui suit, on a sélectionné uniquement ce qui seitribtéressant pour la suite de ce traveil (

Annexe Jpour I'extrait complet concernant I'enseignemeasgécialité en Terminale S)

Extrait du B.O. (aoGt 2001) |

L'arithmétique est un champ des mathématiques \resnt dont les applications récentes sont
nombreuses ; c’est un domaine au matériau élémembaccessible conduisant a des raisonnements
intéressants et formateurs. C'est un lieu natueekehsibilisation a 'algorithmique ou la nécessité
d’'étre précis impose rigueur et clarté du raisorem@m50 % du temps préconisé)

Contenus Modalités de mise en ceuvre Commentaires |
Divisibilité dans Z On fera la synthése de®On montrera [efficacité di
Division euclidienne. connaissances acquises dang lemgage des congruences.
Algorithme d’Euclide pour le | domaine au collége et en clasgen utilisera les notations|:
calcul du PGCD. de seconde. a=b(n) ou a=b(modulo n), et on
Congruences dans Z établira les compatibilités avec
Entiers premiers entre eux I'addition et la multiplication.
Toute introduction de Z/nZ est
exclue

Nombres premiers. Existence |et
unicité de la décomposition en
produit de facteurs premiers

PPCM
Théoréme de Bézout Exemples simples d’équations
Théoreme de Gauss diophantiennes




On peut déja s’intéresser au volume horaire atriblarithmétique en TS spécialité
maths. Le programme conseille au professeur deacoers50% du volume horaire disponible
a cette partie du programme. Sachant que la spédai@pose de 2 heures par semaine, cela
nous donne environ 30 heures d’arithmétique.

Au niveau du contenu de I'enseignement transmigsgeararque plusieurs choses dans
le tableau. Un accent a bel et bien été mis sucdegruences. Il est recommandé d’insister
sur l'efficacité de cet outil. Il est aussi expl@nent précisé de ne pas introduire la notion de
Z/nZ qui sera donc nouvelle pour tous les étudiadts remarque ensuite que l'algorithme
d’Euclide est étroitement lié avec la notion de boes premiers entre eux. La décomposition
en produit de facteurs premiers, qui permet ausgrduver que deux entiers sont premiers
entre eux, n'intervient qu'aprés. Les théoréme8érout et de Gauss semblent étre les deux
théoremes principaux du cours. La notion déquati@mophantiennes apparait dans le
programme, associée aux deux théoremes princifizaiie mise en valeur ajoutée au fait que
les problemes de type « résolution d’équations lthagiennes » apparaissent fréquemment
dans les sujets de bac nous permettent d’affirraes gjrand risque d’erreur que tous les
eléves de TS spécialité maths en ont rencontrésetu. P. Caldero en est bien consciekt
en plus il faut bien voir que dans I'enseignemeatspécialité en TS, ¢a c’est un gros
morceau. Quand on leur demande « qu’est-ce queaxv@isvu en plus des autres », ils disent

généralement Bézout et ce genre d’équationsske iEhinois. C'est ¢a qu'ils voient. »

B- Connaissances transmises en L1

Le temps consacré a lI'arithmétique durant ce seamesnsiste en deux cours d’amphi

et une fiche de TD soit a peu pres une dizainewdse

a) Cours

Pour cette partie, on se base sur le cours deVRwks récupéré sur le site Internet de
P. Caldero, qui a confirmé oralement suivre ce sosmr le cours photocopié de I'éléve qui
suivait I'amphi de P. Lavaurs et sur les précisidemandées lors des deux entretiens. On

rappelle que Pierre Lavaurs avait en charge deyheanPhilippe Caldero un.

On effectue tout d’abord des remarques générales st limitant pas au sujet étudié

concernant le cours transmis par les deux ensedggnan



 La relation ppcm(a,b) x pgcd(a,b)=ab est un compli sans commentaire et sans
applications et ne semble donc pas avoir réelledgninise en valeur.

* La relation de Bézout est exploitte comme un mayercalculer I'inverse d’un
elément dans les Z/nZ. 1l est instauré un lien finéisavec le groupe quotient. La relation est
aussi utilisée pour la remontée de l'algorithmeutligle. Ce dernier n'apparait qu’en lien
avec la relation de Bézout. On repére alors uneceggon privilégiée. Dans I'exemple choisi
pour illustrer cette méthode, les nombres choisig premiers entre eux ce qui est susceptible
d’engendrer des confusions dans cette relation.

» La définition des nombres premiers entre eux eanée a la suite de I'algorithme
d’Euclide et de la remontée de Bézout. Cette déimiest donnée en terme de « diviseur
commun positif égal a 1 ».

* Le théoréme de Gauss n'est pas exploité et est jndiqué a titre utilitaire pour la
démonstration de l'unicité dans la décompositiopemuits de facteurs premiers.

» On valorise la résolution dans Z/nZ et en parigculians les Z/pZ. Ainsi, dans les
guatre exemples proposés en fin de chapitre, squieimier fait appel a une résolution « type
terminale » (l'utilisation du théoreme de Gaussesdte parenthéses) mais c’est la deuxieme

résolution qui est privilégiée «tellement plus adplé a écrire » :

Exemple 1 :
Résoudre dans Z I'équation, d'inconnue

24x+5= 0 [137]
On peut traiter cet exemple avec ou sans usageél®¥Z Faisons les deux successivement,
on constatera que les énoncés simples sur lesigesprlgébriques de Z/137Z remplacent
avantageusement les techniques, il est vrai alissi aimples, d’arithmétique classique.

Premiere résolution (sans utiliser Z/137Z)
Remarquons que 137 est premier, et donc que 13¥ sint premiers entre eux ; cherchons a
écrire une identité de Bézout entre 137 et 24 ytdisant I'algorithme décrit plus haut, an
découvre que1=40x24-7x137

D’ou on déduit (par une simple multiplication pargble :5=200x 24-35x 137

Reportons cette identité dans I'équation qui devikemc :




24x +200x 24-35x137= 0 [137]

~ 24x(x+200) =0 [137]

- 137divise24x (x + 200)

= 137divisex + 200 (enutilisantlelemmedeGauss)

- x+200=0 [137]

- x=-200 [137]

- x=74[137
Deuxieme résolution (avec Z/1372)
Remarquons que 137 est premier et donc que Z/187dnecorps commutatif. Faisons tqus
les calculs dans ce corps.
L’éguation proposée se réécrit :

24xx+5=0

o 24xx=-5
- x=-5x(24)™

174

Calculons donc(2_4)_l: pour cela nous connaissons la bonne méthodére éare identité de
Bézout entre 24 et 137 a savbir 40x24-7x 137
Puis redescendre aux classes d'équivalence daBZZ/1 = 40x 24

On en conclut que I'équation proposée équivaut;q‘a::—éxﬂ)= -200=74

On effectue maintenant des remarques généralesreamt le cours photocopié de I'éleve :

» Les démonstrations sont effectuées en exercicemetséparées du cours.

» Dans I'exemple du cours cité au-dessus, la saoluiarithmétique « classique » est
décrite comme une solution a la main alors que@alec les Z/nZ est qualifiée de « solution

outillée »

En comparant ces deux cours, quelques problemegsseint. On repere trois
différences principales : la section des sous-ggeuge Z est absente du cours de I'éléve, la
présentation des Z/nZ est différente, la définitades nombres premiers entre eux est elle
aussi légerement dissemblable. Nous avons utiisédeux entretiens pour résoudre ces
problemes.

Pour la section des sous-groupes de Z, Pierre ksnsaaoonfirmé qu’il ne I'enseignait
plus« Tout a fait cette section est restée impriméesrabié n’est plus faite. Je I'ai peut-étre
faite une année ou javais le temps. Elle n'est @asgprogramme. »En revanche, Philippe
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Caldero m’assuré l'avoir faite, comme toutes leaéms« Oui, oui je I'ai faite, bien sdr,
toujours, parce que c’est vraiment la charniérerertarithmétique et la théorie des groupes.
C’est quelque chose que je fais systématiquemeniti®en plus c’est extrémement utile dans
les exercices, c’est vraiment quelque chose d’edrdent important, pour plein de raisons. »

Pour la présentation des Z/nZ, le cours de P.aless évoquait la relation
d’équivalence (congruence modulo n) tandis queolexde I'éléve définissait Z/nZ comme
étant I'ensemble des classes {0, ..., n-1}. P. Lavaualide la définition du cours de I'éléve
« jJavais une préférence pour le faire sans paider la relation d’équivalence. Je sais que
guand javais tapé le cours, j'avais fait pour menéormer aux collegues qui préféraient les
initier aux structures quotients. Cependant, il gstbable que j'ai fait comme je préfére a ce
niveau la, c'est-a-dire comme étant I'ensemble .{Q, n-1}. » Son objectif était d’éviter
d’avoir a parler de structures quotiertje pense que les structures quotient ca passe tre
mal. lls ont déja beaucoup de mal a comprendre ridations d’équivalence alors les
ensembles quotients, c’est plutdt pird®» Caldero, quant a lui, est resté fidéle a fanidi®dn
du cours« J'ai toujours fait les relations d’équivalencdkest clair que I'équivalence et le
passage au quotient sont quand méme des notioostwrnables. Le passage au quotient,
est une notion qui, une fois quon I'a dominée, estrémement féconde. Une relation
d’équivalence, ce n’est rien d’autre qu’une paditi En conséquence, je continue avec les
partitions. Je n'ai pas du tout touché a ca. Jasayé et finalement ¢ca n'a pas été
convaincant et je ne pense pas que ce soit tragardtioutre mesure pour les étudiants de
passer a la classe d’équivalence a partir du moneenon leur dit : regardez on partitionne
juste I'ensemble. »

Pour la définition des nombres premiers, le coer®dLavaurs parle de deux nombres
dont le seul diviseur commun est égal a 1, celdiadeve de deux nombres dont le PGCD est
égal a 1. Il nous a semblé intéressant de creesdétail car I'allusion plus directe au PGCD
incitera peut-étre plus les étudiants a pensal@dfithme d’Euclide pour les questions liées a
ce probléeme. Nous avons demandé des précisionsuwateuniquement dans I'entretien de P.
Lavaurs :« Je dois dire que je ne me pose méme pas la quesie que je peux dire au
tableau, c’est ce qui me passe par la téte. J'aaditableau en termes de PGCD, et peut-étre
gue trois ans avant, j'avais écrit en termes dasgirs communs sans penser qu’il pouvait y
avoir une nuance pour la compréhension mais c’egiortant de remarquer ce genre de

choses. ».
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Ces trois points ont tendance a montrer que, d&loseignant qu’ils avaient en cours,
les étudiants ont recu les mémes connaissancesdmaigniere différente. Le point le plus
important pour nous, concerne la présentation deg Zar cette notion peut intervenir dans
I'exercice considéré. Cependant nous n'opérerosdpadifférences entre les étudiants selon
'amphi ou le TD gu’ils ont suivi. En effet, nous&mons pas les moyens de le faire et méme
s'il parait vraisemblable que les points de vuel@tgs en TD influencent les étudiants, les
différences se situent essentiellement au niveda deésentation des connaissances et non au

niveau du contenu.

b) Travaux dirigés

La feuille de TD intitulée « arithmétique » com@oB0 exercices (voir annexe). Il y a
une quinzaine de groupes de TD. Nous avons ch@ealyser uniquement les exercices ou

les parties d’exercices en lien avec le sujet.

Exercice 6 :Calculer le PGCD de 48 et 210, et de 81 et 23hsDehaque cas exprimer

I'identité de Bézout.

L’exercice 6 donne deux exemples ou le PGCD ne pastl. S'il a été traité, il peut
permettre & des étudiants de bien comprendre féhtde calculer un PGCD a l'aide de

I'algorithme d’Euclide en vue de trouver une ralatde Bézout.

Exercice 7 :Soient a,b et ctrois entiers tels queaet b ne sont pas tous deux nuls. En

utilisant I'identité de Bézout, démontrer que I'é@jon ax+by=ca au moins une solutign

(x,y)0Zz2 si et seulement si PGABb) divise ¢

L’exercice 7 présente une équation diophantieneebult de I'exercice est de prouver
la condition d’existence de solutions a cette dqnaiCette question n'a pas été abordée en
cours. Cet exercice amene les étudiants a perceudime équation de ce type n'a pas
forcément de solutions. C’est ce qui constitueifférence fondamentale entre résoudre cette

éguation dans Z ou la résoudre dans
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Exercice 8 (a) Résoudre dans Z2 I'équatiéBx + 21ly= . 0
(b) Résoudre dans Z2 I'équati®@x + 21y = . 1
(c) Résoudre dans Z2 'équati@ix + 35y = .21
(d) Résoudre dans Z2 I'équati@37x + 595y = .29

L’exercice 8 traite le cas de quatre équationsithofiennes tres différentes. L'accent
est mis, a I'image de I'exercice précédent, swrdadition d’existence de solutions. On peut
imaginer que ces équations ont été résolues avibédeeme de Gauss qui, ici, nous semble
étre la méthode naturelle. Plus précisément, dgn&és coefficients sont premiers entre eux.
Rien n’incite a passer au travail avec les groupegient (ni la formulation sans congruences,
ni le choix de nombres dont aucun n’est premieé).tlhéoreme de Gauss est a privilégier,
notamment pour l'unicité du k. Dans (b), on a t@Ule solution générale de I'équation au (a),
il reste a trouver la solution particuliere. Orroetve la tache routiniére de spécialité en deux
étapes : résolution générale et solution particeliBans (c), la résolution nécessite une étape
supplémentaire : la simplification des coefficiepts 7. Dans (d), I'équation choisie n’a pas
de solutions ce qui tend a confirmer que linsistarsur les conditions d’existence a
réellement été voulue dans cet exercice.

Cet exercice montre que la résolution classiqudeminale S spécialité mathématiques a

aussi été présentée en L1, ce que confirme unxeesiees du sujet de rattrapage :

1) Montrer que les entiers 28 et 15 sont premietieecux.
2) Résoudre dans Z2 I'équati@gx+15y= . 0
3) Donner une solution de I'équati@8x +15y = . 1

4) Résoudre dans Z2 I'équati@8x +15y = . 1

Revenons en aux exercices de la feuille de TD.

Exercice 9 Résoudre le systéme suivant dans Z :

{n =13[19

n=6 [12]
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L’exercice 9 propose exactement le méme systemeeguedu sujet de baccalauréat.
C’est donc I'analogue de I'examen mais aucune nu&thie résolution n'est proposée. Cette
constatation renforce I'importance de savoir comimamt été construites les questions de

I'exercice étudié car celui du TD sur lequel il $#ens’appuyer n’est pas du tout détaillé.

Exercice 19 (a) Résoudre dans Z I'équati@Bx +2=0 [97]

Dans cette question, on refait un exemple du c@s tdéité dans le cours (premier

exemple cité préecédemme

valeur. De méme que dans I'exemple du cours, 13 et 97 m@miers entre eux, 97 est un
nombre premier. C’est une application tout a feutilaire a celle effectuée dans le cours. On
renforce la encore le lien tres fort avec le trealjébrique possible pour la résolution de ce
type d’équation.
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2- Analyse mathématique

L’exercice étudié teste les connaissances en aftihoe acquises au cours de 'UE
«maths 1: algebre ». Plus précisément, le prabl&m penchait sur la résolution d'un

systeme de deux congruences.

A- Analyse mathématique générale

Nous disposons de deux sujets issus de contexsétuiionnels trés différents. Le
premier sujet correspond a I'exercice étudié. dg’ d’un exercice d’arithmétique extrait de
'examen posé a des étudiants en premiére annéeetlee de mathématiques a I'université
Claude Bernard de Lyon, en décembre 2006. Le seeajet est tiré d'une épreuve de
mathématiques du baccalauréat session 2006, séripos® en France métropolitaine.
L'exercice considéré est celui de spécialité (cetreice differe de celui proposé aux

candidats n’ayant pas suivi la spécialité mathé&mas).

Exercice 2 de I'examen de décembre 2006.

Le but de cet exercice est de résoudre dans Zsterag de congruences suivant, d’'inconpue

n=3(7)
® {nz 0 (16)

Question 1 « montrer que 7 et 16 sont premiers entre eugckre une relation de Bézout
associee. »

Question 2 « Quel est 'ensemble des entiers relatifsfaimmultiples de 7 et de 16 ? »
Question 3 « En vous aidant de la relation de Bézout, teown entiem, multiple de 16 qu
vérifie par ailleursn, =1 [7] En déduire une solution du systeme (E). »

Question 4 « Déduire des deux questions précédentes |'dniseties solutions de (E). »
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Sujet de Baccalauréat (France métropolitaine, juirk006)

Partie A : Question de cours
1) Enoncer le théoréme de Bézout et le théorentzadiss
2) Démontrer le théoréme de Gauss en utilisattédereme de Bézout

Partie B

Il s’agit de résoudre dans Z le systéme%%)i 23 ((112))

1) Démontrer qu’il existe un couple (u,v) d’entiegdatifs tel que : 19u + 12v = 1 (On
demande pas dans cette question de donner un exdiapltel couple).

Veérifier que, pour un tel couple, le nombre N =xXLB2v + 6 x 19u est une solution de (S)
n=n, (19)

2) a- Soitn, une solution de (S), vérifier que le systéme (Ehaut a{n =n, 12)°
=Tl

b- Démontrer que le systé n=n, (19) équivaut a n=n, (12x19)
n=n, (12) ° '

3) a- Trouver un coupl@,v) solution de I'équatiori9u +12v = Et calculer la valeur de

correspondante.
b- Déterminer I'ensemble des solutions de (S) @@ utiliser la question 2)b)
4) Un entier naturel n est tel que lorsqu’on leisBvwar 12 le reste est 6 et lorsqu’on le di

par 19 le reste est 13. On divise n gaB=12x . Q@el est le reste r de cette division ?

se

Dans les deux sujets, le but est de résoudre uamsgsde deux congruences, Soit un

systeme chinois a deux équations. Dans cette padies allons donc nous pencher sur ce

théoreme, abordé a l'université de Lyon pour lanpeee fois en L3, et sur ses

démonstrations. Ni les éleves de Terminale S sltécrmathématiques, ni les étudiants de L1

ne connaissent ce théoréme. Néanmoins, sa compgiéherest indispensable pour

appréhender entiérement les raisons de la conisinudés deux problémes et bien saisir les

enjeux d'une telle étude. Il y a deux fagons ppatés d’aborder ce théoreme et de le

présenter : une approche pratique et constructivéhéoreme chinois permettant I'écriture
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explicite de solutions et une approche plus alistid@montrant I'intérét de ce théoreme en

algébre.

a) Analyse « pratique » ou « constructive » dutie chinois

En L3, I'énoncé du théoréme met en jeu la résalutfioin systéme de congruences et
la démonstration proposée se base sur une appoociseructive qui permet d’obtenir une
solution explicite du probleme. On retrouve danstecalémonstration deux théorémes
fondamentaux d’arithmétique : le théoréme de Bégdans la partie qui démontre I'existence
de solutions) et le théoréme de Gauss (dans lee padntrant I'unicité modulo le produit des

m).

Enoncé du théoréme chinois :

Soientm, ,...,m, desentiersstrictemenpositifs,deuxadeuxpremiesentreeuxetsoienta, ,...,a, 0Z.
Alorslesystemasuivantadmetdessolutions

x=a,[m]
x=a,[m,]

x=a[m]
Deplus, six et x' sontdeuxsolutionsalorsx = x'[m,...m |

Passons maintenant a la démonstration de ce théoréem

Pour cette démonstration, on a besoin de deux lsmme

Lemmel: Si m,,...,m sont toupremiersaavecn alorsm,...m On=1

Démonstration du lemme 1 :

On appliqgue Bézoutam +bn= 1

Par multiplication, on obtient(:ai...ar )x m,...m. +Bn=1 ce qui démontre le lemme.

Lemme2 : Soientm,,...,m desentiersleuxadeuxpremiergntreeux.Si m /n pouri =1...,r
alors m...m /n
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Démonstration du lemme 2 :

On effectue une récurrence sue 1

r =1 clair

Onsupposenaintenanguel’ hypothéselerécurrencest vraigourr —1
n=m...m_q

Onappliqude théoremeleGaussm, /n et m...m._, Om =1doncm /q
Ainsi m...m /n

On peut maintenant passer a la démonstration duethi® proprement dite.

Existence :

SoitM =m,...m, et M, =M /m pourl<i<n
Alors m OM, =1
[c, telque M, x¢, =1 [m]

n
Posonsx, =Y a,M,c,

k=1
X, =aM.c [m]
X, =3, [m]

Unicité :

Soitx unesolutiordusystéeme

Alors X=X, [m]

Doncx=x, [ml...rm] d'apréselemme2 c'est-a- direqu'il n'y aqu'uneseulesolutiormodulo

m...m,

On voit donc que cette démonstration permet erufatrésolution explicite du systeme.

En effet, la solution générale du systeme est dopaéx = Za1. M.c [M]
i=1

Cette approche sert de base aux deux sujets cogsidar elle ne fait intervenir que des

théoremes abordés en spécialité maths ou en Lloa smthéoreme de Bézout et le théoréme

de Gauss et elle permet de répondre a la questiomadiiére satisfaisante au regard du niveau

de difficulté et d’efficacité.
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b) Approche « abstraite » ou « implicite »

Dans la suite du cursus universitaire, et notamreanil, on le présente sous une
forme plus abstraite faisant intervenir la notidisa@morphisme. Ici, c’est plut6t la notion de
décomposition en produit de facteurs premiers mpervient. La démonstration ne fournit pas

de solutions explicitement.

Enoncé du théoreme :

ZInZ - ZImzZxxZ/mZ
m [m’] estbijectif , nON

L"homomorprsmeg :{ y [n] O x [ml] « Im

Passons maintenant a la démonstration de ce théorém

Unicité (c'est-a-dire le fait que I'application siijective) :

On fait la méme démonstration que celle effectuéer ga premiere présentation de |ce
théoreme.

Existence (c'est-a-dire le fait que I'applicatiait surjective) :

On raisonne sur les cardinaux des deux ensemblesdénés. Ces deux ensembles ont le
méme nombre d’éléments, ce qui, rajouté a I'inyé&idu morphisme, assure la bijectivité |de

I'application.

Cette présentation n’est pas accessible a desaatadile L1 et ne permet pas de
résoudre les deux exercices considérés dans cailtr&n revanche, elle est tout a fait
essentielle pour comprendre I'intérét de ce théeremalgebre et en théorie des nombres, et

plus généralement son intérét mathématique pouétdesants et pour des chercheurs.

Pour mieux approfondir ce point, deux entretierfsrinels avec des chercheurs en
mathématiques, Serge Parmentier, spécialisé ermralggéométrie et logique et Laurent
Habsieger, spécialisé en théorie des nombrest@miénés.

M Parmentier a surtout voulu insister sur une igedlustre ce théoreme. Selon lui,
une partie de l'algébre consiste a simplifier |#ud’'un élément en le cassant en des petits
éléments plus simples ou mieux connus, I'exemplells parlant étant celui de I'espace

vectoriel et de sa base. C’est, selon lui, ce gndrce théoreme intéressant car il permet de
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restreindre I'étude d’'un BZ a I'étude des Zp,“ Z que I'on connait mieux en général (les

p,” sont les nombres premiers qui apparaissent dadédamposition d@& en produit de

facteurs premiers).

M Habsieger a lui aussi pointé I'importance deisemorphisme. Cette décomposition
a de nombreuses applications dans le domaine touéhda théorie des nombres et en
particulier en cryptographie. M Habsieger a illésses propos en me citant le systéeme de

codage RSA et en m’expliquant brievement le concept

B- Analyse mathématique du probléme en jeu

Le probleme mathématique général mis en jeu essslalution d’'un systeme chinois a

deux équations. Ce probleme se raméne en faitésddution d’une équation diophantienne.

a) Remarques générales

Tout d’abord, on constate que la construction @gelfcice du sujet de bac semble
s’appuyer sur la démonstration, que nous avonggeiament qualifiée de constructive, du
théoreme chinois. La question 1 est tres révétatde cette intention car le N que l'on
propose, sans aucune justification, suit exactemanformule qui découle de cette

démonstration:

n=a, (m) ,
Si J0m alors n=Y aM, (M) ouM =m lin, M, =M/m, M,c =1(M)
v (m)

La suite du sujet de bac confirme cette idée. leerje la question 1 est de démontrer les
résultats qui seront utiles lors de la partie exise et construction de solutions. On prouve,
dans la question 2, l'unicité a la congruence pEgdin, la question 3 montre I'existence en

construisant des solutions a 'aide de la question

Dans le sujet universitaire, en revanche, les netid@ mettre en jeu sont identiques

mais les méthodes de résolution choisies sont urdifiérentes. Ainsi, la partie existence est,
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par exemple, séparée en deux par la questionwsucité. Ce sujet offre aussi la possibilité a
I'étudiant de transformer un travail classique famétique pur en un travail plus algébrique
sur Z/pZ. Enfin, ce sujet s’inscrit dans un phénoenassez marginal dans le secondaire (peu
exploité bien que présent) mais omniprésent damsé&ignement supérieur : le phénomeéne de
linéarité. Le but des concepteurs du sujet étapgader un probleme insistant sur I'importance
du phénomeéne de linéarité en mathématiques etcellast réellement dans ce cadre de
travail, ce qu'explique P. Calderoon va utiliser quelque chose qui est généraluit gu’ils

ont déja vu, c’est ce phénomene de linéarité quoemiprésent dans les mathématiques. Et
la dans ce cas la, le but de cet acheminement dblgme c’est un parallélisme avec
I'équation différentielle linéaire, la résolution'd@juation linéaire, de systéme linéaire dans
un corps quelconque, pourguoi pas dans Rieus verrons par la suite comment cette volonté

forte s’est traduite lors de I'élaboration des ques.

De maniere plus précise, les principales notiomsthématiques associées a ce
probléme sont le théoreme de Bézout, le théorentgadss et I'algorithme d’Euclide.

b) Concernant le théoreme de Bézout

On retrouve ce théoréme dans les deux sujets. @rartle de l'appliquer dans la
guestion 1) du sujet de bac apres l'avoir fait @eoret utiliser dans les questions de cours.
Puis, dans la question 3)a), il faut trouver untutimn a I'équation de Bézout. Dans la
premiere question du sujet universitaire, on deraacdirement d’écrire une relation de

Bézout. Dans les deux cas, aucune méthode n’astrps&e pour trouver cette relation.

c) Concernant le théoreme de Gauss

La question 2)b) du sujet de bac se construit ¢éistlement autour du théoreme de
Gauss qui apparait vraiment comme une clé de ocefciee. Dans cette question, son
application est presque incontournable pour desspé&cialité maths afin de démontrer
correctement I'équivalence proposée. On peut remesirque ce théoreme est déja mis en
relief par les questions de cours ou il s’agit’dadncer puis de le démontrer.

En revanche, le théoréme de Gauss n’est pas imdigble pour résoudre I'exercice du

sujet universitaire. On peut bien sar l'utiliserupaésoudre la question 2 mais il parait plus
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simple de répondre a cette question a I'aide duNPR@h peut aussi s’en servir a la question
3 mais la encore une méthode ne l'utilisant pagessible. Cette méthode met en relief un
lien fort avec l'algébre et le travail dans les Z/fLes questions permettent vraiment de la
suivre. On peut donc, si on veut, échapper totaie@ee théoreme. On verra dans la suite de
notre analyse qu’il faudra alors calculer l'inverden élément dans Z/7Z en utilisant la
relation de Bézout précédemment trouvée (c’estdthade de la solution outillée du cours de
P. Lavaurs).

d) Concernant l'algorithme d’Euclide

Cet algorithme n’est cité dans aucun des sujetseizanche, dans les deux sujets, il
peut permettre de prouver que les nombres en jaupsemiers (questions 1) des deux sujets)
puis il peut étre «remonté » afin de trouver umpte solution de I'équation de Bézout
(question 3)a) du sujet de bac et question 1) ¢kt smiversitaire). La premiere utilisation de
ce théoreme ne constitue pas la seule méthodebpgsiur prouver que deux nombres sont
premiers entre eux mais, comme l'algorithme dewaodite facon étre explicité pour avoir la

relation de Bézout, il constitue tout de méme ug¢hiwde plutét judicieuse dans ce contexte.
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3- Analyse didactique du sujet

Nous allons maintenant nous intéresser a plusgspscts du sujet étudié : choix du
domaine mathématique mis en jeu et du probléme gasg ce cadre, construction effective
du sujet, méthodes de résolution possibles. Orvérauces méthodes de résolution possibles
détaillées dans I'annexe « Résolution linéaire ibi@me »cf. Annexe 2)

Toutefois, nous allons en premier lieu décrire fetgrole opératoire mis en place dans le
cadre des deux entretiens.

A- Préparation des deux entretiens

Nous nous limiterons ici ala fonction « concepsedu sujet ». En effet, le role
d’'« enseignants » a déja été évoqué et n'a passiéeain gros travail de préparation, étant
donné qu’il s’agissait simplement de faire des s\@e point sur les connaissances transmises

et sur les différences susceptibles d'y avoir elesdrois amphis.

a) Du point de vue pratique

Tout d'abord, nous avons choisi de mener séparémenx entretiens et non un
unique avec les deux enseignants concernés. Onepeaimsi a chacun de parler plus
librement et de ne pas étre influencé par les gle I'autre. Nous avons aussi décidé,
apres l'accord des deux enseignants concernésredistrer les entretiens a l'aide d’un
dictaphone numérique. Cela nous a permis d’évitetravail fastidieux et approximatif de
prise de notes puis, par la suite, nous avons ploretranscrire les conversations obtenues et
y avoir acces dans leur intégralitd. (Annexe 3)Les entretiens se découpent en quatre parties
gue nous avions indiquées aux deux enseignantsutiamsil. Nous avions aussi mis le sujet
de bac en fichier joint. Au début des entretien€C&dero et P. Lavaurs connaissent le cadre
de travail dans lequel nous nous inscrivons. Igestque je viens les voir en tant que
concepteurs du sujet et que l'entretien sera décauivant les quatre parties : choix du
domaine mathématique, choix de l'application daesdomaine, construction globale des
guestions, analyse locale du sujet propose.

Nous nous sommes d’abord entretenue avec P. Cahlescavec P. Lavaurs. A lissue du

premier entretien, nous avons décidé de gardemmiésies questions pour le deuxiéme
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entretien. De cette maniere, le fait que nous soysns entretenue avec P. Caldero puis avec

P. Lavaurs n’avait aucune incidence sur nos eatrsti

b) Contenu des entretiens

Les entretiens sont divisés en quatre grandespatéja citées que I'on peut regrouper

deux par deux.

Les deux premieres concernent le choix du sujeusNo’avions formulé aucune
hypothése pour ces deux parties.
Dans un premier temps, on s’intéresse au choikadéhmeétique qui constituait une part
importante de I'examen de cette UE (deux exerccesjuatre). Le but de cette partie est de
chercher a savoir deux choses.
Premiérement, on veut savoir quel est l'intérét cde domaine mathématique pour des
enseignants chercheurs :
» Est-ce que l'arithmétique est un domaine qu'ilgejot formateur, essentiel dans un cursus
universitaire ?
* Quelle vision de 'arithmétique ont-ils personeeatient ?
* Que connaissent-ils des notions d’arithmétique ppogramme dans le secondaire ?
Deuxiémement, on se demande quel est I'intéréeddmaine pour des étudiants de L1 :
* Permet-il d’acquérir des mécanismes de réflexiohi@e-t-il les étudiants a mieux
appréhender les différents types de raisonnement ?
» Est-ce un domaine facile d’acces, compréhensidtdgplus grand nombre, adapté a leur
niveau ?
Dans un deuxiéme temps, on s’interroge sur le cheiXaire travailler des étudiants sur la
résolution de ce systeme de deux congruencescapph simple du théoreme chinois.
» Ont-ils choisi consciemment de mettre en valeuthéoreme qui sera capital dans la suite
du cursus universitaire ?
» Qu’est-ce qui a guidé ce choix de sujet ? La v@ale faire un pont entre I'arithmétique et
les groupes ? Le fait que ce probleme fasse interv@usieurs notions clés du cours
d’arithmétique (Bézout, nombres premiers entre etsynthétise donc assez bien cette partie
du cours d'algébre ? La volonté de donner de lirtgpe aux congruences a l'image du

nouveau programme de TS spécialité mathématiques ?
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Les deux dernieres parties ont un but bien difterieans celles-ci, on cherche a comprendre
comment le sujet a été construit, premiérement deiéne globale et deuxiemement de
maniére plus précise. Nous avions déja réfleclesadeux questions et avions formulées des
hypothéses. Ces parties nous permettent d’accédeoiat de vue du concepteur, d’avoir un
autre regard sur I'étude menée.

Dans un premier temps, on s’interroge sur la canstm globale du sujet.

Dans un second temps, on s'intéresse a I'analyseguécise des questions du sujet.

Nous préciserons les points traités au cours de pattie de I'entretien pendant I'analyse des

guestions et au cours de I'élaboration des grilles.

Dans la suite, nous allons analyser et prendreoampte les réponses a ces différentes
guestions. Dans la partie qui suit, on détaillers léponses obtenues aux deux premieres
parties de I'entretien. Cette partie ne fera irgaiv que les résultats de ces deux démarches
auprés de MM Lavaurs et Caldero. Les réponses obsedans les deux derniéres parties ne

seront pas traitées de la méme maniere, nous gne@nans.

B- Choix du sujet

Cette partie se consacre donc aux réponses dev&urseet de P. Caldero aux deux

premiéeres parties des entretiens.

a) Choix du domaine : I'arithmétique

Dans ce paragraphe, on s’intéresse aux deux gonesligja évoquées : quel est pour
des enseignants-chercheurs en mathématiques &irdérce domaine mathématique précis et

guel est I'intérét pour eux de tester les connaisss en arithmétique des étudiants de L1 ?

Concernant l'arithmétique, les deux enseignantsC&ldero et P. Lavaurs ont des
idées bien différentes.

Pour Philippe Caldero, il est important d’enseignapidement l'arithmétique aux
étudiants. Il voit & cela plusieurs raisons. Paoyril ne serait pas cohérent de créer un cursus

universitaire algébrique sans parler d’arithmétiqae « les méthodes de l'algebre ont été
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développées, en tout cas beaucoup d’entre ellas, gauvoir faire de I'arithmétique»C’est
donc un choix logique, en accord avec la suite sus universitaire proposé a Lyork 1A
partir du moment ou on fait un cursus algébriquid¢aiit savoir le défendre et ces problemes
d’arithmétique, ainsi que les problémes de diagmadion, sont les deux problémes types, qui
justifient qu’on ait besoin de bases algébriquedl| trouve aussi une raison plus subjective et
plus personnelle a la transmission des connaissata®s ce domaineil faut habituer les
gens assez tbt aux problemes d’arithmétique pamoe lgs nombres c’est extrémement
primitif, c’est un plaisir qui nous relie a I'enfas. Il y a des gens qui aiment les nombres et
compter c’est une fagcon de comprendre. »

Pierre Lavaurs, en revanche, a un avis contrairasyuestion et estime qu’il n’est pas
nécessaire de I'aborder des lad 4 titre personnel, je ne suis pas convaincu dalildrait la
faire si tot. [...] je pense qu’on leur répéte le neépoint de vue qu’en terminale Bour lui,
l'intérét des raisonnements en jeu ne semble passléapoids par rapport a I'application d’'un
programme « On fait de l'arithmétique par une sorte de repwotion des programmes a
l'identique. L’'arithmétique est dans le premier sstne parce qu'il y avait des gens qui

tenaient a ce qu’elle soit au premier semestre. »

La derniére question posée, dans cette partieetdrétien concernait I'arithmétique
dans le secondaire et avait pour but de savoesideux enseignants avaient conscience que
les étudiants n’en avaient pas forcément fait beapi@vant. La encore, les réponses sont trés
différentes.

Pierre Lavaurs semblait connaitre les connaissaaggsrogramme en arithmétique
« Je crois gu’on fait a peu prés la méme chosefddra peu pres la méme chose avec Z/nZ
en plus, c’'est ca lI'idée que je m’en faismais ignorer que la TS spécialité mathématiques
était la seule classe concernée par cet enseigrerdéaccord, il y a des gens pour qui c’est
nouveau... »

En revanche Philippe Caldero apparait comme bifemne : « Oui, oui, j'ai été prof
pendant 12 ans dans le secondaire. Le second&repnpnais bien. J'ai suivi tout ce cursus.
Je me rends bien compte de leurs difficultés. Qiegtuc que je connais bien. Chaque année,
je leur demande s’ils ont fait ou pas une spéail. Et c’est vrai qu'on est obligé de faire
avec un tronc commun en se disant que s'ils ontléaspécialisation ¢a leur rajoutera

guelgue chose. »
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b) Choix du sujet : la résolution d’'une équatiooptiantienne

Ici, nous avons cherché a comprendre les raisongraj@ser, dans le domaine de
I'arithmétique, la résolution d’'une équation dioptianne, qui, présentée sous cette forme
faisait référence au théoréme chinois. Avant detéresser aux réponses des deux
enseignants, nous avions aussi eu l'avis de Seagaddtier qui avait en charge un TD et
avait corrigé une partie des copies de I'exameavdiit paru assez en accord avec notre idée,
consistant a dire que ce pouvait étre une bonmeduttion a ce théoreme et un moyen de
I'avoir déja appréhendé une fois.

Pour Philippe Caldero, il y a surtout I'intérét im@matique du probléme posé qui
entre en jek Le lemme chinois, qui est un lemme qui est 8U0°s&cle, je ne sais pas, je dis
12éme siecle comme ¢a, mais un truc trés ancier daiment des trucs qui correspondent
a des besoins beaucoup plus primitifs que ceuwotte société de maintenant. Ca me parait
étre des beaux problémes. Montrer que des chossisadbs, comme Lagrange ou le petit
théoreme de Fermat, permettent de résoudre cedigugsje trouve ¢a bien. Donc voila
pourquoi ces questions. Je suis plus convaincuceartrucs la que par des problémes du
style montrer que f est injective. Il faut bien sérifier s’ils ont bien compris les nouvelles
notions mais il faut toujours les relier aux proiés principaux : on a des restes de division,
c’est un probléme inverse par rapport a un problégnéls avaient avant. Maintenant ils ont
des restes et il faut qu’il trouve n. C’est finalm un chemin qu’ils connaissent bienlb
inscrit le choix du sujet dans lhistoire des matléques générale et dans le passé
mathématique des étudiantd.’équation diophantienne, c’est une fagcon de ,dpeur moi,
dans votre passé vous avez écrit des équationsoites] ax+by=c, et la, on tombe devant un
probleme qui est typiqgue en mathématiques, orfaedét sur R, donc on a une droite et il faut
chercher les points entiers et aussi, généralemestpoints rationnels. Ca vise a ce type de
probléme qui améne encore a des probléemes algésjgudes problémes d’entiers. Donc on
fait un lien avec ce bon vieux probléme : on a drate et on cherche des points entiers sur
une droite. »Enfin, il prend en compte I'importance qu’a ufesw’examen a l'université par
rapport au contexte institutionnelJe veux leur poser un probléme intéressant,’ds font
pas beaucoup, ils ne font méme pas de devoirs nwifle vont réfléchir a ce probleme, ils
liront la correction, des gens de I'année d’aprésiatéresseront, ils se demanderont ce qu'il
y a eu, ils chercheront a le faire etc. Donc c’esportant de mettre des exercices un peu

intéressants »
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Pour Pierre Lavaurs, I'exercice sert a valoriserdeail des étudiants Honnétement,
ca fait partie des exercices, si on voulait étraique, qui sont faits pour donner des points a
'examen. Quand on prépare I'examen, on sait gesefcice traditionnel d’arithmétique
autour de Bézout, est I'exercice qui permet auxsgeui travaillent normalement et qui
révisent un minimum a la maison, d'éviter la catghe. Donc, c’est un exercice dont le
principal intérét est d'étre stéréotypé. L'idée stede faire I'exercice ou quelqu’un qui
travaille a les points. C'est ¢a la logique : c’edevaluer le travail, de vérifier qu’ils ont
travaillé plutét que de vérifier gu’ils savent desthématiques.>H diverge aussi sur la vision
de P. Caldero sur I'importance d’'un sujet d’examelh faut aussi voir que ce n’est pas
solennel d’écrire un sujet d’examen. Il y a beaycde décorum autour des examens avec les
amphis, les listes d’appel mais du point de vuerirg, un examen ressemble plus & une

interrogation en terminale qu’a quelque chose dersel. C’est un sujet parmi d’autres. »

C- Analyse globale des questions et de leur enchain  ement

Ici, on inclura les résultats de la seconde patéise entretiens menés avec les deux
enseignants. llIs nous apporteront une vision diffts et enrichiront notre étude sans
remplacer I'analyse que nous avions menée avalesdencontrer.

Avant de mener ces deux entretiens, nous pensioesMM Lavaurs et Caldero
avaient congu le sujet ensemble mais il s’est agaeéc’est P. Caldero qui avait en charge la
partie arithmétique du probléme On s’était partage le travail, les exercices dtlamétique,
c’est Philippe Caldero qui les a écritspsécise P. Lavaurs. Dans toute cette partie, dienae
référence quasiment qu'a l'entretien eu avec RbelipCaldero, Pierre Lavaurs ayant
seulement assuré la relecture globale du sujebnidéere, pour sa part, que la construction
du sujet repose sur la volonté de proposer un meeproche de ce qui a été fait en TD
« Comment on construit ? On prend les feuilles de € on fait un exercice qui est
absolument assimilable aux exercices posés dafelie de TD, en recollant des questions
qui ont été posées dans des exercices différerst @Gaiment veiller a ce que I'exercice soit
absolument semblable a quelgue chose qui existesigjla feuille qui a été traitée en TD

dans tous les groupes. »
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a) Choix de la présentation sous forme d'un systédee
congruences

Il nous a semblé essentiel de chercher a savongpoule sujet proposé préférait, a la
forme de présentation plus classique d’'une équatiophantienne (sous la forme d'une
éguation de droite ax+by=c), le systeme de deugr@mces.

Plusieurs hypotheses justifiant ce choix sont emeables. Premierement, cette
présentation permet, a I'image du programme de pE8ialité mathématiques, de mettre en
valeur I'outil « congruences (ef. Annexe 1)Deuxiemement, cette forme illustre le lien entre
I'arithmétique et le travail algébrique dans lesaZ/Elle le rend trés visible. Troisiemement,
elle permet d’inscrire ce probleme dans le cadreégg du phénoméne de linéarité. Ainsi le
but profond de P. Caldero était vraiment de créelian tres fort avec la notion de linéarité
« c’est cette notion qu’ils doivent avoir, qu'unertaine partie des mathématiques se suffit de
la linéarité. Une fois qu’on a compris un certaiombre de petites choses de la linéarité,
apres on les retrouve dans des domaines aussiraiife que I'analyse, les équations
différentielles. »ll ne se reconnait pas dans I'hypothése concetaardlonté de valoriser le
travail algébrique< Ce n’est pas du tout comme c¢a que j'ai pensé Getait pu étre pensé
comme ¢a mais cela n'était pas mon idée. Je croes lgdée directrice se centre dans la
théorie générale de la linéarité. Méme si les intentions du concepteur du sujeieidta
différentes, I'importance qui a été mise, dansders au moins, sur le lien entre la résolution
d’équation sous forme de congruence et le travaikdes Z/pZ aura probablement un impact
sur la maniére qu’auront les étudiants d’abordesuget. Enfin, cette présentation permet
d’extraire le probleme d’un contexte géométriqueacgtrisé par la présentation sous la forme
d’'une équation de droite ce que valide P. Caldarssdin mail visant a compléter I'entretien.
« Je voulais juste apporter une précision sur Bhs de résoudre le probleme des restes
chinois. Il y a deux facons de faire instructivda linéarité avec la solution particuliére et
générale et la facon plus géométrique avec la nexttee des points entiers d’'une droite
d’équation ax+by=c. Une droite est donnée par unnp@t un vecteur directeur. Le point
correspond a la solution particuliere donnée paaldiorithme d’Euclide et sa relation de
Bézout, le vecteur directeur est donné par (-b,Mgis alors que dans R tous les vecteurs
directeurs se valent, dans Z, qui n’est plus umpsanais un anneau principal, il n’y a, au
signe pres, qu’un vecteur minimal qui fournit tdes points entiers de la droite a partir d’un

point particulier.»
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b) Enchainement des questions

A la lecture du sujet, on se rend compte que lagraxistence est séparée en deux par
la question sur l'unicité. Cette question est wtagnt indépendante de la question 1) et de la
guestion 3) et il nous semblait plus logique denkdtre apres la question 3) pour faire le lien
entre les deux questions touchant a I'existenéel@iconstruction des solutions du systeme.

P. Caldero a éclairci ce point en distinguant digprs de questions. Pour lui, les deux
premieres questions sont des applications direliiesours qui permettent aux étudiants qui
ont travaillé d’avoir des points a I'exerciede 1) c’est vraiment une relation de Bézout, bien
sOr, parce qu'ils ont vu la relation de Bézout, gat leur donne des points. Ce qui est
important est de mettre une premiére question ®sdront a l'aise, et ou ils savent qu’ils
vont avoir des points. » et « Le 1) et le 2) saatiguement des questions de cours. Donc le
1), je veux gu’ils sachent le faire parce que jerlai dit « faut savoir le faire ». Le 2), c’est
une pure application du lemme de Gauss ou sans rpértex de Gauss, on peut parler juste
de PPCM. »Les deux dernieres questions lui permettenk dipartager ceux qui ont lu le
cours, qui ont essayé d’apprendre, de ceux quicenpetit plus de savoir-faire Puis les
guestions 3) et 4) vont ensemble parce qu’'ellesadelent plus de réflexion et de savoir-faire
gue les deux premiéres. L'idée directrice restenquaéme d’inscrire ce probleme dans le
cadre du phénomeéne de linéaritéDans la linéarité, on cherche en quelque sorte lolses,
méme si les bases, ils n’en sont pas encore laguieind on va chercher des solutions de n est
congru an,et n congru am, modulo des nombres, on va se ramener, en faitsalutions
(1,0) et (0,1) et ensuite, on fera une Z-linéapiéd rapport a ces solutions la. C’est ¢a l'idée
méme si la pour la solution n=0, dans un certaimad® on va devoir utiliser un déterminant,
et la on utilise Gauss. Bien sir les techniguesngkat. « Quel est 'ensemble des entiers
relatifs a la fois multiples de 7 et de 16 » seke@r faire résoudre le cas 0 qui va donc étre la
solution générale. Alors, je propose une métho@el) c’est Bézout. Aprés le 2), c’est bien
shr le lemme de Gauss, et en parallele, on a dg&jaolution pour (0,0), la solution de

I'équation générale associée sans second membresAgpouver un entien, multiple de 16
qui vérifie par ailleursn, congru a 1, c’est I'idée de la base (1,0) finalem&i on avait plus

de temps, évidemment, jaurais fait un truc un p&us gros que 3, 0, et jaurais fait une
guestion pour la solution du membre de droite €géil,0), et pour le membre de gauche égal

(0,1) pour gu’ensuite ils fassent une combinaisogdire des deux, afin de leur montrer :
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« regardez, vous étes devant un probleme de typsite ». Cela rappelle I'algébre

linéaire. »

D- Elaboration d’'une grille d’analyse pour I'étude des copies

a) Construction plus précise des questions

Dans cette partie, deux questions dominent : |&xatho coefficient O et la formulation
trées vague de la question 4. Cette question demamdgos effort de synthése de la part de
I'étudiant et se différencie vraiment des troisresitpar I'absence d’indications précises pour
permettre sa résolution. Ces deux points ont aii&srau cours de I'entretien avec P. Caldero.

Dés le départ, le choix du 0 nous est apparu $sigif Plusieurs raisons sont
susceptibles d’éclairer ce choix. Une premiéreoraisst en accord avec notre hypothese
concernant la mise en valeur du travail algébrideechoix du zéro prend son sens dans le
fait que sans ce choix, cette méthode de résoludars les Z/pZ n'est pas sérieusement
envisageable. Elle est possible mais compliquéeneins efficace que [Iutilisation du
théoréme de Gauss. La position du O est elle aussiale car 7 est premier, a la différence de
16, ce qui permet directement le travail dans [EZZén se ramenant & une congruence de
méme forme que celle que I'on trouve dans le preexemple du cours et dans I'exercice 19
guestion a) du TD. La deuxiéme raison s’inscritdencadre de la linéarité. Pour P. Caldero,
cette volonté de faire un paralléle avec la lirtéase traduit clairement dans ce choix de
coefficient nul« Si je veux garder I'objectif de la linéarité, giis obligé de poser les
guestions (1,0) et (0,1) mais ce sont deux questiethondantes et on n’a que deux heures. Je
n’ai pas envie de perdre des points sur un truct glsais que si il ne sait pas faire I'un, il ne
sait pas faire l'autre. En conséquent, il me senttdaffisant de mettre (3,0) et cela me
permettait d’étre optimal entre un exercice inté&a@s mélant I'arithmétique et la linéarité et
toutes les notions. Je veux que chaque questibnesabilisée. »

La question 4) est celle qui différencie le plussiget de baccalauréat, du sujet
universitaire car elle demande de faire le liencdes questions précédentes pour ne pas tout
redémontrer, et de synthétiser les résultats obtelAu Caldero le sait Donc ca c’est le
niveau supérieur de I'exercice pour voir un peu tesilleurs parce que Ia, il n'y en a plus

beaucoup qui restent, méme si c’est tres facile. »
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b) Elaboration d’une grille d’analyse

Dans cette partie, on va essayer, a travers ulgsanarécise de chaque question
d’élaborer une grille d'analyse des copies perméetia synthétiser I'ensemble des résultats
obtenus ici et tous les renseignements collectés léa parties précédentes afin de nous aider
a résoudre notre problématique initiale. Nous awabrassi de conserver pour le moment
I'ordre des questions proposées méme si nousdesugerons de maniére différente dans les

grilles d’analyse.

Question 1: « montrer que 7 et 16 sont premiersrerdgux, et écrire une relation de
Bézout associée. »

Dans cette premiére question, 3 méthodes sontipesgiour montrer que 7 et 16 sont
premiers entre eucf. Annexe 2)

On peut utiliser la décomposition en produit detdacs premiers, un argument du
style : 7 et premier et 7 ne divise pas 16 ou entalgorithme d’Euclide. On peut penser que
les étudiants qui ont suivi la spécialité mathémagien TS penseront plus facilement que les
autres a l'algorithme d’Euclide. En effet dans tegzamme officiel, les notions de nombres
premiers entre eux et d’'algorithme d’Euclide sambigement liées. Pour les autres, aucune
méthode ne semble avoir été privilégiée dans lescddulle part, on ne dit explicitement,
pour montrer que deux nombres sont premiers eakeildaut utiliser telle ou telle méthode.

On remarqgue tout de méme que pour Philippe Calteerogthode naturelle semble ici
étre celle utilisant I'algorithme d’Euclide ce qest compréhensible au regard de la deuxiéme
partie de la question. Toutes les méthodes sordi afficaces et de mises en ceuvre aussi
faciles mais celle utilisant I'algorithme d’Euclidsst, en effet, plus judicieuse. On peut ainsi
faire I'nypothese que les étudiants ayant utiliaigbrithme d’Euclide seront plus & méme de
trouver la relation de Bézout. Il ne reste qu'a eater les calculs. Les autres seront de toute
facon obligés d’écrire cet algorithme pour troulgerelation demandée ou de chercher une
solution a la main. La remontée de I'algorithme wtkde est une question classique et a été

vue en cours.
On remargue que cette question apparait de magiraiire dans le sujet de bac, aux

guestions 1) et 3)a). Les étudiants issus d’'unspiESialité mathématiques sont familiers avec

ce type de probléme.
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Question 2 : « Quel est 'ensemble des entiers titdaa |la fois multiples de 7 et de
16?7 »

Dans cette question, deux méthodes de résolutionpassiblegcf. Annexe 2)Elles
sont d’ailleurs toutes les deux citées par Philigpdédero« Le 2), c’est une pure application
du lemme de Gauss ou de dire, a la fois multipkes ¢kt de 16, c’est multiple du PPCM.
C’est multiple de a et de b si et seulement st credtiple du PPCM. Donc, sans méme parler
de Gauss, on peut juste parler de PPCM. C’est nré@max de le voir comme calbindique
ici sa préférence pour la méthode utilisant le PPCM

Le PPCM est habituellement une notion qui est sugpe par celle de PGCD, le
PPCM étant moins utilisé. Il est toutefois expkaient au programme de TS spécialité
mathématiques est sera donc bien connu des étsidituiaires de ce bac. Le fait que les
entiers a la fois multiples de 7 et 16 soient lafees multiples du PPCM résulte d’'un
théoreme du cours. Cette relation PPCM / PGCD dytales deux entiers n'apparait pas
explicitement dans le programme officiel de la sgpiéé maths. Méme si elle a pu étre
énoncée par le professeur en TS (notamment lotsntt@duction du PPCM ou rien n’est
précisé), on ne peut pas considérer que cettemaitoété nécessairement transmise aux
étudiants issus de ce bac. Les deux profils pantalonc se recouper sur cette question.
Dans le cadre de cette premiere méthode, ce paintfomdamental pour une bonne
justification de la réponse a la question 2) maisains étudiants risquent de citer uniguement
le fait que le PGCD soit égal a 1 sans précisaretteent qu'ils utilisent cette relation.

La deuxieme méthode revient a utiliser le théordm&auss. On se retrouve avec une
équation diophantienne dont le coefficient « ¢ » mg. Cette méthode fait appel a des
réflexes instaurés en Terminale S spécialité madtigoes. On peut faire I'hypothése que les
étudiants issus de ce bac y auront plus facilememoiurs que les autres.

On remarque dans cette question, traitant l'uniéiténe congruence prés, que la
présentation est ici tout a fait difféerente deeelll sujet de bac. Dans I'exercice de bac, deux
équivalences successives conduisent I'éléve a mmarrrésolution du systeme proposé a la

résolution de la congruence,= no(12><19) ou n, est une solution particuliere. Le fait que la

solution générale soit un multiple du PPCM estl¢émtent caché. La démonstration de ce fait
n'est pas a la charge de I'éleve de maniére exgli€ie plus, c’est dans cette partie du sujet
de bac que le théoreme de Gauss est utilisé.

La encore, cette question reflete la volonté dexepteurs du sujet de ne pas trop

s’appuyer sur le théoréme de Gauss, en accordexeears qui ne valorise pas ce théoréeme.
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Question 3 : En vous aidant de la relation de Bézawouver un entiern, multiple
de 16 qui vérifie par ailleurs, =1 [7]. En déduire une solution du systeme (E). »

@
), soit le

n, =1
On recherche ici une solution particuliére du systé(E’) { °
n, =0 (16

premier élément de la base décrite par P. Caldenatefois la formulation de la question, qui

ne présente pas, =0 (16) mais comme un multiple de 16 peut entrainer l'@nida écrire
n, =16k puis a remplacer dans la premiére congruence icdogue ensuite deux méthodes

possibles menant a la solution : soit il résoutsd@rvZ, soit il exprime la congruence en
terme de division euclidienr{ef. Annexe 2)

Ces deux méthodes nécessitent la relation de Bé&tount été étudiées en cours, la
premiére sous le titre de solution outillée etdachde sous le titre de solution a la main. On
repere aussi la question a) de I'exercice 19 dugliDpropose la résolution d’une congruence
de méme nature. L'utilisation de Bézout est ordenpar I'énoncé et n'est donc pas a la
charge de I'éléve. Ce qui reléve de son autonores graiment le fait de savoir comment
l'utiliser et a quel moment. Selon la méthode ciegika relation de Bézout ne sert pas de la
méme maniére. Si I'éleve choisit de travailler d&itgZ, la relation lui servira a trouver
l'inverse qui intervient dans cette méthode. Plusieexemples ont été traités en cours et cette
utilisation de Bézout est mise en valeur. Si I'él@hoisit la méthode ou il traduit la premiére

congruence du systéme aprés y avoir injectéhJecomme multiple de 16k, il lui faut

seulement adapter les coefficients de la relataur frouver une solution. Si I'étudiant ne voit
pas qu'il lui suffit juste d’adapter les coefficisrtrouvés a la question 1, il risque de proposer
une autre relation de Bézout et de perdre les lo&@sédu travail effectué au début de
'exercice. Cette méthode peut sembler plus ndeurell méme plus automatique a des
étudiants issus de la spécialité mathématiqueseften, le passage « congruence / division
euclidienne » est une des bases de I'enseigneradidrithmétique en terminale S spécialité
maths. De plus, la notion algébriste de Z/nZ estiément nouvelle pour eux ce qui lui donne
peut-étre moins de force. Pour les autres, la gneamméthode aura peut-étre plus de poids au
vu du cours gu'’ils ont recu méme si l'interventide Philippe Caldero nous oblige a plus
nuancer ce point étant donné gu’il n'avait pasalit pensé a cette possibilité de se ramener a
un travail dans Z/7Z.

A la fin de la premiére partie de la question ldant doit veiller arevenir an,une

fois que le « k » ou les k » ont été trouvés. En effet, l'utilisation de &ation de Bézout
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donne a I'étudiant la valeur du k ae =16k pour la premiére méthode et de dduyxpour la
deuxiéme méthode. Il faut donc que I'éleve repaas@, pour répondre correctement a la
guestion. On peut penser que les étudiants ayaétpmur la premiére méthode n’ont pas de
probléme mais il faut que ceux ayant préfére lax@gne soient vigilants dans le choix &u
lorsqu’ils remplacent.

Pour la deuxieme partie de la question, il suffindement de multiplier une

congruence par un k dans Z et faire le lien erfjee{ (E’). Ce point fait intervenir un résultat

précis du cours :

Soitn > 1fixé etsoienta, b, c troisentierselatifs Alorssi a=b [n] alors ac=bhc [n]

D’aprés le cours de I'étudiant, ce résultat a émdahtré pendant le cours en exercice.

Une fois que I'étudiant comprend quBm, est une solution particuliere de (E), il répond

totalement a la question.

On peut enfin remarquer que « en déduire » indguuié faille utiliser ce qu’on a fait
avant concernant la recherche de la solution dtesys (E’) mais que certains risquent de
chercher des solutions a la main surtout s’ils h’pas réussi a trouver une solution

particuliére de (E’) ou s'ils ne font pas le lientre (E) et (E’).

Question 4 : « Déduire des deux questions précedsiiensemble des solutions de
(E). »

Une grande liberté est laissée pour la résoluteonpealte question. C’est cette question
qui différencie fondamentalement le sujet de baswjat universitaire. Dans le sujet de bac,
chaque question est guidée et ne laisse pas de pldlaboration d’'une méthode de
résolution. L'éleve n'a pas a réfléchir sur le seesla question et sur le pourquoi de la
guestion, il doit juste essayer d’appliquer lesresmeéthodes de résolutions spécifiques a
des taches bien précises (appliquer I'algorithnteudlide, démontrer une équivalence) En
forcant un peu le trait, on peut dire qu'un élewd g’'a compris le sujet de bac que
superficiellement est quand méme capable de résoadtierement |'exercice car son
autonomie est de l'ordre de l'application pure d@maissances ou de méthodes simples et
vues en cours. Aucune place n’est laissée a lauvitend'un raisonnement ou a I'imagination

d’'une méthode de résolution. Au contraire dansujetsuniversitaire, il est impossible de
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répondre correctement a la derniére question shnercomprend pas le probléme en jeu.
L’étudiant doit fournir un réel travail de syntheBmns les trois premiéres questions, I'énoncé
impose a I'étudiant la résolution d’'un problémeagséet lui demande de mettre en ceuvre des
techniques familieres, souvent vues en cours (dhgoe d’Euclide, PPCM). On est alors tres
poche des questions du sujet de bac. Cette demuestion est tout a fait difféerente. On ne
peut pas la traiter indépendamment des précédentiédaut avoir compris la logique de
I'exercice et le raisonnement en jeu pour la réussi seule indication donnée aux étudiants
concerne I'importance des deux questions préceslemags rien n’'indique la fagcon dont elles
doivent étre utilisées. Il n'y a pas une méthodapaliquer. Deux démarches principales
meénent a la solutiofcf. Annexe 2jle maniére directe et en utilisant les questioésquentes.
Cependant, d'autres démarches plus maladroites missibles a ce niveau et doivent étre
prises en considération. S’il ne parvient pas ath&fiser les résultats obtenus dans les
guestions précédentes, ['étudiant, surtout s’il &u d'une terminale S spécialité
mathématiques, risque d’effectuer un retour a dmatisme du théoreme de Gauss, a la tache
« routiniére » de TS concernant la résolution dédiquns diophantiennes. En effet, s'il traduit
sous la forme de divisions euclidiennes les delatioms qu’il obtient, il risque de perdre tout
'avantage du travail réalisé a la question 2) & question 3), a savoir qu’il connait déja la
solution particuliére et la solution générale etilne lui reste donc plus qu'a sommer les

deux.

Toutes ces considérations nous améne a élaborgrillaed’analyse des copies en
prenant en compte certains critéres. L'enchainehentuestions proposé suivait un ordre de
difficulté croissant mais il nous a semblé plusérent, d’un point de vue mathématique, de
traiter ensemble les questions 1 et 3 qui perntetienésoudre le probleme de I'existence des
solutions. Ainsi, dans la premiere grille noustawins I'existence, dans une deuxiéme grille,
nous traiterons l'unicité et dans une troisiemeyuastion 4 qui est un peu la question bilan de

I'exercice. Ces grilles sont jointes en anngfe Annexe 4)

4- Synthese des hypotheses de travail effectuées

D’un point de vue mathématique, on a vu que I'exerproposé avait un réel intérét
et permettait aux étudiants d’avoir un premier g@peaiu théoreme chinois. C’est aussi un

choix de sujet permettant d’interroger les étudiamir toutes les notions clés du programme
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d’arithmétique en L1, a savoir, le théoreme de Bé&ze théoreme de Gauss et I'algorithme
d’Euclide. Enfin, il permet de mettre en valeur passerelle naturelle entre algebre et
arithmétique.

Cependant, ce qu’il faut retenir principalement mre analyse a priori est la
spécificité du sujet qui permet, assez naturellgnon séparer les étudiants en deux groupes
bien distincts selon gu’ils soient ou pas issusndhac S spécialité mathématiques. La
résolution d’'une équation diophantienne, les tpremieres questions du sujet universitaire
font appel a des connaissances transmises en tden8nspécialité mathématiques. La suite
de notre étude devra donc déterminer si les éttgdidatenteurs d'un bac S spécialité
mathématiques seront avantagés et plus a l'aise @senotions ou si au contraire ils seront
tentés de se rassurer en ramenant le probléme gdaérésolution classique d’équation
diophantienne abordée en terminale. Les réflexgsia@n vue de la résolution de ce type de
problemes peuvent les conduire a ne pas intégserdavelles approches spécifiques a la L1,
comme le travail dans les Z/pZ ou l'illustration ld@mniprésence du phénomene de linéarité
en mathématiques. On cherchera aussi a voir siesujuestions qualifiées de cours par P.
Caldero, ils sont plus a l'aise. Cela devrait &reas étant donné que les deux, voire trois,
guestions en jeu sont typiques du genre de probpEse au bac et apparaissent explicitement
dans le programme officiel de cette classe. Posralatres, il sera intéressant d'étudier
impact du cours qu’ils ont regu, hotamment pgpert a la résolution choisie a la question
3. Il paraitrait cohérent qu’'ils adoptent une rasoh plus algébrique. Pour tous, on verra si
ils ont eu conscience du phénomeéne de linéarit@ quiidé la construction du probleme. On
se demandera si cette observation les a aidég@drésla derniére question. Finalement, c’est
sur cette derniére question que nous allons naushpe en priorité. Elle est emblématique de
la difféerence de fond entre I'enseignement secoadai I'enseignement supérieur. Les
capacités de raisonnement et de synthese demapdee®tte question sont spécifiques a
'enseignement post-bac et risquent de déstabilesrétudiants les plus fragiles. C'est ici
gu’il faut chercher certaines des raisons au fktd’échec en premiere année d’universite.

Ces observations devront nous aider a mieux appdé&neette transition lycée-universite.
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PARTIE Il : Analyse des copies

Dans cette deuxiéme partie, nous menons une arslys&s copies d’étudiants de L1
qui se sont penchés sur I'exercice étudié. Cettdysa utilise les grilles construites dans le
cadre de l'analyse didactique effectuée dans mpomiére partie. Les grilles ont été remplies
pendant la lecture des copies. A lissue de natadyse a priori, trois grandes questions se
posent : la diversité des méthodes de résolutimguwde dans I'analyse a priori est-elle
représentée dans les copies ? Comment les éléevest-gé I'autonomie dévolue a la
résolution de la question 4 ? Quelles sont lesiqudatités propres aux deux profils
considérés ? La prise en compte des deux poputatibétudiants selon le bac obtenu
s’effectuera tout au long de cette partie.

Apres avoir présenté notre corpus de copies et timlmer de répondre a ces trois
guestions, nous nous pencherons tout d’abord anallyse des trois premiéres questions de
I'exercice. Puis, nous analyserons le comportemdestétudiants face a I'autonomie dévolue a

la question 4.
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1- Description du corpus de copies

Dans cette partie, on présente la composition des raorpus de copies. On donne

ensuite un apergu statistique et global du sujet.

A- Composition du corpus de copies

Nous disposons d'un corpus de 73 copies. Parms,eB8 sont rédigées par des
étudiants issus d’'un bac S spécialité mathémati(peasg faciliter la lecture, ils seront dans la
suite dénommés Smaths). Les 43 étudiants restdatorfimés NonSmaths) viennent de
différents bacs :

Bac option spécialité nombre d’étudiants (43)
S SVT physique - chimie 5
SVT 9
STI / 17
STI Geénie électrique / 3
Génie civil / 1
Génie mécanique opt. | / 2
A prod. Meca
Génie electrotechnique / 1
STT gestion / 1
ES mathématiques / 1
Bac étranger| / / 3

On a une bonne représentation des deux groupeglémts

B- Traitement global de I'exercice

On dispose d’'un nombre important de copies, 78uc@ous permet de faire quelques
remarques d'ordre statistique. L’exercice 2, daors iatégralité est absent de 4 copies (6%).
18 (25%) s’arrétent avant la question 3. 36 cofi@s%) n’abordent pas la question 4 et ne
répondent donc pas au probléme. 14 étudiants (18icd¥ent le bon ensemble solution a
cette question 4.

On différencie maintenant les deux profils. Paiagité, on peut regarder du point de
vue de la notation ce qui se passe. Une note poede son contexte n’est pas significative

en elle-méme mais elle reste I'outil fondamentalrd@valuation des étudiants.
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Notes nombre d’étudiants Smaths NonSmaths
0 14 1 13
0,25 1 0 1
0,5 2 0 2
1 4 1 3
1,5 17 6 11
2 8 2 6
2,5 7 5 2
2,75 2 1 1
3 7 5 2
3,25 1 1 0
3,5 4 2 2
4 2 2 0
4,5 4 4 0

Le tableau suivant fait un bilan des questionséeai en différenciant les deux profils.

Smaths NonSmaths
Aucune question traitée 0 4 (9 %)
Question 1 traitée 30 (100 %) 38 (88 %)
Question 2 traitée 28 (93 %) 27 (63%)
Question 3 traitée 28 (93 %) 27 (63 %)
Question 4 traitée 20 (67 %) 16 (37 %)
Toutes les questions sont abordées 17 (57 %) 1%§26

On observe des ressemblances et des différencedadaipartition des étudiants selon
le profil considéré. L’évolution du nombre d’étudis dans chaque question suit sensiblement
le méme schéma pour les deux profils. Ainsi beapcdiétudiants répondent aux trois
premiéres questions méme s’ils sont plus nombraeu8reaths. La question qui fait défaut a
beaucoup est la question 4 quelque soit le prdfibur les différences, tous les étudiants de
Smaths répondent a la question 1 ce qui n'est pasa$ des étudiants NonSmaths. La
différence s’accentue a la question 2 ou quasirtearg les Smaths répondent tandis qu’un
tiers des NonSmaths ne donne pas de réponseseaqeetstion. La question 4 est plus
présente chez les Smaths que chez les autrepeuaia se demander si ces étudiants, qui ont
recu une formation scientifique et qui ont déjat @& I'arithmétique, sont plus aptes a
construire un raisonnement mathématique que lessalin peu plus de la moitié des Smaths
traitent 'ensemble des questions dont 4 sans auetneur. Moins d’un tiers des NonSmaths
traitent 'ensemble des quatre questions dont asans erreur.
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2- Analyse des trois premieres questions

On se consacre ici a I'analyse des trois premiguestions de I'exercice. Quelles sont

les difficultés rencontrées par les étudiants Uéi gont-elles dues ? Quelles sont les notions

bien exploitées par les étudiants ? Y a-t-il deffedinces entre les profils ? Les copies

traduisent-elles la diversité des méthodes possibl€ette partie sera organisée suivant les

différentes taches proposées aux éleves.

A- Montrer que 7 et 16 sont premiers entre eux

Montrer que deux nombres sont premiers entre emblgeacquis pour 55 étudiants

sur les 64 qui répondent a la question. Les tra@thodes envisagées dans I'analyse a priori

sont représentées (on obtient 66 réponses caradediants donnent deux arguments).

PGCD (7;16) =1

Décomposition en produ
de facteurs premiers

t 7 est premier el
ne divise pas 1¢

Algorithme
» d’Euclide

Arguments faux pour
montrer :
PGCD (7;16)=1

Nb de copies

6

11

38

11

La méthode la plus judicieuse en vue de la sud#e aitilisant I'algorithme d’Euclide, est

aussi la plus choisie. L’algorithme d’Euclide esintionné, a un moment ou un autre, dans 48

copies méme si c’est parfois de fagon imprécise.

Quelles sont les erreurs rencontrées dans laatahsde cet algorithme ?

10 étudiants donnent des arguments faux ou incaspteur cette tache. La copie 72 donne

un argument juste (& savoir l'algorithme d’Euclids)un argument incomplet. Dans cinq

copies (7, 17, 34, 43 et 65), I'importance est msigel’utilisation de la division euclidienne et

méme de la division tout court. Les copies 45 epi@@luisent des lignes de calcul rappelant

dans l'idée l'algorithme d’Euclide mais ne semblentretenir qu’'un élément significatif : le

1. lls savent qu'ils doivent trouver le PGCD égall et savent qu’il y a un lien avec

'algorithme d’Euclide mais ils ne parviennent pas effectuer cet algorithme. Cette

importance du 1 est aussi tres visible dans legesaar beaucoup d’étudiants (17 copies) le

mettent en valeur en I'encadrant, le soulignantcdysie 27 donne une congruence fausse.
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Le tableau suivant présente les différents argusnemnnés rencontrés (il correspond a la

guatrieme colonne de notre grille d’'analyse cormetraette tache, cf. annexe 2) :

-

PUX

5

N° de la Arguments faux pour montrer que 7 et 16 sont presraatre eux
copie
7 La division de 16 par 7 et celle de 7 par 16 arendnt pas comme résultat un entie
7 et 16 sont donc premiers entre eux
17 7 et 16 sont premiers entre eux c@g| 7 et 71 16
2,22846 0,18439
27 16=1 [7]
34
16| 7 2 |2 1=2+2x7 .
Donc 7 et 16 sont premiers entre €
2|2 1 1=2x8
43 7 . : . . , . . .
0+ ounestun ent|eIJ[];+oo[ a pour premiéere solutiam=7 si I'on souhaite obteni
n
un entier. Donc 7 est bien premier.
0+ oun est un entien [l'+oo[ a pour premiere solutiam16 si I'on souhaite
n
obtenir un entier. Donc 16 est bien premier.
45 =2%x [+ .
16=2x7+2 = Donc 7 et 16 sont premiers entre eux
7=1x6+1
65 Le reste de la division euclidienne de 16 past7l donc 7 et 16 sont premiers ent
eux (théoreme de Bézout)
70 On peut écrire 7 commeé=3x2+ 1
On peut écrire 16 comni=3x5+ Donc 7 et 16 sont premiers entre eux

Toujours pour l'algorithme d’Euclide, 4 copies denh une troisieme ligne fausse, a

savoir3=2x1+ 1, 10 ne donnent pas la derniére ligne faisant aijpare reste nul. Bien que

ces erreurs n'aient pas de conséguence néfastkeissr réponses, elles montrent que la

restitution de I'algorithme par les étudiants comg@deaucoup d’imprécisions.

2 copies (71 et 72) donnent un argument incompiedst premier donc 7 et 16 sont premiers

entre eux. Il leur manque la moitié de I'arguméensEa-dire 7 est premiet 7 ne divise pas
16.

Distinguons a présent les étudiants selon leslprerfivisages.

On voit dans le tableau qui suit la répartition degliants suivant leurs réponses.
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Smaths NonSmaths
Algorithme d’Euclide 21 17
Décomposition 3 3
3*™argument 3 8
Arguments faux ou incomplets 4 5

Seuls trois étudiants Smaths (copies 27, 38 ehéparviennent pas a donner d’arguments
corrects pour montrer que 7 et 16 sont premierg @uix. 72 donne un argument incomplet.
On peut penser, au regard de la méthode la plgertant choisie pour résoudre cette
premiére partie de la question, que ces notiornierétdéja acquises ou en cours d’acquisition
avant la L1 car 21 Smaths utilisent I'algorithm&uailide sur les 27 (soit 78 %) qui donnent
un argument correct. Les NonSmaths qui réponderécement a la question ne sont que 61

% a choisir I'algorithme d’Euclide.

B- Remontée de l'algorithme d’Euclide pour trouver une relation de
Bézout

Concernant la relation de Bézout et plus particetieent la remontée de I'algorithme
d’Euclide pour la trouver, il est intéressant dastater que cette méthode vue en cours et
probablement en TD, réapparait dans beaucoup deso@@ copies). On a 21 étudiants qui
n’en proposent pas.

Relation de Bézout associée a 7 et 16
Relation trouvée, question |  Relation trouvée, tjoies8 | Relation fausse
Avec Euclide| Alamain| Avec Euclide A la main Eulditenté
| Nb de copies 36 1 6 2 2

A} %4

On remarque qu’effectuer l'algorithme d’Euclide pawalculer un PGCD n’est pas
naturel pour 8 étudiants qui donnent une relatienBézout seulement a la question 3 en
utilisant pourtant I'algorithme. Pour eux, seullien « Bézout - Algorithme d’Euclide » est
exploité ce qui les empéche de répondre a la questiotalement.

Au contraire, 3 étudiants ont effectué I'algorithdiEuclide entre 7 et 16 a la question 1 mais
ne trouvent pas de relation de Bézout. Ceux-ci faittle lien « premiers entre eux —

Algorithme d’Euclide » mais pas « Bézout - Algonitd d’Euclide ».
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Concernant les erreurs, 4 copies (18, 20, 45, émoignent d’'imprécisions dans
'apprentissage de la notion « relation de Bézoules copies 18 et 67 semblent se rappeler
que I'on doit avoir le second membre égal au PGGIsna copie 18 ne relie pas 7 et 16 et la
copie 67 donne une absurdité ; les copies 20 enettent en avant le lien avec I'algorithme

d’Euclide sans le connaitre précisément.

N° de la copig Relation de Bézout associée a 7 et|16
Relation fausse

Relation trouvée Euclide tentg ?
18 8-7=1 non
20 2=16-7x%x2 non
45 16=(1x6+1)x2+2 oui
67 1=7-3x16 non

2 étudiants trouvent une relation de Bézout fausseause d’erreurs de calcul dans la

remontée de 'algorithme d’Euclide :

N° de Relation de Bézout associée a 7 et 16
la Relation fausse

copie Relation trouvée Euclide tenté ?
10 16x(—2) + 7x(-5) oui
38 7x5+16x(-3) oui

Ces deux erreurs n’'ont pas de conséquence paitdéacan la copie 10 donne a la question 3
une solution particuliére trouvée a la main et dpie 38 ne traite que les deux premieres

guestions.

Regardons maintenant de plus prés nos deux pomsdati

Smaths NonSmaths
Euclide question 1 21 15
Euclide question 3 3 3
main question 1 0 1
main question 3 1 0
échec 1 5
pas de réponse 4 19
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24 Smaths ont intégré la technique consistant amén I'algorithme d’Euclide contre 18
NonSmaths. Tres peu d’étudiants Smaths n’essasnti@ répondre a cette question. On voit
dans le tableau ci-aprés que la plupart des étigligelque soit le profil, ont utilisé la
technique d’Euclide quand ils répondent juste. Liagipale différence étant qu’un tiers de

NonSmaths ne répond pas a cette partie de la goesti

C- Ensemble des entiers relatifs a la fois multiple sde 7 et 16

Un nombre faible d’étudiants parvient a résoudttecquestion proche du cours. Cette
guestion ne nécessite pas de mécanismes autonsatiguetsolution et n'est pas associée a
une tache précise du cours contrairement aux reodmoquées précédemment ce qui peut
expliquer ces constatations.

36 copies donnent le bon ensemble dont un tiers aaoune justification et un tiers

avec une justification correcte.

Ensemble des entiers relatifs a la fois multiple§ ¢t de 16
Ensemble correct
PPCM gauss

Sans justif| PGCD =1 Relation | Relation et| systeme | 16k=7k’
PGCD/PPCM| PGCD =1 | (linéarité)

Nb de copies 12 7 4 11 0 2

Plusieurs erreurs découlent de problemes liésnatian d’ensemble. On rappelle que
'ensemble a trouver est {1k2 k[JZ}. Premiérement, 3 étudiants ne connaissent pas la
forme d’'un ensemble. La copie 9 note I'ensemble2kl1la copie 47 le note 112 Kp
(kOZ) et la copie 73 sous la forme de lintervalle JO,Deuxiemement, on trouve des
problémes par rapport a la nature des nombresuet s copies 1, 16, 35 et 71 pensent que

k[ON, la copie 43 pense quel] [— 1,+oo[. On a ensuite des erreurs liées a des confusions

entre les notions de multiple et de diviseur. Aimgiur les copie 29, 32 et 55, {-1;1} ou 1
sont les seuls diviseurs communs de 7 et 16 cegjurrai mais il fallait donner I'ensemble
des multiples. 10 étudiants se contentent de dote®wvaleurs de ce qu'ils pensent étre des
multiples de 7 et 16.
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N° de Ensemble des entiers relatifs a la fois multiples§ et de 16

la Ensemble faux
copie

Donnée de quelques valeurs Probleme avec la autre
définition de I'ensemble

22 {-1;1}

25 1,2,3,7

28 {-21;21;0;1;-1}

39 1

42 {0; 1}

47 112 ; 224 (de maniére expérimentale)
55 -letl

60 {1;3;9}

67 | {112 112}

73 M=[0; 1]

On voit bien dans ce tableau que la plupart desnggs sont totalement inappropriées car
elles se réferent de maniére plus ou moins explatijuste aux diviseurs de 7 et 16 et non aux
multiples. Les copies 47 et 67 donnent des multipbeacts, a noter que la copie 47 tente de
généraliser la forme obtenue des multiples calcabggerimentalement et propose comme
ensemble : 112 K (k[ Z ). On peut aussi observer que seules 4 copiesbtkataprécédent
n’essaieront pas de traiter la question 4 alordeuresolution générale est fausse.

On trouve dans la copie 7 une erreur surprenargenqus ne parvenons pas a expliquer : la
réponse proposée est « I'ensemble des solutionsxd@ x yx16™ avec x, y,n,mdes entiers
relatifs ».

La copie 69 fait une erreur purement calculatoiréerivant que7 x16= 142w lieu de 112.
De méme pour la copie 54 qui écBk64= 202 copie 54 ne traite pas la question 4. Son
erreur est donc sans conséquence sur les autresoggetraitées. En revanche, la copie 69
obtiendra un ensemble solution en question 4 fawawse de cette erreur mais logique :

« L’ensemble des solutions de (EIx[1Z/142x +8C} ».

En ce qui concerne la notion d'unicité, la encare Emaths répondent mieux de
maniere générale. Seuls 4 étudiants de Smathes@Blqui répondent se trompent tandis que

14 étudiants sur les 27 de NonSmaths qui réportiemtent un argument faux.
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Smaths NonSmaths

sans justification 5 7

pgcd=1 5 2

relation pgcd /ppcm 3 1

relation pgcd /ppcm et pged=1 10 0

th de gauss 1 3

donnée de qgs valeurs 2 8

pb avec def ensemble 1 1

autre 1 5

On voit aussi que ce sont majoritairement les Sspthposent des justifications complétes.

llIs semblent aussi plus soucieux de justifier mé&mes arguments sont parfois incomplets.

D- Question 3

Enfin, la question 3 permet d’évaluer I'impact taseignement recu par les
étudiants. En effet, la méthode avec le Z/7Z (aninexe) a été mise en avant comme nous

I'avons précisé dans la partie | du mémoire.

Solution particuliére de, multiple de 16 et congru & 1 modulo 7
Travail dans Z/7Z
. solution a la main

réussite échec réussite échec
| Nb de copies 3 1 20 8 14

Travail sans Z/7Z

On s’apercoit que la méthode privilégiée dans l@so’a été que tentée quatre fois.
Beaucoup d’étudiants, devant la simplicité desfamehts en jeu cherchent une solution a la
main. Parmi les étudiants qui ne parviennent pasoatide la technique sans le Z/7Z, certains
donnent tout de méme une solution a la main.

Le passage de l'outil congruences a la divisionlidienne semble bien maitrisé (sauf

exceptions : On a déja vu que la copie 23 tradailtlencongruencen = 3 [7] = n=7+3KX,

on trouve dans la copie 22153[7] et 4=0 [7] Enfin dans la copie 20, il est ecrit

16k=3[7] = 1655 [7])
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A nouveau, on remarque une confusion entre leom®tde diviseur et de multiple.
Les copies 11 et 62 affirment dans la questione&jast un multiple de 16. Quatre copies (2,
21, 28, 53) oublient de repassenaquelque soit la méthode de résolution choisi€arites
se perdent dans leurs notations en traduisanblegraences. Par exemple la copie 25 trouve
a la question 1, pour les coefficients de la retatie Bézout « on peut donc voir que x = 7 et
y = -3 ». Puis & la question 3, on a alors,&17] = n, =7x+1. D'aprés la premiére
question, on peut dire que x = 7 d’ou on peut éague n, = 50 » Dans la copie 58 «on
cherche une relation de Bézout i&k —7k'= . Dk I'équation 1, on adonk=- & k'= 7.
n, =k =-3. Enfin, dans cette question, méme si on ne peutdrllement parler d’erreur de
raisonnement, on constate une faiblesse du raismemteutilisé pour trouver la solution
particuliere de (E’). En effet, 4 étudiants (copigsl2, 32, 35) ne voient pas qu'il suffit
d’adapter les coefficients de la relation de Bézltenue a la question 11« 7x7-16x >3
pour résoudre I'exercice si on adopte la méthodisarnt le théoréme de Gauss (on doit alors
trouver une solution particuliére de=16xk, —7xk, ). lls cherchent donc une solution a la
main en testant, a notre avis, les valeurs entgostives dek; les unes apres les autres car la
solution qu’ils obtiennent est, = 64A I'image de cette question, on se rend comp& qu

localement et sur des points précis, la structomatie 'énoncé met en échec des étudiants et

engendre des difficultés.

Affinons le tableau proposé précédemment en digéingles différents profils :

Solution particuliere d&, multiple de 16 et congru a 1 modulo 7
Travail dans Z/7Z Travail sans Z/7Z
réussite échec réeussite éche¢ solution a la main
Nb de copies| 3 1 20 8 14
Smaths 1 0 15 3 5
NonSmaths 2 1 5 5 9

En proportion, on a plus de NonSmaths qui ont &sayméthode avec le Z/7Z mais le
nombre trés faible de copies incite a la prudemceezqui concerne le coté statistique. Les
réflexes de Terminale diminuent certainement lelpaie cette méthode pour les Smaths. I

faut tout de méme préciser que I'étudiant de Smatihgutilise la réussit.
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E- Synhtese

Ces trois premieres questions nous permettent demeomcer a répondre a nos
hypothéses.

L’analyse de la résolution des ces questions damascbpies montre une grande
diversité dans le choix des arguments et des méghdmutes les méthodes que nous avions
imaginées pour résoudre les questions dans I'amalysiori se retrouvent effectivement dans
les copies. Le moindre espace de liberté est egppair les étudiants. Les étudiants ont, pour
la plus grande part, suivi les questions de I'ééomais ils n'ont pas toujours opté pour la
méthode pensée par le concepteur du sujet ou quibleela plus naturelle au regard de
'enseignement recu. Ainsi, le travail dans le Zf¥&Zréapparait pas beaucoup dans les copies
alors que cela semblait étre une idée forte duscderP. Lavaurs. Le travail sans le Z/7Z, qui
correspond a la tache routiniére classique deslaluon d’équations diophantiennes, a plus
de poids pour la majorité des étudiants. Il semybke seules les applications directes du cours,
comme remonter l'algorithme d’Euclide pour trouwere relation de Bézout ou montrer que
deux nombres sont premiers entre eux, soient i@esopar les étudiants a des méthodes de
résolution plus précises et on trouve alors d’'autm&thodes mais de facon plus marginale.
Par exemple, sur les 55 arguments corrects momjuen et 16 sont premiers entre eux, 38
(soit 69 %) utilisent I'algorithme d’Euclide.

Au niveau des erreurs rencontrées dans ces qugstians’apercoit que les erreurs
d’ordre calculatoire sont rares. Les erreurs deoraiement, c’est-a-dire des erreurs dues a des
arguments incomplets, faux ne sont pas non ploséguentes d’'un point de vue qualitatif ce
qui peut s’expliquer par le fait que les questionacernées par I'étude précedente faisaient
appel a des raisonnements connus et souvent alassians ces trois questions, on trouve
beaucoup d’erreurs liées a des imprécisions awanidel cours ou a des problemes liés aux
outils mathématiques en jeu.

Si on se penche plus précisément sur les deux gtiqmg en jeu, on se rend compte
gue les Smaths font peu d’erreurs lorsqu’il s’alt manipuler les notions ou applications
classiques du cours en jeu. C'est la deuxieme daids voient les notions d’algorithme
d’Euclide, de PGCD, PPCM, de relation de Bézout.namiére générale, on peut donc dire
gu’'a lissue du semestre les connaissances endtitues ne paraissent pas acquises de la
méme maniere selon le profil considéré. Ainsi lesafis restituent correctement la plupart
des notions principales en jeu dans I'exerciceoginaissent plutbt bien les techniques de

résolution pour des taches précises. Le bilan lastmpitigé pour les étudiants issus d'autres
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bacs. Leurs connaissances en arithmétique senibdgyiles. Des qu’une question porte sur
I'exploitation de I'enseignement recu de maniénespsinguliere ou moins classique, on est
confronté a une désertion des NonSmaths et a d¢ifications incomplétes, imprécises,

inachevées.
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3- Les étudiants face a 'autonomie dévolue alaqu  estion 4

Cette question, de par le travail de synthése miiQulifférencie fondamentalement le
sujet de bac du sujet universitaire et est treact@ristique de ce qu’on attend d’'un étudiant
en mathématiques.

Avant de se pencher précisément sur les différgpiss de copies que I'on observe
dans cette question, nous allons regarder de pltas | cas des trois étudiants qui
s’affranchissent de la structure de I'énoncé pésoudre le probleme. lls ne s’appuient pas

sur les trois premiéres questions pour résoudpeolleiéme posé.

A- Les étudiants qui s’affranchissent de la structu re de I'énoncé

Trois étudiants (copies 2, 25 et 53) ne suivent’padre des questions et essaient tres
vite de retomber sur la résolution classique d'é@geation diophantienne. lls n’hésitent pas a
sortir du cadre établi par le concepteur du sypeur proposer une méthode de résolution
différente. La méthode qu'ils proposent s’appuie laurésolution classique de TS spécialité
mathématique. Parmi eux, seule la copie 23 s’affrartotalement de la structure de I'énoncé
et ne répond a aucune question.

La copie 2 prouve que 7 et 16 sont premiers enireeela question 1, trouve une
relation de Bézout au début de la question 2 puipgse une résolution ne prenant plus en
compte I'’énoncé des questions suivantes. L'étud@rdoncerné résout entierement (E’) au
lieu de chercher une solution particuliere maisdae erreur car oublie de repasser a n, puis il
multiplie par 3 les solutions trouvées pour réseu(). La copie 53 montre de la méme
maniére que 7 et 16 sont premiers entre eux adatigm 1, trouve la solution générale a la
guestion 2 puis continue la résolution du probledaas la question 3 en faisant la méme
erreur que la copie 2. L’étudiant ne prend pasanpte le fait qu'il faille juste trouver une
solution particuliere mais il cherche a résoudrsyistéeme (E’) dans son intégralité. La, il fait
une erreur dans la traduction de la congruenceucdugdonne une équation a résoudre
fausse puis il oublie de repasser a n. Avec ces depies, on voit que ces étudiants ont
essayé de se conformer au cadre proposeé par liexenais assez rapidement, ils sortent du
schéma fourni pour tenter de se remettre dans ituntisn qu’ils semblent préférer. Cette

situation ne leur est pas favorable car ils forst @l@eurs et ne parviennent pas a la solution.
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Le cas de la copie 23 est encore plus flagrants@aette copie, on ne trouve aucune
trace des questions posées. L'étudiant s’appuiguenient sur le systeme proposé qu'il
traduit en terme de division euclidienne puis iemdhe a résoudre I'équation obtenue en
utilisant le théoreme de Gauss. S’il ne s’était gasmpé dans cette traduction

(n=3 [7] = n=7+3x) il aurait résolu le systeme car toute la suiteragisonnement est

correcte. Sa deuxieme erreur est de résoudre lausgsteme (E’) (de la méme maniére mais
cette fois la congruence est bien traduite) et @les@r que la solution juste qu’il trouve est
aussi solution de (E) comme il I'indique a la fia sla démonstration : E = { k / 48k + 16 ou
112k — 48 }.

Ces étudiants qui se sont réfugiés dans un raisgemte qu’ils pensaient mieux

maitriser se retrouvent tout de méme en situatiéchec.

B- Cing grands types de copies face a la résolution de la question 4

Dans cette derniére partie, on essaie de se fecaig les capacités des étudiants a
conduire ou a suivre un raisonnement mathématigeg.capacités de raisonnement et de
synthese demandées par cette question risquerdstigbdiser les étudiants les plus fragiles.
Nous pensons que c’est ici qu’il faut chercheraieds des raisons au fort taux d’échec en
premiére année d’université. On fait I'hypothésee des Smaths, de part leur formation
scientifique seront plus aptes que les autres &menraisonnement.

On distingue cing grands types de copies faceta gaestion :

1. celles qui n'essaient pas de répondre a la questiogiarrétent, au mieux, a la
guestion 3

2. celles qui donnent la solution sans justificatioopjes 1; 8; 20; 30; 31; 36; 40;
47 ; 48 ;57 ; 66 ; 69)

3. celles qui comprennent qu’il y a un travail de &gse a fournir et qui mixent les
guestions deux et trois sans se soucier du serf@matique (copies 9; 12 ; 15; 16 ;
17;21;22;24;33;35;58;64;67)

4. celles qui ne parviennent pas a synthétiser maisipcenant le probléme en jeu,
cherchent alors a contourner la difficulté (coeslO ; 18 ; 25 ; 26 ; 62 ; 63)

5. celles qui choisissent une méthode synthétiquédiges{copies 29 ; 46 ; 56 ; 72)
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On récapitule ces ensembles de copies et leurstitffdans le tableau ci-dessous ainsi que

les effectifs suivant nos deux profils.

ensemble 1 2 3 4 5
effectif 36 12 13 7 4
Smaths 11 8 4 3 4

NonSmaths 25 4 9 4 0

On dispose d'un effectif cumulé de 72 copies carnta pas compté la copie 23 qui
s’affranchit totalement des questions et ne pentgas synthétiser des questions qu’elle n’a
pas traitées. Les copies 2 et 53, qui sortent dwecproposé mais ont traité les premieres
guestions, sont comptées dans le tableau, respawiv dans les ensembles 4 et 1 car 53 n'a
pas cherché a résoudre (E) et 2 utilise Gauss nigsoudre (E). Nous n’exploiterons pas les
copies de la catégorie 1. On peut toutefois renaraque l'autonomie dévolue a cette
guestion est trop grande pour pres de la moitiectlediants. L’absence d’indications précises

peut dérouter des étudiants, jusque la plutdt hébih répondre a des questions trés précises.

a) Copies donnant la solution correcte sans justdation

Douze copies donnent une solution correcte maipraposent aucune justification.
Nous devons donc nous limiter ici a des hypothesessant sur de maigres indices... Nous
formulons trois hypothéses pouvant expliquer la a@&me des étudiants. Nous
approfondirons ces trois hypotheses dans la suite.

Premierement, il y a les étudiants qui savent dalit synthétiser les résultats obtenus
mais qui ne comprennent pas le sens mathématigpeotlieme et le raisonnement induit par
I'énoncé. lls décident donc de sommer les deuxtisoisi qu’ils obtiennent, a I'image de ceux
dans I'ensemble 3 qui décident, eux, de les midtipDn peut penser que c’est par chance
gu’ils choisissent la bonne opération.

Deuxiemement, il y a les étudiants qui se souviehde la forme que doit avoir la
solution et s’appuient sur leurs connaissances eonat la résolution d’équations
diophantiennes.

Troisiemement, il y a les étudiants qui ressentantolonté d’inscrire le probleme

dans le cadre de la linéarité, idée tres forte geuconcepteur du sujet. lls somment la
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solution générale et la solution particuliere toaturellement sans parvenir a nommer le
contexte de linéarité dans lequel ils s’'inscrivent.

On peut penser que chaque hypothéese est représiamsgd’ échantillon considéré au
regard du reste des copies qui, elles, justifientd réponses. La premiere hypothése est
identique a celle que nous allons développer dangaltie B (ensemble 3 de copies), la
deuxieme renvoie a ceux qui privilégient des cossmices mieux maitrisées et se réferent au
théoreme de Gauss (ensemble 4), la derniere @estrde par un éléve qui parle clairement de
linéarité (ensemble 5).

Ces réponses non justifiées se retrouvent prirempaht en Smaths (8 étudiants sur les
12 de cette catégorie). On peut penser que cemptsidessentent le contexte de linéarité ou
se référent a la forme des solutions avec laqilslsont familiers depuis la terminale. Ici, ce
n'est pas réellement un probleme de raisonnemesd. 8réponses non justifieées semblent
plutét caractériser des difficultés a mettre erc@ldes méthodes justifiant un raisonnement

maitrisé et un sens mathématique certain.

b) Ceux qui tentent de synthétiser

Treize copies sont concernées.
On a d’abord 4 copies qui ne prennent en comptdags@lution particuliére et qui essaient de
créer un ensemble a partir de cette solution. ©pges ne sont pas dans le méme cas par
rapport a la solution générale : la copie 12 ade bnsemble pour la solution générale, la
copie 17 ne traite pas la question, 22 répond¥}Et 67 répond {-112 ; 112}. Dans ces deux

derniers cas, on remarqgue la similitude de formseathsembles donnés par ces copies.

N° de Ensemble des solutions de (E)
la Ensemble faux

copie Erreur héritée Autre
12 {64k 1kD1Z}
17 {48+k /KD Z}

22 trouve 4 pour solution particuliere {-4; 4}

67 : s
trouve%5 pour solution particuliére {—%3%5}
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On a ensuite 6 étudiants qui donnent donc un argumeapparaissent la solution particuliere
et la solution générale sans préciser le raisonnemathématique qu'’ils mettent en ceuvre,
ce qui les améne souvent a des absurdités. linesessant de voir a quel point la forme
influence les étudiants. Quand on résout un systiengeux équations a deux inconnues en
algébre, on donne deux solutions ce qui conduitrgquaudiants de ce groupe a donner deux

solutions bien qu’il n’y ait ici qu’une inconnue.

N° de Ensemble des solutions de (E)
la Ensemble faux
copie Erreur héritée Autre
9 n=192xk;
n=112xk,
15 n, =144
n, =112x,x0ON
16
16X4x3x7XX 7y
24
{192x11%}
33
{n=-48x(3+7k)/n=112 | ON}
35 192= 37| . .
et +16v=1 qui a (-9 ;4) pour solution
192=0 [16]

On a ceux qui semblent plus ou moins traduire hé&@oet essayer de fabriquer un
ensemble a partir de cette traduction sans cherahparemment a savoir si ce qu'ils

obtiennent est une solution et non une nouvell@tou

N° de Ensemble des solutions de (E)
la Ensemble faux

copie Erreur héritée Autre
21 {n, =7k -3,n,'=16k + 7,2}
64 {3+7m=16p/(m p)0Z}
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Dans la derniére copie, I'étudiant se base sur refeion qu’il a établie dans la

guestion 3 :-9x16+21x7 = 3et en déduit un ensemble, la encore a deux élément

N° de Ensemble des solutions de (E)
la Ensemble faux
copie Erreur héritée Autre
58 {-9x16+7v ,21x7+16u/(u,v)0Z}

Dans toutes ces copies, on repeére ici une sortieat didactique implicite. On a
limpression que ces étudiants ont plus cherché yathétiser qu'a comprendre le
raisonnement en jeu. lls disposent de deux solsithnsysteme avec lesquelles ils essaient de
créer la solution du probléme. Le sens mathématigue importe peu. lls répondent a la
guestion « synthétiser les résultats obtenus sretirla question « donner I'ensemble solution
du systéme (E) ». lls ne parviennent pas a comstrun raisonnement mathématique
argumenté et ne peuvent donc pas répondre correcteinla question. Il manque a ces
étudiants des étapes du raisonnement en jeu ge’ilmvent pas reconstituer par eux-mémes ;
On a aussi un gros probleme de fond. 8 copies 8uddhnent deux solutions ou deux

ensembles de solutions et ne se rendent pas coupia seule inconnue du problémerest

Penchons nous maintenant sur nos deux profils. Beudiants NonSmaths donnent
des réponses n'‘ayant aucun sens mathématique. d&sur9 étudiants, qui tentent de
synthétiser mais donnent des réponses inattenduesa un vrai probleme dans le
raisonnement mathématique. lls répondent a la ipmestsynthétiser les résultats obtenus » et
non a la question « donner I'ensemble solutionydtésne (E) ». Bizarrement, 8 étudiants sur
ces 9 sont issus d'un baccalauréat scientifiquec allautres options ou spécialités. On
pourrait penser que ces étudiants, ayant recuarnefion scientifique, seraient plus a méme
de faire preuve de rigueur lorsqu’ils affirment lquee chose et auraient plus de faciliter a
élaborer des raisonnements mathématiques maisneaamble pas étre le cas. Est-ce que ce
sont les notions mathématiques en cause qui gérseétudiants? Est-ce que le cloisonnement
encore trop présent entre les matieres empécléudmnts tout juste sortis du secondaire de
penser qu’ils peuvent appliquer aux mathématigessdémarches scientifiques acquises dans
d’autres matieres ? On ne trouve donc dans cetidgaa@e que 4 Smaths. Ills apparaissent plus

vigilants par rapport au sens mathématique de kmgraments.
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c) Ceux qui tentent de contourner la difficulté

7 copies sont concernées. On met dans cet enséesbétudiants qui, ne parvenant
pas a synthétiser les résultats obtenus dans &sgtigus précédentes, tentent de répondre au
probleme de maniere rigoureuse en utilisant unenodét familiere, qu’ils pensent mieux
maitriser. Ces étudiants créent un raisonnemeifiéreit de celui attendu par le concepteur
du sujet, mais font preuve d’'un certain sens ma#ti€ue ou plutdt d’un certain savoir-faire
mathématique méme si, et c’est ce qui est frappantin étudiant ne parvient au résultat en
utilisant sa propre méthode. Les raisonnementifeyrar les étudiants se basent tous sur la
tache routiniere de la résolution d’une équatiapdantienne et démarrent de cette maniere :
'étudiant traduit les deux congruences, tombent lauforme géométrique de I'équation
diophantienne, déroule le raisonnement propreésialution de ce probléme.

On remarque aussi qu’aucun étudiant n’a suivi I'dee hypothéses envisagées dans
'analyse a priori a savoir : utiliser le théorénhe Gauss au lieu de la question 2, c’est a dire
perdre le bénéfice de cette question uniqguement.

Enfin, trés peu d’étudiants citent explicitementiéoreme qu'’ils utilisent ce qui, pour
nous, tend a confirmer l'idée qu'il s’agisse d’uapplication mécanique du théoréme de
Gauss et non le fruit d’'une réflexion sur l'utiliga des théorémes d’arithmétique connus

pour résoudre le probleme posé.

N° de la copie Ensemble des solutions de (E)
Ensemble faux
Gauss au lieu de la question 2 Retour a la taateiére des le
départ

Gauss cité Gauss pas cité Gauss cité Gauss pas cité
2 échec
10 échec
18 échec
25 échec
26 échec
62 échec
63 echec

La copie 62 débute cette technique mais ne va qias (klle obtient I'équation
diophantienne a résoudre puis s’arréte).
3 copies ne parviennent pas a la solution car eliéient de revenir a mais le déroulement

de Gauss est juste (copies 2, 10 et 63).
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Les copies 18, 25 et 26 font une erreur dans leutment de la tache routiniére ce qui les
amene a un ensemble faux quand ils en proposedBuat. 25 font quasiment la méme erreur.

lls trouvent une solution particuliere a I'équatibaduite16x -7y = 3, font la différence des
deux équations et obtienneb®(x-x,)—-7(y—y,)=0. La copie 25 s'arréte la alors que la
copie 18 conclut que «les solutions de (E) sony:, X[z, x=x+21 et y=y'+9». La

copie 26 fait une erreur tres intéressante au cdeirsa résolution. Elle traduit le systéeme et

obtient pour équation diophantienng&-16y=- iis elle affrme que cela implique
7x(-3a)-16x% (- 3b) = -3 enfin elle simplifie par -3. Elle déroule le rais®ment sans autre

probleme ou erreur et finit par conclure que I'enBke des solutions de (E) est « les n tels
que n=-336&k — 144». Elle choisit des x et des y multiples de 3 ocerme lui donne que
certains points (un point sur 3). On comprend’ioigortance que Philippe Caldero a mise

sur la notion de vecteur minimal dans son mailntisacompléter I'entretien (voir I-3-C-a).

La tache routiniere de résolution d’'une équatia@pdantienne utilisant le théoreme de
Gauss n'a pas été plébiscitée par les Smaths gentent a ce qu’on pouvait supposer.
Seulement trois l'utilisent. On peut continuer ager que cette tache a été détaillée en TD car
4 NonSmaths la connaissent. On remarque que leshSmai, comme nous l'avons déja
expliqué dans I'analyse a priori, ont certainenmanti résoudre des équations diophantiennes
ne maitrisent pas cette technique pour autant.opgec62 traduit le systeme sous sa forme
plus géométrique et s’arréte la, la copie 63 ouldieepasser a n et la copie 26 fait une erreur
dans le déroulement de la méthode. Cette méthadpenit-étre pas autant de poids ou en tout
cas n'est pas si familiere pour les éleves queume gn pouvait penser dans l'analyse a

priori.

d) ceux qui choisissent une méthode synthétiquejastifiée

Premiérement, les quatre étudiants qui donnenbte dnsemble avec un argument
correct et complet sont issus d'un bac S spécialiéhématiques. Ce sont aussi les quatre
étudiants qui résolvent le probleme sans aucuraureril est intéressant de constater que
parmi ces quatre copies, on a des représentants I®ueux méthodes de justification

effectuées dans notre résolution linéaire (voirese).
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N° Ensemble des solutions de (E)
d'étudiant Ensemble correct
ggpliz On ramene n &, puis on applique Evocation du phénomene de linéarite
la question 2 (esprit bac)
29 O
46 O
56 O
72 O

La copie 29 emploie les expressions caractérisarphiénomene de linéarité : « solution
générale » et « solution particuliere ». A la gioestprécédente, cette copie a utilisé la
meéthode avec le Z/7Z. Dans cette copie, on retréaiv@solution du probleme telle qu’elle est
souhaitée par le concepteur du sujet. L'étudiardcquis les méthodes de L1 (pour la
résolution de la question 3) et inscrit sa démadieésolution dans le cadre de la linéarité.
La copie 46 n’évoque pas clairement le phénomendindarité mais I'argument qu’'elle

propose s’y réfere. A la différence de la copie dfg a utilisé la méthode sans le Z/7Z pour
résoudre la question 3. Aprés avoir traduit lesultass obtenus aux deux questions

précédentes sous la méme forme que celle adopt€émanceé, elle somme et conclut :

N° de la copie | Argument

46 -144=0[16] (11n=o0[16] [-144-112n=0 [16]
{—1445 3[7] o {112n =0[7] {—144—1121 =3[7]

Ainsi S(E)={-112n-144 / n0Z}

Les deux autres copies ont aussi utilisé la métisads le Z/7Z pour répondre a la troisieme
question. Ces deux copies utilisent la méme métlcodsistant a raisonner par équivalence
entre les différents systemes en jeu dans le sigebac. On voit donc ici la profonde
différence entre le sujet de bac et le sujet usitare. Dans le sujet de bac, le raisonnement
mis en jeu par ces deux étudiants est détaillé @agaestion 2 (voir page 15). Dans le sujet
universitaire, les étudiants doivent réaliser cavail sans indication. Deux étudiants y
parviennent.

On recopie dans un tableau leurs arguments pagudation 4 qui relévent plutét d’'un esprit

bac.
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N° de la copie | Argument
56 =-144 (7 n+144="7k
(E) = 7] - - n+1440{11% , k0 Z}
n=-144[16] |n+144=16k
- nO{112k -144,k 02z} ={112*-32,k'0 Z}
72 =-14417
Donc on cherch 7] car-144=3[7] et -144= 0 [16].
n=-144 [16]
n+144=0[7 _
Donc . Ainsi n+ 144est un multiple de 7 et de 16.
n+144=0 [16]
Ainsi n+1440{11% /k 0 Z}.
Doncn+144=11%« kOZ = n=11%-144 kOZ.
L'ensemble des solutions de (E) s@t {112k -144/k 0z}
C- Synthése

Notre analyse de cette question 4 confirme I'idéd g a un énorme fossé entre ces
guestions et les trois précédentes. La moitié tediahts ne sait pas comment aborder cette
guestion et ne répond pas. Parmi ceux qui tentenmegdondre, beaucoup ne justifient pas,
construisent des raisonnements incomplets ou f8auls quatre étudiants sont capables de
synthétiser et de justifier correctement le raigment qu'ils construisent pour résoudre la
guestion. Les problémes se situent autour de t&otses : la justification d’'un raisonnement,
I'élaboration propre d’'un raisonnement mathématidaesynthése des résultats obtenus et
leur intégration dans le raisonnement construis @€eis taches sont caractéristiques de ce
qgu’on attend d’un étudiant en mathématiques et saiales dans I'enseignement supérieur.
Il est assez préoccupant de se rendre compte egl’ptisent probléeme a quasiment tous les
étudiants de L1. Faut-il chercher des explicatibenss I'enseignement transmis et recu dans le
secondaire ? L'analyse, méme succincte, du sujdtade inciterait a répondre que oui. En
effet dans ce sujet, aucune question de synth@gemient et il n'y a pas non plus a élaborer
un raisonnement mathématique. La seule tache qarajp dans la plupart des questions
concerne la justification guidée du raisonnemenisitpar I'énoncé. On ne peut évidemment
pas tirer de conclusion sur la base d’'un uniquetsugis la construction de I'exercice du bac
envisagé est quand méme assez révélatrice deteattinl’enseignement secondaire.

Notre analyse a montré que les Smaths, sur cetitééde question sont en difficulté

mais avec des différences non négligeables paorapmotre deuxieme profil. 12 étudiants
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sur les 18 qui répondent (soit 67 %) proposentnsemble juste méme s’ils ne sont que 4 a le
justifier. 3 étudiants seulement proposent un ebsemépourvu de sens mathématique. La
situation est bien différente pour les NonSmath&tudliants sur les 18 qui répondent (soit 22
%) proposent un ensemble juste. Aucun ne justdigéponse. Mais surtout, 10 étudiants
donnent un ensemble dépourvu de sens mathématique.

Enfin, concernant la diversité des méthodes, ohléaiméme constat que dans la
premiéere partie. Les différentes méthodes de réeanlenvisagées dans I'analyse a priori se
retrouvent dans les copies. Le phénomene de lteé@aurtant fondateur de la construction
du sujet, est peu exploité. On remarque aussi@peits de la tache routiniere concernant la
résolution d’'une équation diophantienne est & rneran©n a la copie 23 qui montre
'importance et le poids de cette tache car elfgptante les questions de I'énoncé. On a aussi
les deux copies qui I'introduisent a un moment @t en finissent par en oublier I'énoncé.
Enfin, on a ces copies qui ne synthétisent pasekdtats démontrés et qui reviennent a cette

tache. Néanmoins, cela ne concerne que 9 étudiantst Smaths.
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CONCLUSION

Le but de ce travail était de se pencher sur lasttian «lycée / université » en
analysant un exercice d’arithmétique dans 73 cogiisidiants en L1 de mathématiques en
2006/2007 a l'université Claude Bernard (Lyon 1QuPcette étude, nous avons choisi de
séparer les étudiants suivant deux profils bietindits selon qu’ils soient issus d’'un bac S
spécialité mathématiques ou pas. Cette caraciérisde deux profils distincts a permis de
mettre en évidence certains facteurs pouvant axglign partie certains problémes liés a la
guestion de l'orientation des éleves a l'issue do. IDe I'ensemble de nos analyses, on tire

donc plusieurs conclusions intéressantes regrowgegsis points.

Premierement, on s’apercoit que la diversité dethoaes de résolution imaginées au
cours de I'analyse a priori est effectivement pnéselans les copies étudiées. Ainsi, quand on
sort des questions tres proches du cours ou desiaue fortement liées a une méthode de
résolution spécifique, comme par exemple la reneode&él'algorithme d’Euclide pour trouver
une relation de Bézout, les étudiants ne vont peement vers la résolution attendue par le
concepteur ou vers la résolution la plus prochéestesseignement recu. Des qu’ils disposent
d’'un peu de liberté pour la résolution d'une quaestion a une réelle diversité de méthodes,
peut-étre en partie due a l'influence des TD. Out peendre I'exemple de la résolution avec
le Z/7Z que I'on retrouve dans quelques copies m&nsette méthode n’avait pas du tout été
pensée par le concepteur du sujet. Dans ce chsslatudiants produisent une résolution non
prise en compte par le concepteur lors de I'élamrale son sujet mais cette résolution est
conforme & I'enseignement recu. Au contraire, timgion de I'exercice dans le cadre
général de la linéarité a sous-tendu la concepdi®ri’exercice. La linéarité permettait de
donner un argument tres simple pour la questio@elphénomene étant relativement mal
percu par les étudiants, on se retrouve avec \ge l&ventail de résolutions proposées dont
certaines relévent d’arguments compliqués ou draaqnis ne synthétisant pas les résultats
obtenus auparavant. lls s’appuient sur des notoiesix comprises comme par exemple la
tache routiniere de la résolution d’équations dalennes utilisant le théoreme de Gauss,

avec le cas extréme de I'étudiant qui s’affrantttitlement des questions de I'énonce.
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Deuxiemement, l'analyse de la question 4 illusteefdssé entre I'enseignement
secondaire et [I'enseignement supérieur et perne dnalyser quelgues causes. La
résolution de I'exercice proposé et plus particeligent de cette question fait intervenir trois
taches cruciales dans les mathématiques de I'eresagnt supérieur : la justification d’'un
raisonnement, I'élaboration d’'un raisonnement matté&ue, la synthese des résultats
obtenus et leur intégration dans le raisonnememstoait. Ces trois taches posent probléme a
la majorité des étudiants puisque seulement quatirdiants parviennent au résultat en
réalisant ces taches correctement. Ces trois tjoheipent a I'élaboration d’'un savoir
mathématique universitaire bien construit. On s& reompte qu’elles ne sont pas du tout
maitrisées par les étudiants de L1. Pourtant, dansursus universitaire, elles ne seront
enseignées qu’indirectement, au travers de dénatiosts par exemple ou de résolutions
completes d’exercice. Selon nous, le ceeur du pmobl@échec a l'université se situe ici. Les
éléeves de Terminale sont amenés a justifier, ald’ail’arguments souvent simples ou
classiques, un raisonnement et les étudiants deléXréer. L’autonomie dévolue a I'étudiant
est donc radicalement différente de celle dévolliéléve de Terminale. Quelque soit le bac
gu’il a obtenu, I'étudiant de L1 en mathématiquasétre confronté a des problemes testant
des capacités et des aptitudes au raisonnemerit mjg’'i pas acquises en Terminale.
Cependant, les étudiants ayant obtenus un bac Gabigémathématiques semblent mieux

armeés pour les exigences du supérieur.

En effet, et c’est la notre troisieme point, orresed compte que les choses sont bien
différentes que I'on soit issu d’un bac scientiBgpécialité mathématique ou d’'un autre bac.
Du point de vue des connaissances transmisestbmatique, on peut dire que les étudiants
issus d’'un bac S spécialité mathématiques ont péoneer leurs connaissances dans le
domaine et sont donc nettement plus a l'aise gsealdres dans la manipulation de ces
notions. lls semblent aussi plus familiers avecolesls mathématiques en jeu (congruences,
ensemble de nombres) et les taches précises deesaddémaniére plus ou moins explicite
par I'énoncé (remontée de l'algorithme d’Euclidelne grande majorité d’étudiants de ce
profil parvient a suivre un raisonnement propose ré€pere aussi que, selon le bac obtenu, les
étudiants ne sont pas égaux vis-a-vis des tachisiedéprécédemment. La plupart des
étudiants de L1, dans leur ensemble, donnent gemsés qu’ils ne savent pas justifier. Un
apprentissage de la rigueur mathématique restasiraoe. La synthése des résultats obtenus
et leur intégration dans le raisonnement sontalié$ pour tous. Certains étudiants tentent de

contourner le probleme en s’appuyant sur des n®tjagées mieux maitrisées, sur des
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mécanismes de résolution mieux sus mais ils seuwnt tous dans une nouvelle situation
d’échec. En revanche, I'élaboration d’'un raisonnenmeathématique crée principalement des
difficultés aux étudiants qui n'ont pas recu unéwe scientifique et mathématique forte au
lycée grace au bac S et a la spécialité mathénestidin effet, les seuls a donner une réponse
argumenteée et juste sont des étudiants détenteurs dac. On trouve surtout des absurdités
ou des non-sens dans les copies d’étudiants NomSnidavantage pour les étudiants issus
d'un bac S spécialité mathématiques est gu’ilsumet culture mathématique plus forte et une
initiation au travail universitaire par le biais d® spécialité. lls ont quelques clés pour
parvenir a s’adapter aux nouvelles tadches a réalBsur les autres, la situation est plus
problématique. On a vu que méme des €léves quervauivi une formation scientifique
étaient en difficulté pour les notions de rigueude clarté des raisonnements ainsi que pour

I'’élaboration des raisonnements.

La question de 'orientation des éleves a l'issuédc et peut-étre méme des étudiants
a lissue du premier semestre de L1 est cruciagefdit d’avoir effectué une TS spécialité
mathématiques apparait ici comme beaucoup plu®dabfe pour des étudiants en L1 vis-a-
vis des connaissances engrangées en arithmétigpusetlargement, vis-a-vis du travalil
spécifique a I'enseignement universitaire. Les &ede Terminale S spécialité mathématiques
semblent armés pour les exigences du supérieur meagont pas préts. Les autres ont des
lacunes a combler. Sans cela, ils risquent deasdr confrontés trés vite a une situation

d’échec.
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ANNEXE 1

Il - ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

#B.0.
N4

30 AOUT
2001
HORS-SERIE

Les paragraphes qui suivent concernent trois dasahoisis pour leur richesse mathématique au misteae

formation initiale.

L'arithmétique est un champ des mathématiques/vasit dont les applications récentes sont nomlegusest

un domaine au matériau élémentaire et accessihBu@ant a des raisonnements intéressants et feursat

C’est un lieu naturel de sensibilisation a I'algomique ou la nécessité d’étre précis impose rigaealarté du

raisonnement.

Avec I'étude des similitudes planes, on vise @la fine synthése des études antérieures sur hséanaations

et une premiére approche implicite de la structiergroupe.

Quant au paragraphe sur les surfaces, il ouvredmp des fonctions de plusieurs variables dansdrec

géomeétrique porteur de sens et peut illustrendes lentre les représentations en trois et deugmbions de

certains objets.

A titre indicatif, la répartition horaire entre ldiférents chapitres peut étre : arithmétique%5@éométrie 50

%.

Contenus

| Modalités de mis en oeuvre |

Commentaires

Arithmétique

Divisibilité dansZZz. Division
euclidienne. Algorithme d’Euclide
pour le calcul du PGCD
Congruences dar’.

Entiers premiers entre eux.

Nombres premiers. Existence et
unicité de la décomposition en
produit

de facteurs premiers.

PPCM.

Théoréme de Bézout.
Théoréme de Gauss.

On fera la synthése des
connaissances acquises dans ce
domaine au collége et en classe d
seconde. On étudiera quelques
algorithmes simples et on les
mettra en oeuvre sur calculatrice
tableur : recherche d’'un PGCD,
décomposition d'un entier en
facteurs

premiers, reconnaissance de la
primalité d’'un entier.

On démontrera que I'ensemble dg
nombres premiers est infini.

Sur des exemples simples,
obtention et utilisation de criteres
de divisibilité. Exemples simples
d’équations diophantiennes.
Applications élémentaires au
codage

et a la cryptographie.

Application : petit théoréme de
Fermat.

On montrera I'efficacité du langag
des congruences. On utilisera les
enotations aab (n) ouaa b
(modulon), et on établira les
compatibilités avec I'addition et la
Dunultiplication.

Toute introduction d&Z/nZZest
exclue.

L'unicité de la décomposition en
sfacteurs premiers pourra étre
admise.

L'arithmétique est un domaine ave
lequel I'informatique interagit
fortement ; on veillera a équilibrer
'usage de divers

moyens de calculs : a la main, a
I'aide

d’un tableur ou d’'une calculatrice.

[¢)

2C

Similitudes planes
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Définition géométrique. Cas des
isométries. Caractérisation
complexe : toute similitude a une
écriture complexe de la fornze
—>az+bouz—->az+b(anon nul).

Etude des similitudes directes

Les similitudes seront introduites
comme transformations du plan
conservant les rapports de
distances. On fera remarquer que
réciproque d’une similitude est un
similitude, que la composée de
deux similitudes est une similitude
et que,
dans le cas général, la compositid
n'est pas commutative

On démontrera qu'une similitude
ayant deux points fixes distincts e
I'identité ou une symétrie axiale.

Forme réduite d’'une similitude

directe. On démontrera la propriétécaractérisant une similitude

suivante : étant donnés quatre
points A, B, A’, B’ tels que A: B
et A’ #B’, il existe une unique
similitude directe transformant A
enA’etBenB'.

Applications géométriques des
similitudes & I'étude de
configurations, la recherche de
lieux et la résolution de problémes
de construction.

La définition générale sera illustré
d’une part avec les transformation
étudiées antérieurement, d'autre
lpart avec les
ptransformations d’écriture
complexez —> az+bouz—> az+b;
ces derniéres seront amenées
progressivement a travers des
nexemples. La caractérisation
complexe est un moyen efficace
d’établir la plupart des propriétés.
st

La recherche des éléments

indirecte est hors programme

On fera le lien avec les triangles
semblables ou isométriques
introduits en classe de seconde.

ny

»n O

Sections planes de surface

Sections de cdnes et cylindres
illimités

d’axes (Q) par des plans paralléle
aux plans de coordonnées.

Surfaces d’équatior=x2+y2ou
Z=Xy

par des plans paralléles aux plang
de coordonnées

L'objectif est de montrer qu’une

sreprésentée par une surface et qu
des études de coupes par des pla
permettent leur étude a l'aide des
outils déja vus pour les fonctions
d’'une variable.
Pour les sections de cénes, on
pourra faire le lien avec les
hyperboles d’équations/=k.

On visualisera sur écran les
surfaces

coupées étudiées. On entrainera
la reconnaissance des surfaces a
partir de coupes paralléles a un
plan, et on associera les visions

fonction de deux variables peut étre

e
ns

a

géométrique et analytique.
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ANNEXE 2

RESOLUTION LINEAIRE DU PROBLEME POSE

Question 1: « montrer que 7 et 16 sont premierseesiix,

1- Algorithme d’Euclide & 7 | 2- Décompos

ition en 3- autre

et 16 produit de facteurs
premiers
16=7%x2+2 16=2* 7 est premier
7=2%3+1 727 7 ne divise pas 16
a Donc 7 et 16 sont premiers
2=2x1+0 P

Le dernier reste non nul est
PGCD de 7 et 16. On a don
PGCD (7;16)=1.7et 16
sont premiers entre eux.

1 est le seul diviseur
|[eommun de 7 et 16 qui sont
cdonc premiers entre eux.

entre eux.

et écrire une relation de Bézout associée. »

1- Remontée de l'algorithme d’Euclide

2- Solution a la main

1=7-2x3
1=7-(16-7x2)x3

1=7x7-16x3 est une relation de Bézout
associée a 7 et 16.

Question 2 : « Quel est I'ensemble des entierdifsla la fois multiples de 7 et de 16 ? »

1- Relation PPCM /PGCD

2- Théoreme de Gauss

On a la relation

PPCMa,b)x PGCOa,b) =axb

D’ou PPCM (7,16) = 112 car PGCD (7,16)
1

On sait de plus que les multiples de 7 et d¢
16 sont les multiples du PPCM.

Donc I'ensemble des entiers relatifs a la fo
multiples de 7 et de 16 efitl2k / k0Z}.

La question posée revient a résoudre le
n=0[7]
n=0/[16’

| ou encore 16k =7k .'D’apres le théoreme
“de Gauss, comme 7 est premier avec 16, ]

idivisek. Donck=7g.Etn=112, qUZ.

_systeme linéaire suivam{

onc I'ensemble des entiers relatifs a la fois

multiples de 7 et de 16 efitik / k0 Z}.

/
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Question 3 : En vous aidant de la relation de Bé&zwouver un entier no multiple de 16 qui

vérifie par ailleurs no=1[7].»

On posen, =16x

Il s’agit alors de résoudre I'equation d’inconnuel6x—-1=0 [7]

1-sansle Z/7Z

2-avec Z/7Z

On utilise la relation de Bézout trouvée a la goest
1:1=7%x7-16%3

D’ou on déduit en ajustant les coefficients que :
-1=-7x7+16%x3

Reportons cette identité dans I'équation qui devie
donc :

16x+16x3-7x7=0 [7]
- 16x(x+3)=0[7]
- 7divisel6x (x+3)
= T7divisex+3 (enutilisantlelemmedeGauss)

- x+3=0[7]
= X=-3 [7]
= n, = —48estunesolutionparticulige

n=1[7]

n=0 [16]
ouencorex = 4 [7] = n, = 64solution
particulierede(E").

du systéme(E'):{

On remarque que 7 est premier et

donc que Z/7Z est un corps

commutatif. On fait tous les calculs

dans ce corps.

nL’équation proposée se réécrit :

16xx-1=0

= 16xx=1

= x=1x(@16)™

Calculons donc(176)_1: pour cela nous

connaissons la bonne méthode : éc

une identité de Bézout entre 24 et 1

asavoirl=7x7-3x 16

Puis redescendre aux classes

d’équivalence dans Z/7Z71:= -3x16

On en conclut que 'équation

proposée équivaut a :

x ==-3x1=-3=4 ce qui nous donng

les mémes solutions particulieres qu

celles obtenues avec la méthode 1.

rire
37

e

En déduire une solution du systeme (E).

Il suffit simplement de multiplier une congruence pa k dans Z et faire le lien entre (E) et
(E"). Ce point fait intervenir un résultat précis cours :

Soitn = 1fixé etsoienta, b, c troisentierselatifs Alorssi a=b [n] alors ac=hc [n]

Ainsi 3n, = —144 ou 192 est une solution particuliére de (E).
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Question 4 : « Déduire des deux questions précéddiensemble des solutions de (E). »

1- linéarité

2- esprit « bac »

Dans la question 2, on a la solution général®n écrit la solution particuliere sous forme

du systéme et dans la question 3 une solu
particuliére. La somme de la solution

tidlun systeme de congruences, en multipliant
le systéme vérifié par la solution particuliére

générale et de la solution particuliére donneoar -1 puis en ajoutant les deux systemes pn

la solution du probleme. Ainsi,
{-144+112%/k 02} correspond a
'ensemble des solutions de (E).

: : S{n =n, (7)
ramene les deux systémes a
n=n, (16)

puis on traduit en terme de multiplicité

(n—n, estcongru a 7 et a 16, il appartient
donc a I'ensemble défini a la question 2)), et
on conclut en citant précisément I'ensemble
des solutions.
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ANNEXE 3

TRANSCRIPTION DES DEUX ENTRETIENS MENES

A- TRANSCRIPTION DE L'ENTRETIEN AVEC P.CALDERO

Au début de l'entretien, je précise que jeffectatte démarche dans le cadre d’'un TER sous la titirede
Mme Battie. Philippe Caldero n’a pas vu que jav@ist au mail un fichier contenant le sujet de k&de sujet

de fac. Il en prend donc connaissance au débuedéétien.

Philippe Caldero : Ok, ouais, ouais d’accord, ah betrés bien, c’est bien, c’est la charniére bac, €éa
Florence Buisson : Ouais, c'est ¢ca

PC : OK bac, fac

FB : Donc en fait le but du travail que je faisst d'étudier 55 copies enfin I'exercice dans 5pies, en fait
Mme Battie avait récupéré.

PC : D'accord, I'exercice 2 ? Sur 55 copies ?

FB : Voila c’est ¢a, I'exercice 2. Et donc en faitout c’est d’analyser le raisonnement en jeuptasts ou
I'éléve devait avoir des méthodes, etc.

PC : D’accord

FB : Pour, euh, pour essayer de comprendre, comifateon travaille sur la transition lycée-univiggsce
serait plus pour comprendre les raisons de I'éelngaremiére année de fac, enfin quelques raisoesaes
facteurs. Voila, et donc vous, euh, je viens vaais @n tant que concepteur du sujet

PC : Ouais, ouais, en plus celui-ci, c’est vrai que&était moi qui I'avais proposé ce sujet la. Ouajsouais,
effectivement. Donc vas-y j'attends tes ...

FB : Et celui-la ca me sert juste a voir les diéféces par rapport aux questions posées, est-¢g/ guilus de
travail a faire en fac, de réflexion, etc, parce qlest vraiment le méme type d’exercice mais aj@esguestions
sont différentes

PC : Les questions sont différentes, ouais

Démontrer qu'il existe un couple (u,v) d’entiers rédatifs, tatata

Vérifier que pour un tel couple, paf, ouais vérifie

Soit n0 un solution, vérifier que le systéme équiva a... ouais...

D’accord, démontrer que le systéme équivaut a... oumid’accord

Bon, euh, trouver un couple (u,v) solution, calcute ouais d’accord, d’accord

Ok, ok, ok, ouais d’accord

FB : Donc au départ je voulais d’abord faire unserdu point sur le cours parce que en fait, jaipéré ce que
VOus avez mis sur votre site

PC : Oui

FB : Donc c’est le cours de Pierre Lavaurs, apparent

PC : Tout & fait
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FB : Eh, euh, j'ai récupéré aussi un cours photicdjgléve mais celui-la suivait I'amphi de Pieti@vaurs
parce que vous, vous aviez un amphi et Pierre Leavdeux

PC : C'est possible, y a eu un moment ou c’était ¢ca

FB : Je crois que c'était ¢a I'année derniére diants le cours qu'il y a sur votre site, en faitldds cette partie,
je vais vous poser des questions qui sont pasrf@céen lien avec, euh

PC : D’accord

FB : C’est juste pour faire un bilan assez exhéastffait

PC: Ok

FB : Et dans le cours photocopié sur votre sitg ailune section sur les sous-groupes de Z, & mtriouve pas

dans le cours photocopié de I'éléve, donc, déjgesfue vous vous souvenez I'avoir faite

PC : Oui, oui je I'ai faite, ouais bien sr, toujous ah oui

FB : Celle la vous la faites a chaque fois, tougo@k parce que comme

PC : Oui, parce que d’'abord c’est vraiment la chariiere entre I'arithmétique et la théorie des groupes
parce que c’'est quelque chose ou, en tant que ch#&re entre quelque chose qu'ils connaissent bien
comme l'arithmétique ou qui, au moins auquel ils sat familiers depuis leur jeune age puisque c’est de
I'addition et de la multiplication et puis des nomlses entiers. Donc finalement des choses auxquellkss
sont habitués assez t6t. C’est toujours rassurantedmontrer que des nouvelles notions un peu abstras,
bon ben on part un peu vers le plus abstrait, versinconnu mais bon, c’est une facon de leur tenird main,
de leur dire « regardez, on continue, on fait toujors la méme chose, c’est toujours les mémes nom®De
toute fagon ca c’est quelque chose... J'insiste toujos a chaque fois que j'ai une notion, que jintrodiis
une notion nouvelle, ¢a c’est méme plus fort que madein, il faut que je dise « ouais mais regardez;est
une autre facon de dire quelque chose que vous digiavant et que vous aviez parfaitement compris ».
(4’15 -> 4'46) Les mathématiques, c’est toujours gemémes choses, I'arithmétique, les équations, les
équations différentielles, voila, il faut toujoursramener les étudiants a ¢a (5’04 -> 5'29). C’est aiment
une marotte pour moi.

Ca parait impossible, c’est méme pas possible, dojgcne sais pas

FB : Ouais parce que s'il a pas écrit ¢a, y a @ne-d’autres trucs aussi qu'il a pas écrit, ctgteste pour savoir
PC : Non, non mais ¢a c’est quelque chose que jadaystématiquement et puis en plus c’est extrémente
utile dans les exercices et puis on le revoit ménte,as du le voir en M1, avec les sous-groupes deoR
c’est toujours les mémes techniques finalement sagf’il y a des notions topologiques en plus, pour
éliminer quand on a un groupe non cyclique, c’estraiment quelque chose d’extrémement important,
pour plein de raisons.

FB : Donc aprés, l'autre truc que je voulais voemdnder, c’est qu’en fait dans un mail, Mme Battiait gardé
les mails qu’échangeait Pierre Lavaurs avec leispl® TD, il disait qu'il voulait présenter Z/nZ €econ
différente et qu'il allait vous en parler. Donw@ulait le présenter comme I'ensemble des classésain-1 au
lieu d'utiliser la relation d’équivalence avec langruence modulo n. Donc est-ce que vous l'avezepité aussi
comme ¢a ou vous avez gardé ?

PC : Non, non, non, la j'en ai fait un peu qu’a maéte, hein. Pierre Lavaurs, depuis pas mal de temps

méme si dans son cours il a mis la relation d’équaence, il ne fait, il voulait retirer les problémes de
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relations d’équivalence sous prétexte finalement gon est mieux dans une inclusion que dans un quotig
quoi, hein, et que bon c’est.. ; Donc il y a ce thééme qui est en tout début de L1 et moi j'aime bie
insister dessus parce que je le trouve trés bienug finalement c’est toujours pareil. Une relation
d’équivalence c’est rien d’autre qu’une partition, quoi, c’est une partition et ¢a c’est encore tréshouette.
On est devant des étudiants qui viennent d’arriverils ont I'impression qu’on leur parle javanais, quwi, et
puis on leur dit, ouais, y a des relations d’équivances, des ensembles quotients, etc et puis, bga,ce
théoreme, encore, qui leur tient la main, qui leudit « mais non, regardez, c’est juste des partitianquoi,
on partitionne ». Et d’'ailleurs j'avais un exercice attends c’était quand, ben c’était cette annéepide leur
ai fait faire un exercice ou je leur ai dit voila «comptez combien y a de relations d’équivalences g un
ensemble a bon, 3 ou 4 éléments, je sais plus, etsfinalement il fallait passer par ce théoréme ouine
équivalence c’était une partition, et on partitionrait. Et puis ceux qui ont eu I'idée, pas qu'ils ontrouvé,
c’était le genre de questions que je mets ou fauhipeu réfléchir, c’est les questions a bonus, ou bdls
savent déja d’avance que c’est des questions delegfon et donc fallait compter, donc ben voila, osait
pas bien ce que c’est. Alors Lavaurs, lui il voulaipas faire, il voulait sauter les relationsd’équivalence, et
apres bien sar, il était obligé de retomber sur sgsattes et puis faire d’'une autre maniére Z/nZ. Mas moi
j'ai toujours fait les relations d’équivalences, peat-étre une année je I'ai sauté, par solidarité avelui, puis
apreés je me suis dit « non c’est la derniére annégie je fais ¢ca parce que il y a pas de raisons »agirés
guand Frank Wagner a pris la reléve de Pierre Lavats, alors lui, pour lui c’était complétement incongu
de ne pas faire de relations d’équivalences, qugiarce que ¢a, la relation, c’est une notion qui... Aartir
du moment ou on dit « bon ben on va faire un cursualgebre, un cursus analyse et un cursus algebreib,
est clair que I'équivalence c’est un objet, le paage au quotient est quand méme une notion, mémeosi se
rend bien compte que il y a plein d'étudiants qui appent, qui zappent ¢a, mais au bout d’'un momentsl
finissent par ingurgiter cette notion de passage aguotient parce que c’'est la. C'est incontournablée
passage au quotient, c’est une notion, une fois @qui I'a dominée, extrémement féconde. Et méme je
discutais avec Chamarie une fois, qui disait que lua force, il trouvait la structure quotient plus simple
gue la sous structure, et c’est ¢a qu'il essayaiedfaire passer en maitrise a ses étudiants. Bornri pas
jusque la, disons, c’est dual, c’est vraiment, quahon formalise tout ¢a, on se rend compte que struae,
sous structure et quotient c’est les mémes diffittés formelles. Apres, apres bien sir on est pluslaise
qguand on dit « tiens on est dans un sous-ensemblgai ». Mais ce théoréme des patrtitions, je le trows
bien, bien pratique et il tombe bien au bon moment! est simple a montrer et puis il prouve que c'dspas
si dur, alors du coup maintenant je continue avek partitions et je fais le théoreme de Lagrange jmgue
finalement c’est la que ¢a va tomber les relationd'équivalence et les ensembles quotients. C’est pda
théoréme de Lagrange qui est encore un théoréme quionne des résultats extrémement concrets comme le
petit théoréme de Fermat. Et la on retrouve, ¢a yst quoi, ceux qu’'on avait perdu au moment de la tha¥ie
des groupes, aprés au moment de I'arithmétique, @uis finalement ils se rendent compte qu’écrire éda
ou écrire le signe équivalent, ¢a ressemble quoipartir du moment ou il y a des opérations arithméiques
dessus, qu’on a vérifié un certain nombre de chosd3onc voila, ma réponse c'est, j'ai pas du tout tehé a
ca

FB : D’accord
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PC : J'ai essayé et finalement ca a pas été conveamt et je pense pas que ce soit traumatisant outre
mesure pour les étudiants de passer a la classe@ldvalence a partir du moment ot on leur dit « ben
regardez on partitionne I'ensemble »

FB : Ok, donc alors maintenant on va revenir a. finean va plutdt passer a ¢a, donc « le choix datswour
cet exercice d'arithmétique ». En fait, il y avdéiux exercices d’arithmeétique. Et pourquoi este ¥pus avez
décidé de poser ce type d’exercice, quel intérét des L1, parce qu’en fait, moi j'étais pas enléscdeux
premiéres années, j'étais en prépa, et par exeltgithmétique, on en a quasiment pas fait, ndétait
vraiment, euh. Donc pourquoi est-ce qu’ici ¢a a tefie importance ?

PC : Alors, les classes prépa sont généralement pdarmer des ingénieurs. Et donc qui dit ingénieur
disait qu'il fallait une préparation a la fois analyse et algébre. Analyse c’est clair et algébre ctgzarce que
pour beaucoup d’ingénieurs finalement, il y a cett@spéce de diagonalisation que I'ingénieur utilise,
surtout dans ceux qui vont aux Mines, aux Ponts, @entrale, tout ¢a, on voit bien, pour eux c’est vrament
trés utile, quoi, la diagonalisation. Et grace finlement a la diagonalisation, on s’est retrouvé a awr des,
I'algebre a survécu, a survécu mais avec évidemment chaque fois qu'il y avait a tailler dans le lad, on
voulait un peu tailler I'algébre, d'accord. Bon alas maintenant quelle est I'utilité... alors la fac cést
guand méme d’abord un autre cursus. C’est pas ledasses prépa, dans le sens que, on se dit pas 0%9
des gens iront dans des écoles d'ingénieur, etalut qu'ils fassent de I'analyse, des choses comnasg
Donc la c’est plus un cursus, ben, universitaire ola connaissance est déja, pour moi, importante esile-
méme, la connaissance de la matiére. Ceux qui ventdaire des mathématiques et a priori, on aimerait
gu'ils aillent relativement loin, ben euh on sait @'il va y avoir des gens pour qui ¢a, ¢ca aura étéigte une
aventure de deux ans, mais pour ceux qui iront plumin, il y a I'algébre, il y a I'analyse, et pouraioi
l'algebre : ben par rapport a I'analyse c’est simpé. L'algébre, on travaille sur n'importe quel corps
L'analyse, on va plutdt travailler sur R et sur C,donc bon parce que le monde s’apparente bien aux
problémes qu’on a sur les réels. Mais ce qu'il y @est que, on voit bien que quand on a un probléme
d’arithmétique, un probléme sur Z, ben on a envie d le résoudre en passant au quotient Z/pZ et ensait
la-dessus ben on tombe sur des corps mais ces caspat pas algébriquement clos donc il faut prendrdes
extensions, des clétures algébriques ou simplemetts extensions idoines. Et du coup, ben, il est
intéressant de travailler sur un corps quelconquela il y a des trucs, des problemes un peu de nature
topologique, nananan, la continuité tout ¢a qui vonmaintenant nous échapper et par contre les fonains
gu’on va avoir, les fonctions intéressantes puisqah a pas cette continuité ou des suites de Caucldgs
sous-trucs qui convergent, des séries, des chosesime ¢a, tout ce qu’on va avoir comme fonctions bega
va étre les fonctions polynomiales finalement. Doman se retrouve a faire, ben ce qu’on appelle de
I'algébre. Donc 'arithmétique c’est, les méthodesde 'algébre ont été développées, en tout cas beaup
d’entre elles pour pouvoir faire de I'arithmétique. Donc a partir du moment ou on fait un cursus
algébrique, il faut savoir le défendre aussi et cqgoblémes d’'arithmétique, ainsi que les problémes
justement de diagonalisation, qui sont les deux pkdémes types, qui justifient qu’'on ait des bases
algébriques, quoi, gu’on ait besoin de bases algéhues. Dans les classes d'ingénieur, dans les cisde
futurs ingénieurs et les classes prépa, bien steg problemes la sont, on a plus envie de leur dire on
fait de I'algebre parce qu’il y a de la diagonalistion et parce que aprés, quand vous voulez voir des

contraintes, des forces dans un systéme ben voukealdevoir diagonaliser, quand vous allez voir siru
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pont tiendra, il faudra regarder les contraintes qil y a entre les différents points spéciaux du paret puis
il faudra calculer une matrice, faudra la diagonalser, bon, voila c’est ¢a que les gens ont en tétea,entre
autres, pourquoi pas. Mais en fac, pour moi c’'estas ca I'idée et voila donc en gros, il faut habitudes
gens assez tét aux problémes d’arithmétique parceauq les nombres c’est extrémement primitif, c’est un
plaisir qui nous relie a I'enfance. Il y a des gengui aiment les nombres. Moi je sais que j'adore copter,
j'ai 'impression de bien comprendre un objet, mémaeun groupe, tu vois quand je fais les groupes en M1
jai envie de les regarder sur les corps finis, pae que dans les corps finis, on compte et comptéest une
facon de comprendre. Et quand on compte, quand onldabitude de compter, c’est la qu'on se rend
compte concrétement que les groupes, c’est trésletquoi. Si on veut compter, ben c’était dans le deir,
des grassmanniennes, ben on se rend compte que tig#e d’avoir un groupe qui agit dessus et aprésn a
plus qu'a compter le groupe, et puis compter les bites etc. Ca c’est, voila quoi, I'arithmétique, Idait de
compter, c’est des plaisirs de base qui nous ramémteau vrai plaisir des maths, pour moi, et qui
permettent d’accepter ensuite qu’on nous parachutdes notions abstraites parce que aprés on veut avoi
le résultat tout de suite, on veut que ca serve ampter encore plus de choses, faut que ¢a serveogu
voila. Donc, I'arithmétique, les équations dans Zout ¢a, c’est ¢a. Z c’est quand méme presque, N éout
cas, c'est notre enfance, c'est ce qui nous rella,multiplication, I'addition, tout ¢a c’est I'algébre quand
méme, et donc je pense que c’est important de faide I'arithmétique, tu vois, le reste de la divisio par 13
de 2872006, le lemme chinois qui est un lemme qutedu 12™ siécle, ou quand méme voila quoi, je sais
pas je dis 12éme siécle comme ¢a, mais un truc tr&®s ancien quoi, donc vraiment des trucs qui
correspondent a des besoins beaucoup plus primititpie ceux de notre société de maintenant quoi, donc
¢a me parait étre des beaux probléemes et montrer guquelque chose d'abstrait permet comme euh bon
Lagrange, ou finalement, le petit théoreme de Fermigoermettent de torcher ces questions, je trouve ¢a
bien, voila. Donc voila pourquoi, ces questions. Jiis plus convaincu par ces trucs la que par des
problémes du style montrer que f est injective, mdrer que bon, voila. Il faut quand méme, il en faut
parce qu'il faut exercer les nouvelles théories, td les exercer, faut en faire des mécanismes, fafiaire des
exercices dessus, faut vérifier s’ils ont bien comig les nouvelles notions mais il faut toujours legelier aux
problémes principaux, on a des restes de divisiompila, c’est un probléme inverse par rapport a un
probleme gu'ils avaient avant, ils avaient n et bl fallait qu’il trouve le reste maintenant ils ont des
restes et il faut qu'il trouve n quoi. Finalement &st un chemin gu'’ils connaissent bien

FB : Ok et d'un point de vue pratique, est-ce goesvsavez ce gu'il y a en arithmétique dans lersigice ou
pas ?

PC : Oui, oui, oui, oui, ah ben oui, jai été profpendant, euh, j'ai été prof pendant 12 ans dans le
secondaire

FB : Ah oui d’accord

PC : Le secondaire, je connais bien, ceci dit, calmissé depuis, ¢a baissait déja pendant que j'yaés.
J'étais prof aux Antilles, aprés j'ai été prof a Riris, et j'ai passé ma thése tout en enseignant danne
premiére et une terminale donc je connais bien. Blai maintenant mes gosses qui sont en premiere, Uits
en premiere et puis une fille en quatrieme

FB : d'accord
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PC : donc j'ai suivi tout ce cursus. Je me rends bh, bien compte de leurs difficultés, de tout ¢a.a&; alors
Ia, c’est un truc que, oui, je connais bien.

FB : en fait, aprés dans |'étude, je vais difféienceux qui étaient en terminale S spé mathsm®t dai avaient
déja vu tous les théoremes

PC : Oui, oui bien sOr

FB : de ceux qui I'avaient jamais fait

PC : chaque année moi je leur demande, vous aveitfane spécialisation ou vous avez pas fait. Et s&
vrai qu'y en a qu’on fait une spécialisation, y era qu’ont pas fait. On est obligé de faire avec quoDn est
obligé de faire avec un tronc commun et puis faireomme si en se disant, bon ben si ils ont fait la
spécialisation, tant mieux, ¢a leur rajoutera quelge chose et puis sinan

FB : Donc alors apreés, pour la construction destpes du sujet...

PC : Oui

FB : Donc on va rentrer un peu plus dans le détaitc déja pourquoi est-ce que vous avez choi gegsenter
sous forme d’un systéme alors qu’on pouvait addptésrme plus classique d’équations diophantierthEst-ce
que c’était pour faire une application du lemmenofg simple par exemple ou est-ce que la aussi

PC : La aussi c’est sous forme d'un systen(d regarde le sujet de bac)

FB : Par exemple dans le sujet de rattrapage dejaic’était une équation diophantienne classiguefait, y
avait pas le systéme

PC : Oui, oui

FB : Donc est-ce que c'était, je sais pas euh

PC : Disons que la I'idée... Bon alors c’est deux puis de vue qui finalement en théorie se valent maén
pratique sont bien différents effectivement. L'équéion diophantienne, c’est une fagon de dire, pour o,
dans votre passé vous avez écrit des équations deitks, ax+by=c, et l1a, on tombe devant un problemgui
est typique en mathématiques, on sait faire sur Rlonc on a une droite

FB : cherchez les points entiers

PC : et cherchez les points entiers et généralemeautissi bien sir y a cherchez les points rationnelBonc
par exemple dans les coniques, on a a chercher fasints rationnels d’'une conique, chercher les poirst
entiers d’'une conique, etc. Donc, ¢a vise a ce tyfde probléme qui améne encore a des probléemes
algébriques, a des problemes d’entiers, voila. Doran fait un lien avec ce bon vieux probleme : onane
droite et on cherche des points entiers sur une dite. Alors la, présenté de cette maniere 1a, c’eautre
chose, c'est pour, c'est une égalité. Donc on a uéquation et on va utiliser quelque chose qui eségéral
et puis qu’ils ont déja vu, c’est ce phénoméne dméarité qui est omniprésent dans les mathématiquekt
la dans ce cas |3, le but de cet acheminement duoptéme c’est un parallélisme avec I'équation
différentielle linéaire, la résolution d’équation inéaire, de systéme linéaire dans un corps quelcone,
pourquoi pas dans R etc. C’est-a-dire qu’'on a uneotution particuliére, une solution générale, et pig
ensuite, ben on a un ensemble solution générale egisuite on montre que c’'est la somme, toujours awées
mémes techniques. Donc c’est vraiment montrer qu'y a 'omniprésence en mathématiques de la
linéarité. Et que dans la linéarité, on cherche delsases en quelque sorte, c’est ¢a un peu I'espfiléme
bon alors euh méme si la encore, les bases ils entgas encore 1a, euh, la ici, quand on va cherchdes

solutions de n est congru a no et n congru @ mo ol modulo des nombres ben on va se ramener en fait
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la solution (1,0) pour (1,0) et (0,1) et ensuite dera une Z-linéarité par rapport a ces solutionsd. Et donc
c’est cette notion qu’ils doivent avoir qu’une ceraine partie des mathématiques se suffit de la linégé et
une fois qu’on a compris, euh, bon un certain nomte de petites choses de la linéarité, aprés on les
retrouve dans des domaines totalement différentsuasi différents que I'analyse, les équations
différentielles, et tout ¢a. Voila donc c'est, c'ds;a l'idée.

FB : Ok

PC : C'est ¢a I'idée du truc. Méme si la pour la dation n=0 bon ben dans un certain monde, on va dew
utiliser un déterminant, la on utilise Gauss quoiVoila, apres bien sdr les techniques changent , «i€l est
I'ensemble des entiers relatifs a la fois multiplede 7 et de 16 », c’est pour leur faire résoudre ks 0 et
puis donc qui va étre I'équation, la solution généle, quoi. Donc c’est vraiment, c’est vraiment ¢a.

FB : Et alors aprés pour construire les questiesisce que, enfin comment vous avez fait, parcergfait le
sujet de bac, lui, s’appuie plus sur la démonstnadiu théoréme chinais, il sort, euh, il faut viérifjue le N est
solution donc quand on démontre le théoréme chirie, euh, le calcul qu’on obtient, quoi

PC : Oui, oui

FB : vérifier que ¢a est solution donc ¢a on leamrtk et puis ensuite

PC : Oui

FB : Donc ¢a c’est plus pour les aider a I'existeraprés on a l'unicité puis la on revient a I'exice

PC : Oui, oui

FB : Et alors que dans le sujet que vous avez fait,

PC : Hum, hum

FB : On fait d'abord une question, la premiere tjoes¢a parle plus de, bon on applique Bézoutcdonfait
une partie de I'existence puis apres vous faitésroéner I'ensemble des solutions qui vérifientirece que
vous avez dit 1a, avec n congrua 0

PC : Hum, hum

FB : Donc ¢a serait plus aussi l'unicité puis eteson revient a I'existence

PC : Hum, hum

FB : et ca me parait moins basé, ‘fin fondé sutdmonstration du théoréme chinois en fait

PC : Hum, hum

FB : Enfin on y revient plus ou moins dans le fonais par rapport a la forme

PC : Effectivement mais ils n’ont pas vu la démonsation du théoréme chinois, ils ne font pas le thééme
chinois

FB : Ouic’est ca on le faiten L3

PC : Hein, euh, jestime quand méme que le théorén@hinois, la a partir du moment ou ils sont en fad)
faut attendre gu’ils aient vu les anneaux et puis gon ait le temps de parler correctement des anneay
hein, puisque c’est ¢a qui est derriére. Il se dités bien en termes d’anneaux ce théoréme et eubggtime
gu’ils sont pas censeés le connaitre ce théoreme mbiis. Alors je propose une méthode et quand on regie
la méthode, le , bon donc le 1) c’est vraiment urrelation de Bézout, bien sar, parce qu'ils ont vud
relation de Bézout, et ¢a, ¢a leur donne des pointgoila quoi, c’est ¢a qui est important, euh, ildut

mettre une premiére question ou ils seront a l'aiseet ou ils savent que, tiens une relation de Bézoentre
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7 et 16, ils vont la trouver et ils vont avoir depoints, je sais qu'il y en a un certain nombre. Apés le 2),
ben bien sdr c’est, c’est le lemme de Gauss, et garalléle, on a déja la solution pour (0,0)

FB : Hum, hum

PC : Donc I3, la solution, on va dire de I'équatioménérale associée, hein, sans second membre. Aprés
alors ce qu'y a c’est que, euh, trouver un entier@multiple de 16 qui vérifie par ailleurs n0O congrua 1,
donc c’est 'idée de la base finalement (1,0). Sh@vait plus de temps, évidemment, I'exercice 2 jsavais
pu, bon, les interroger pour plus de temps, j'auraffait un truc un peu plus gros que 3, 0, j'auraisdit une
question pour (1,0), pour la solution du membre deroite égal a (1,0), et ensuite le membre de gaucégal
0.1)

FB : d'accord

PC : et ensuite qu'ils fassent une combinaison liaére des deux, pour les pousser, bon voila quoi,
montrer : « regardez, vous étes devant un problénlméaire, de type linéaire, c’est ¢ca qui est derri@ »
FB : Ok

PC : On fait de, ¢a rappelle I'algebre linéaire. Vda.

FB : Et pourquoi par exemple, pas avoir mis la 2apa 3, enfin peu importe, I'ordre ¢a avait um@artance
pour vous ou pas parce que

PC : parce que

FB : parce que finalement dans la

PC:oui?

FB : la 2) est assez indépendante

PC : bon alors c’'est un choix. J'aurais pu le fairehein, 2),3), Ia on va dire que y a aussi un ordrgui est
important de ce que je, de ce qui est prioritairequ’ils doivent savoir. Le 1) et le 2) sont pratiquenent des
guestions de cours

FB : d’accord

PC : Et aprés c’est des questions de savoir-faireads I'exercice. Donc le 1), je veux qu’ils sacheld faire
parce que je leur ai dit « faut savoir le faire »Le 2), c’'est le lemme de Gauss, c’est une pure ajmaition
du lemme de Gauss ou de dire a la fois multiples deet de 16 ou de dire c’est multiple du PPCM quosi,
c’est multiple de a et de b si et seulement si ctasultiple du PPCM. Donc sans méme parler de Gaussn
peut parler juste de PPCM, c’est méme mieux de leor comme ¢a. Et ensuite, ensuite, ben est-ce gsil
aprés ben c’est pour départager au moins ceux qunblu le cours, qui ont essayé d’apprendre, et puis
apres ceux qui ont ce petit plus de savoir-faire,grce qu'on est en L1. Méme des exercices simplesrone
¢a, on est décu, hein, donc au moins on écréme ceux ont travaillé quoi.

FB : Alors et maintenant, pour étre un peu plugigrépourquoi est-ce que vous avez mis un coeffidgal a
07

PC : parce que pour cette linéarité, hein, et que g veux garder I'objectif de la linéarité, et quedu coup
je suis obligé de poser la question (1,0), (0,1)icgont deux questions redondantes, on a que deuxurnes.
Donc gu’est-ce que ¢a va m'apporter que quelqu’un@j sache, d’accord, moi ce que je veux voir c’esse
ce gqu'il a I'idée de passer de 2),3) a 4). D'accorfiDonc ¢a c’'est le niveau supérieur de I'exercigmur voir
un peu, bon, un peu les meilleurs, les happy feweim, parce que la 'y en a plus beaucoup qui restelit ici,

méme si c’est facile, c’est trés facile mais borfest comme ca. Alors qu’est-ce qui se passe ? Jeixen
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méme temps, leur poser un probléme intéressant, glgs, bon ils en font pas beaucoup, ils font mémagp
de devoirs maisons ni rien, donc faut voir que ¢aest important, ils vont y réfléchir a ce problemels
liront la correction, des gens de I'année d’'aprésiatéresseront, ils se demanderont ce qu'il y a,sl
chercheront a le faire etc. Donc voila, donc c’est’est un truc, quand méme, c’est, c’est importantde
mettre des exercices un peu intéressants mais enmetemps faut les juger dessus. Et a quoi ca me sde
juger quelqu’un, alors que je lui ai demandé de méaire le coup pour (1,0) et ensuite je vais lui fag pour
(0,1). Euh, bon je sais que si il sait faire (1,@t que si il sait pas faire (0,1) c’est qu'il a faj bon c’est qu'il
s'est endormi, ou qu'il s’est, je sais pas, il y eun moment, une panne de stylo, j'en sais rien, matga va
rien m'apporter. Donc j'ai as envie, la je perds me points quoi. J'ai que 20 points sur un problémg;ai
gue 20 points, sur un probléme. J'ai pas envie deg perdre a faire un truc dont je sais que si ilast pas
faire I'un, il sait pas faire l'autre, s'il sait pas faire I'autre il sait pas faire I'un. Du coup came semblait
euh suffisant de mettre (3,0), ca me parait, ca nEermettait d’étre optimal entre un exercice intéresant
mélant I'arithmétique et la linéarité et toutes lesnotions parce que ce que je veux c’est que chaque
guestion soit rentabilisée, hein, faut savoir, leaurs est-ce qu'il va savoir I'appliquer au bon momat.
Voila donc c’est pour ¢a que j'ai mis un zéro la.

FB : D’accord parce qu’en fait moi j'avais pas fadtte hypothése parce que je pensais que comme &S
disiez, no multiple de 16, que tres vite, il allaiéttre 16x ou 16k congru a 3 modulo 7

PC : Oui

FB : Et ensuite retomber sur le, les exos quiient faits en TD

PC : Hum

FB : Et aussi dans le cours

PC : Hum, hum

FB : et qui étaient faits en repassant dans le& &fpfait. On quittait un peu tout ce qui était gnrences

PC : Ah oui d'accord

FB : Et ¢a simplifiait

PC : Oui, oui effectivement, j'ai pas du tout pensé ¢ca

FB : Donc au départ j'avais pensé a ca

PC : C'est pas du tout comme ¢a que j'ai pensé, pdsi tout

FB : D’accord

PC : Ca aurait pu étre, ¢a aurait pu étre pensé come ¢a mais

FB : D’accord

PC : pas du tout

FB : Ok

PC : pas du tout, c’était pas ca mon idée, c’estph, je crois que I'idée directrice c’est, bon, quse centre
dans la théorie générale de la linéarité

FB : D’accord, je crois qu’en gros on a fait lertou

PC : D’accord

FB : Parce qu'aprés j'avais des questions sur éstipn 4) qui n’était pas précisée mais en grost ce que
vous avez dit, aprés ca teste la capacité a sysgh@ussi ce qu'ils avaient fait avant et puisiér an peu plus

loin.
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PC : Bien sr

FB : parce qu’elle est moins, enfin c’est vrai gla@s les copies, il y en beaucoup qui font 1) et Puis apres il
y a plus personne quoi.

PC : Ben oui, oui, oui c'est slr que c’est pas

FB : parce que par rapport au sujet de bac, dasigée de bac, il y a aucune question, enfin

PC : il y a pas de question de synthéese

FB : ou il y ait vraiment besoin de synthétiser

PC : oui, oui

FB : C'est la différence essentielle que j'ai tréayquoi, celle-la y a quand méme un peu besogyakhétiser
ce qu’on a fait avant, d’utiliser ce qu’on a faiaat, de réfléchir comment ca peut servir alorsdpres le sujet
de bac

PC: Benla

FB : C’est plus guidé quoi.

PC : C'est-a-dire que c'est ¢a, ouais,

FB : on démontre I'équivalence

PC : on donne déja un peu les réponses, vérifier gud’ailleurs les mots sont la

FB : QOui c'est ¢ca

PC : Y a vérifier, c’est, c’est, on a ¢a mais borkt en plus il faut bien voir que dans I'enseignemedrde
spécialité en TS, ¢a, ¢a c’est un gros morceau deguand on leur demande « qu’est-ce que vous aved
en plus des autres », ils disent généralement belest Bézout, et c’est ce genre d’équations, le resthinois.
C’est ¢a qu'ils voient, donc euh le bac, voila.

Mais bon c’est vraiment, bon ben écoute j'avais oulg ce, je te remercie de m’avoir, j'avais oublié
complétement ¢ca bon en me relisant c’est vrai quegila quoi. Aprés le reste de la division de 13 pa
2872006, évidemment on était en 2006 alors falldiien, faut bien trouver un truc rigolo avec 2006. dutes
les années sont pas toujours

FB : favorables

PC : liées a une propriété arithmétique. (3724 -37'55)

FB : Merci

B- TRANSCRIPTION DE L’'ENTRETIEN AVEC P.LAVAURS

PL : Et voila, on va voir les questions

FB : Donc déja est-ce que vous avez vu que javassun fichier joint ?

PL : Jai vu, j'en ai une copie la, voila. J'ai monfichier joint, voila, j'étais en train, j'étais en train de
regarder, I'examen, le truc de bac que j'avais pasegardé encore, j'étais juste en train de jeter ureelil

FB : D’accord parce que je l'avais aussi envoyé @altlero mais lui il avait pas fait attention

PL : Il avait pas fait gaffe. Ouais ?

FB : Donc je vous avais amené les sujets au cagala. Donc je vais vous repréciser un peu cejgudais

PL : Quais ?

FB : Donc c’est un TER.
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PL:
FB :

PL

FB :

Au

D’accord

Je sais pas si vous savez, Travail EncadRedberche
: Oui bien s0r ca je sais

Donc en didactique des maths, encadré par Blatte

cceur de mon travail, c’est I'analyse d'un exagcd’arithmétique donc c’est I'exercice deux dueswjue

vous aviez fait.

PL:
FB :
PL:
FB:
PL:
FB:

D’accord.

Donc le sujet de bac, en fait, il me sert en de référence

Ok

Qu’est-ce qui est différent dans ce que ddigamoir les éléves,
D’accord

Dans les raisonnements. Donc le but de caitravest d’analyser un peu, en fait on se persiréout sur

la transition lycée-université

PL
FB

: Ouais

: Qu'est-ce qui peut expliquer, un peu I'échagesmiére année. Donc vous, je viens vous votaahque

concepteur du sujet

PL
FB
PL
FB

: Ouais
: Et enseignant aussi
: Bien s0r

: Pour savoir ce qui est transmis en arithmétigDonc d’'abord, on va faire une mise au point Isar

connaissances transmises

PL:

FB

PL:

FB

PL:
FB :

Oui

: Donc en fait j'ai récupéré le cours sur le sie M Caldero mais c’est le votre
C’est le cours que je faisais traditionnellemet

: Voila c’est ca. Et dans ce cours, il y a ueetion sur les sous-groupes de Z
Ouais

Et jai récupéré, enfin Mme Battie avait phoapié le cours d’un éléve qui suivait votre amgHueil a pas

cette section

PL

: Tout a fait cette section, elle est restée imjpnée mais elle n'est plus faite, elle n’a jamaige I'ai peut-

étre faite une année ou j'avais le temps, elle n'egas faite, elle n’est pas au programme

FB :
PL:
FB:
PL:
FB:
PL:
FB :
PL:

D’accord

Tout & fait

D’accord. Et par rapport a la présentationdeg,

Ouais ?

Dans votre cours c’est avec la relation d'gglence

Ouais

Et Mme Battie m’a dit que ca avait été fait,fait, euh, présenté sous la forme d’'un ensembl@ & n-1

Alors que je me souvienne, je faisais plus deours, je faisais plus que des TD I'an dernier, jpense...

Est-ce que je faisais un cours ? ou je faisais uowrs...

FB :

Il me semble que vous aviez deux amphis

-82-



PL : QOula, je faisais méme deux amphis, bon ben efftivement c’est déja vieux. Aprés le deuxiéme
semestre a effacé la suite. Je sais que javais upesférence pour le faire sans parler de la relatio
d’équivalence, personnellement, je sais que quanthyais tapé le cours, javais fait pour me conformea,
aux collegues qui préféraient ¢a, en disant, il falquand méme les initier aux structures quotientsgonc il
est probable que j'ai fait comme... Philipe Caldero st accommodant, donc trés probablement, j'ai fait
comme je préfére a ce niveau la, c'est-a-dire comnéant 'ensemble 0, n-1

FB : D’accord, pour vous le but c’est pas d'intrivdu enfin c’est d’éviter d'introduire la relatioanfin, le
guotient quoi

PL : Oui je pense que les structures quotient ca [gae trés, trées mal. Relations d’équivalence, ils bn
beaucoup de mal a comprendre, déja je suis critiqusur le fait qu'on fasse dés la premiére année laotion
de relations d’équivalence, alors ensembles quoties) c’est plutdt pire

FB : D’accord. Ok. Donc, et aussi, y avait juste @autre question, sur la définition des nombremmes entre
eux

PL : Oui ?

FB : Donc dans votre cours, vous parlez de, euhisalir commun égal a un et dans le cours de I'ébdest
PGCD = 1 qui est dit explicitement. Alors c’esttpusin détalil

PL : Quais ?

FB : Mais je me disais que PGCD, ¢a, aprés ils pimnt plus penser a faire I'algorithme d’Euclideecgi on
parle de diviseur commun

PL : Tiens, je dois dire que c’est le genre de truou je me pose méme pas la question. Ce que je palive
au tableau, c’est ce qui me passe par la téte, j'mi pas remarqué quoi

FB : D'accord

PL : Voila jai dit au tableau en termes de PGCD, epeut-étre que trois ans avant javais écrit en tanes
de diviseurs communs sans penser qu'il pouvait y air une nuance pour la compréhension

FB : C'est plus sur la forme

PL : Non mais c'est important de remarquer ce genrele choses

FB : Donc alors maintenant, on va passer au choisujet

PL : du sujet

FB : I'exercice d'arithmétique

PL : Quais ?

FB : Donc déja pourquoi est-ce qu'il est importpour des L1 d'étre testés en arithmétique parcectgtait
guand méme deux exercices de I'examen et je cudisygen avait que 4 parce que la je vous ai tnaissmais il
mangue une feuille

PL : Alors c’est ¢a, alors j'ai retrouvé moi, j'ai des, j'ai des archives, je sais pas si Philippe Ghdro les a
trouvées. J'ai cherché dans mes mails tout ce quagait de ce sujet.

FB : D’accord

PL : Alors il y a pas grand-chose mais on avait, jsais pas si vous les avez eus. Donc ¢a c’est dedlan
gu’on s'est échangés, est souligné en rouge ce goncerne le truc, vous allez voir c’est tres rapide

FB : Merci
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PL : Ce qui s’est passé cette année la c’est qujila eu un phénoméne un peu atypique, enfin qui sequluit
de plus en plus, c’est qu’on avait des soucis pofinir le programme dans certains groupes de TD

FB : D’accord

PL : Donc déja, il y a une fin de programme sur lagelle on ne pouvait pas les évaluer

FB : D’accord

PL : Toute la fin des espaces vectoriels. Ensuitaut pas oublier qu'il y a en pratique, un partiel e milieu
de semestre, du moins il y avait dans ce systeme tonc le début de semestre est davantage, est déja
évalué par le partiel. Donc I'examen a un biais, iporte un eu plus sur la fin du programme que suré
début, sans négliger complétement le début. Et conemla toute fin on pouvait pas on se trouve
artificiellement a mettre un peu trop de points, efin un peu trop, beaucoup de points a I'arithmétiqie,
cette année la

FB : D’accord donc c’était, euh, plus ou moins élipar les circonstances

PL : C'est dicté par les circonstances, les choseent énormément dictées par les circonstances icafze
gu’avec ce calendrier sur douze semaines, qui est,ces unités d’enseignement extrémement morceléen,
pratiqgue ce qui est fait en fin de semestre on peytas trop le mettre dans les examens donc il restm
matériel limité.

FB : D'accord et I'arithmétique pour vous, en gaah, c’est intéressant ? Par rapport aux raisonmsneParce
gu’on part de notions assez simples finalementistga améne a faire des raisonnements un peuog@és.
PL : Oh, pas plus qu'autre chose, hein, euh moi jea titre personnel, je ne suis pas convaincu qu'il
faudrait la faire si tot. Euh la je pense qu'on leu répéte le méme point de vue qu’en terminale, onsé
peut-étre plus exigeant dans la fagon dont on demea qu'’ils rédigent I'exercice et encore je suis pasir,
je sais pas, je sais pas comment se corrige les iespde bac, comment on enléve des points aux copiesl
rédigées. Nous, c’est vrai qu'on les enléve pas aut qu'on menace de le faire.

On fait de I'arithmétique par une sorte de reprodudion des programmes a l'identique. On négocie touss
guatre ans la réécriture des programmes, y a des ge qui disent c’est important faut le faire t6t, ma je
suis pas forcément convaincu. Voila, c'est, c’estidconvénient du programme fait de facon trés
démocratique. Quand le programme est fait par un s¢ homme, ca peut étre une catastrophe ou ca peut
étre trés bien, quand il est fait de fagcon démocrajue, on évite, on évite la catastrophe mais en éafige on
n'a plus beaucoup de cohérence, on a plus beaucodp logique. Donc I'arithmétique dans le premier
semestre parce qu'il y avait des gens qui tenaieatce qu’elle soit au premier semestre.

FB : D'accord et est-ce que vous savez, au nivgagelce qu'il y a en arithmétique en fait ?

PL : Pas, pas bien précisément. Je crois qu’'on fait peu prés la méme chose. On fait a peu prés la mé
chose avec Z/nZ en plus, c’est ¢a l'idée que je m'éais. Mais

FB : C'est ¢ca mais en fait il y a que ceux qui fanspécialité en terminale S qui en font

PL : D’accord

FB : Donc y a quand méme

PL : D’accord y a des gens pour qui c’est nouveau

FB : Voila sur les copies que jai, y en la mo#ig gros qui n’en avait jamais fait

PL : D’accord
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FB : Et donc maintenant dans l'arithmétique, que€rét d’'avoir pris, donc c’'est par rapport au déone
exercice

PL : Quais

FB : Ou c’est une application du lemme chinois nbais ca se raméne a des équations diophantiennes.

PL : Oui ?

FB : Donc quel intérét pour vous ? Est-ce que aleshéoréme qui vous parle ? Est-ce que ?

PL : Non honnétement ¢a fait partie des exercicesj on voulait étre cynique, c’est des exercices gsont
faits pour donner des points a I'examen. C'est-a-tk que quand on prépare I'examen, on sait que
I'exercice traditionnel d'arithmétique autour de Bézout, c'est I'exercice qui permet aux gens qui
travaillent modérément, normalement, au moins aux @ns qui révisent les exercices faits en TD, les gen
qui ne séchent pas les TD et qui révisent un mininma & la maison, devraient pouvoir faire un exercice
comme ¢a sans catastrophe. Donc c’est un exerciaantlle principal intérét est d’'étre stéréotypé.

FB : D’accord

PL : Voila

FB : Mais apres, par exemple, si on regarde let gige rattrapage, c'était des équations diophangignn
classiques, c’était pas sous la forme d’'un syst@one il y a aussi le pourquoi de la forme.

PL : D'accord. Ben le pourquoi, c'est qu'on a deuou trois types d’exercices stéréotypés dont on esiir
gu'ils sont faits dans tous les TD. Le sujet de rétapage, la je I'ai pas revu depuis un an, je sagglus

FB : Oui, oui bien sar

PL : de quoi il parlait mais euh je crois qu’on arrive, particulierement... Enfin quand on prépare un siyet
formel de trois ou quatre exercices, on fait en st qu'il y en ait deux qui soient mais vraiment
extrémement, mais extrémement stéréotypés. Eventimhent on sait que sur les histoires de début du
programme : relations ou ensembles, on fait des ckes un peu plus troublantes. Aprés on a toujours d&
exercices stéréotypés. L'idée c’est de faire I'exaice ou quelqu’un qui travaille a les points

FB : D’accord

PL : C'est ca la logique, c’est d’évaluer le travdj de vérifier qu’ils ont travaillé plutdét que de vérifier
gu’'ils savent des mathématiques

FB : D'accord et donc en fait pour vous, vous testes points vraiment, euh si on travaille un mummon est
censé savoir répondre a toutes les questions ?

PL : Pour moi oui, a cet exercice la au moins, poumnoi cet exercice la oui

FB : D’accord. Donc alors maintenant par rappoid aonstruction globale des questions du sujetrqumi le
systéme vous avez un peu répondu

PL : Quais

FB : Comment avez-vous construit I'exercice, chl@siquestions ainsi que leur enchainement ?

PL : Alors la jai retrouvé les mails que je vous apassés, euh donc c’est Philippe, on s'était pagé le
travail, I'arithmétique, c’est Philippe Caldero qui les a écrits, il m’envoie

FB : Ah d’accord

PL : Voila mon brouillon et donc c’est lui qui I'a écrit donc c’est lui qui peut vous répondre plus ga moi
et aprés c’est amusant, vous pouvez regarder, ¢caest la version brouillon vous pouvez comparer avea

version définitive.
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FB : D'accord, merci

PL : Moi j'ai fait la relecture formelle, par exemple la vous voyez la y a Bezout, il n'y a pas l'aceesur
Bézout et dans le sujet définitif, il y a bien I'acent sur Bézout. Donc il y a quelques modifications
formelles que j'ai rajoutées, je crois que le plareffectif n'a pas été changé, c’est les mémes quest
1),2),3),4). Donc c’est Philippe, c’est Philippe quavait écrit le sujet et moi jai seulement fait &s
modifications de rédaction absolument minimales.

FB : D’accord. Ok ben donc en fait j'avais pleingleestions sur comment le construire mais euh

PL : Mais c’est pas moi alors...

FB : D’accord donc je les ai déja posées

PL : Vous les avez déja posées a Philippe

FB : Mais c’était pour savoir

PL : Honnétement, comment, moi j’en ai écrit des gats d’examen qui ressemblent & ¢ca mais comment on
construit. On prend, on prend les feuilles de TD ebn fait un exercice qui est absolument assimilablaux
exercices posés dans la feuille de TD, en recolladés questions qui ont été posées dans des exemice
différents. Mais la c’est vraiment veiller a ce qud’exercice soit absolument semblable a quelque cb® qui
existe déja sur la feuille qui a été faite, traitéen TD dans tous les groupes.

FB : Ouais parce que dans le sujet de bac, egdaitposait vraiment sur la démonstration du thrderéhinois,
il y avait tous les mécanismes alors qu'ici la ¢ardion était un peu différente mais bon si cjgess vous

PL : Quais

FB : Et ben voila parce qu’en gros c’était la geopartie

PL : Ben oui c'est ¢a, c'est pas moi qui ai écritl sujet, c’est pour ¢a que javais I'impression quea irait
vite ben voila ¢a va vite effectivement.

FB : Non parce gu’en fait Mme Battie m’'avait ditego'était vous deux qui avaient

PL : On l'avait fait tous les deux mais on s’étaifpartagé les questions donc vaila, j'ai retrouvé ¢aAlors
jaurai été bien embété pour m’'en souvenir si ¢a ait été moi d'ailleurs parce que les questions qui
posées, au bout d’'un an... C'est vrai que... Faut voiaussi que c’'est pas solennel d'écrire un sujet
d’examen, on écrit des sujets de partiel, on écrides sujets d’examen. Y a beaucoup de décorum autour
des examens avec les amphis, avec les listes d’dppais du point de vue interne un examen ¢a ressetab
plus a une interrogation en terminale qu'a quelquechose de solennel quoi. Y a les partiels, les exammega
en fait huit, enfin maintenant y en a davantage mai en maths sur une année, ils auront au total une
douzaine de copies qui comptent maintenant, plus peétre méme 16 enfin ils vont avoir 15 notes qui
comptent donc chacune c’est un sujet parmi d’autres

FB : D’accord bon ben je crois qu’'on va arrétercpajue

PL : Voila

FB : Finalement

PL : Vous allez, vous allez avoir assez de matérielPhilippe a pu vous dire un peu plus de chos@s

FB : Ah oui, oui, il a été bavard

PL : Ah il est bavard, ben trés bien.
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ANNEXE 4

GRILLES D’ANALYSE DES COPIES

Existence :
N° PGCD (7;16) =1
d’étudlan_t Décomposition en| 7 est premier et ne Algorithme Argument faux
de la copie| produit de facteurs|  divise pas 16 d’Euclide
premiers
N° Relation de Bézout associée a 7 et 16
d’étudiant Relation trouvée, Relation trouvée, Relation fausse Pas de
de la copie question 1 question 3 relation
Avec A la main Avec Alamain | Relation| Euclide
Euclide Euclide trouvée tenté ?
N° Solution particuliére
d'étudiant| Solution particuliere d&, multiple de 16 et congry Solution particuliére de E
de '?‘ a 1 modulo 7
copie Travail dans Z/7Z Traduction de la premiér&olution Solution Solution
congruence apres y avoir particuliere | juste sans | ala
injecté n, =16k égale a justification | main
Bézout| Retour| échec| coeff [ coeff [retour| 3Noavec
ano adaptés | ala a justification
main | Gauss
Unicité :
N° Ensemble des entiers relatifs a la fois multiples ¢t de 16
d’étudiant
de la Ensemble correct Ensemble faux
copie PPCM gauss Donnée | Probleme | autre
Sans PGCD]| Relation| Relation| systémd 16k=7k’ | de avec la
justif -1 PGCD | et quelques | définition
PPCM PGCD valeurs de
-1 I'ensemble
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Question Bilan :

N° Ensemble des solutions de (E)
d’étudiant [ Ensemble correct Ensemble faux
de la copie On Gauss au lieu de| Traduction des le | Evocation | Erreur autre
ramene n | la question 2 départ et retour a la| du héritée mais
a no puis tache routiniére (pas phénomeéne| une des
guestion 2 de bilan) de linéarité | idées
Gauss | Gauss| Gauss cité | Gauss(je somme | précédentes
cité pas pas la solution | (préciser)
cité cité particuliére
et la
solution
générale)
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ANNEXE 5

SELECTION DE COPIES

Dans cette annexe, on trouvera I'exercice 2 dandrdégralité dans 7 copies : les copies 8,
23, 24, 26, 29, 52 et 56. On a essayé de prendsecdpies differentes en se basant
principalement sur la résolution de la questio(B4et 23 sont des NonSmaths, 24, 26, 29, 52
et 56, sont des Smaths)

La copie 23 appartient a I'étudiant qui s’affraricbtalement de I'exercice.

La copie 52 est représentative de I'ensemble dediagits qui avaient en main toutes les

informations pour répondre a la question 2 et quirfant s’arrétent apres la question 3.

La copie 8 est représentative des copies de lgamaé2 définie dans le traitement de la

guestion 4

La copie 24 est représentative des copies dedgaat 3.

La copie 26 est représentative des copies deégaat 4

Les copies 29 et 56 sont représentatives de lgadés. On a choisi d'illustrer avec ces deux

copies les deux méthodes de résolution de la quedtexplicitées dans la résolution linéaire

(cf. Annexe 2)
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