Terminale S

Adapté de lexercice 5 du sujet de bacc juin 2006, Guadeloupe.

On définit deux suites (ay,) et (b,) par :

a0:0 b0:12
et

1 1
pour n > 0: apy1 = 3 (2an, + by) pour n > 0: b1 = Z(an +3by,)

1 Travail sur tableur

1. Dans une feuille de calcul, définir trois colonnes : une pour les indices, une pour les termes de la suite (a,) et
une pour les termes de la suite (by,).

2. Faire des conjectures sur les variations et la convergence des suites (a,) et (by,).

3. Représenter sur un graphique de la feuille tableur les points de coordonnées (a,;b,,). Faire alors une conjecture
sur une expression de b,, en fonction de a,.

4. Faire de méme avec les points de coordonnées (a,; an11)-

5. Faire de méme avec les points de coordonnées (by,; by41).

2 DM pourle...

2.1 Conjectures

Enoncer clairement toutes les conjectures faites.

2.2 Suite des différences

A Daide des conjectures précédentes, quelle conjecture peut-on émettre sur la nature de la suite (b, — ay,)?

2.3 Démonstrations

A Taide des conjectures réalisées (les conjectures utilisées devront évidemment étre démontrées), démontrer que les
suites (ay,) et (b,) sont adjacentes. Déterminer la limite exacte des suites (a,) et (by,).
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Terminale S

Corrigé

1 Feuille tableur

2 Conjectures

A

1 |indices b n

2 0 0 12
3 1 4 9
4 2 567 775
5 3 6,36 7,23
6 4 6,65 701
7 5 6,77 5,92
8 ] 6,82 5,88
9 7 6,54 5,87
10 8 6,85 5,86
11 9 6,85 5,86
12 10 6,86 5,86
13 I 6,86 5,86
14 12 6,86 5,86
15 13 6,86 5,86
16 14 6,86 5,86
17 15 6,86 5,86
138 16 6,86 5,86
19 17 6,86 5,86
20 18 6,86 5,86
21 19 6,86 5,86
22 20 6,86 5,86
23 21 6,86 5,86
24 22 6,86 5,86
25 23 6,86 5,86

2.1 Les conjectures demandées

1. La suite (a,) semble croissante, convergente vers ~ 6,86.

2. La suite (b,,) semble décroissante, convergente vers = 6,86.

A | B | C |
1 |indices a_n b_n
2 0 12
3 1 =(1/3)7 (2" E32+(32) ={ 14" (B2+37C2)
4 2 ={1/3)*(2"B3+C3) ={1/4)7(B3+37C3)
5 3 ={1/3)"(2"B4+C4) ={1/4)"(B4+37C4)
6 4 ={1/3)*(2"B5+C5) ={1/4)*(B5+37C5)
7 5 ={1/3)*(2"B6+CE) ={1/4)*(B6+3"CE)
8 6 =13y 2"BT+CT) =147 (BT+37CT)
9 7 ={1/3)*(2"B3+C8) ={1/4)*(B8+37C8)
10 8 ={1/3)*(2"B9+C9) ={1/4)*(B9+37C9)
11 9 =(1/37(2°B10+C10) =(1/4)"(B10+3*C10)
12 100 =(1/3)(2"B11+C11) =(1/4)7(B11+37C11)
13 11 =(1/3)(2"B12+C12) =(1/4)7(B12+37C12)
14 12 =(1/3)"(2"B13+C13) =(1/4)7(B13+37C13)
15 13 =(1/3)"(2"B14+C14) =(1/4)7(B14+37C14)
16 14 =(1/3)"(2"B15+C15) =(1/A4)"(B15+37C15)
17 15 =(1/3)"(2"B16+C16) =(1/4)"(B16+3"C16)
138 16 =(1/3)"(2"B17+C17) =(1/A4)7(B17+37C17)
19 17 =(1/3)*(2"B18+C18) =(1/4)"(B18+37C18)
20 18 =(1/3)"(2"B19+C19) =(1/4)7(B19+37C19)
21 19 =(1/3)*(2"B20+C20) =(1/4)"(B20+3"C20)
22 200 =(1/3)(2"B21+C21) =(1/4)"(B21+37C21)
23 21 =(1/3)(2"B22+C22) =(1/M4)"(B22+37C22)
24 220 =(1/3)(2"B23+C23) =(1/4)7(B23+37C23)
25 23 =(1/3)(27B24+C24) =(1/4)7(B24+37C24)
26 24 =(1/3)7(2"B25+C25) =(1/M4)"(B25+37C25)

-3
3. Les points (ay;b,) semblent alignés sur la droite d’équation y = Tx + 12. Conjecture :

-3

b, =

4

—a, + 12

5
4. Les points (an;an11) et les points (by; by11) semblent alignés sur la droite d’équation y = —x + 4.

Conjecture :

2.2 Recherche supplémentaire

2 44
Ap4+1 = 120,7,

12

5
bpi1 = —b, +4
1 12 +

La lecture des questions posées dans la suite du probléme ameéne & se poser des questions sur la suite (b,

On aurait pu dans la feuille de tableur représenter les premiers points de coordonnées (b,

constater qu’ils semblent alignés sur la droite d’équation y =

12

x, ce qui nous menait a la conjecture :

5
(b, — ayp) est géométrique de raison " Il resterait alors a démontrer ce résultat.

— ).
— Qn; bn—H - an+1) pour

« la suite
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Terminale S

On peut aussi pour chercher a confirmer ce résultat faire afficher les quotients

bnt1 — Gn1

pour constater qu’ils

bn — an
semblent tous égaux.

A | B ] c] D | E |
1 (indices aln) bin) winj=b(n}-a(n} win+1)n)
2 0 0 12 12
3 1 4 9 o 04z
4 2 567 7,75 2,08 0,42
5 3 B36 723 0,87 04z
6 4 6,65 7,01 0,36 0,42
7 5 B77 892 015 04z ;
3 6 6,82 6,33 0,06 0,42 A | B | C | D \ E |
9 7 6,84 687 0,03 042 | L findices ain) b(ﬂ) v{n}=b{n}-a(n) w(n+1)/in)
10 3 6,35 6,86 0,01 0,42 2 0 12 =C2-B2
11 9 6,85 6,86 0 042 3 1 :(1:’3)*(2*BQ+C2) =(1/4 )" (B2+37C2) =C3-B3 =03/02
12 10 6,86 6,86 0 042 4 2 =(13)(2E3+C3) =1/ (B3+37C3) =C4-B4 =04/D3
13 11 6,86 6,86 0 042 5 3 =( 1312 B4+ C4) =(1/4 1" (B4+3%C4) =C5-B5 =D5/04
14 12 6,86 6,86 0 042 6 4 :(113)“(2“55+C5) =1/ (BS+37C5) =C6-B6 =06/D5
15 13 6,86 6,86 0 042 7 o =(1/3)7(2*B6+CE) =(1/41"(BE+37CE6) =CT7-B7 =D7/06
16 14 6,86 6,86 0 042 8 5] =( V3BT CT) =1 BT+37CT) =C8-B8 =0&/D7
17 15 6,86 6,86 0 042 9 T :(1:’3)*(2*58+C8) =(1/4 )" (BE+37C8) =C39-B9 =0a/08
18 16 6,86 6,86 0 042 10 g =( 13 (2 B+ C9) =1/ (BY+37C9) =C10-B10 =D10/D9
19 17 6,86 5,86 0 042 11 9 =13V 2TB0+C0Y =1/ B0+ 37C10) =C11-B11 =C11/D10
20 18 6,86 6,86 0 042 2 100 =132 B+ C11y (14 (B11+37C11) =C12-B12 =D12D11
21 19 6,86 5,86 0 042 13 11 =137 (2" B12+C12Y =(1/4)7(B12+37C12) =C13-B13 =013/D012
22 20 6,86 686 0 042 14 120 =(1E (27 B13+C13) (141 (B13+37C13) =C14-B14 =D14/D13
23 71 6,86 6,86 0 042 15 13 =137 (2" B4+ C14) =( 17417 (B14+37C14) =C13-B15 =015/D14
24 37 6,86 686 0 042 16 14 =137 2" B15+C15) (141 (B15+37C15) =C16-B16 =D16/D1%
25 23 6,86 686 0 042 17 15 =137 (2" B16+C18) =(1/4)1(B16+37C16) =C17-B17 =C17/D16
26 24 6,86 686 0 042 18 168 =132 BT+ CITY (14 (B1T+37C1T) =C18-B18 =D18/D17
= 25 6.86 686 0 042 | 19 17 =(1/3)7(2"B18+C18) =(1/4)(B18+3"C18)  =C19-B19  =D19/D18
28 36 6,86 686 0 042 20 18 =(1E37 (27 B19+C19) (/417 (B19+37C19) =C20-B20 =D20/D19
29 37 6,86 6,86 0 042 21 19 =(1/37 (2" B20+C20) =(1/4 )7 (B20+37C20) =C21-B21 =021/D20
30 38 6,86 686 0 042 22 200 =(UEF2TE2+C2) =14 B21+3TC2T) =C22-B22 =D22/D21
31 29 6,86 686 0 042 23 21 ={UAVITE22+C22) =14 (B22+3TCI2) =C23-B23 =023/D22

a4 AW = EAEAINEIINE T4 AV R I R T2 -8 BRaA =M A2

3 Démonstrations des conjectures

3.1 b, en fonction de q,

On a 3(10 +4bo = 48.
Pour tout entier n, on a :

1 1
3an+1 + 4bn+1 =3 <3 (2 an + bn)) +4 <4 (an + Sbn)>

=2a, +b,+a,+3b,
=3a, +4b,

Ce qui précede établit par le principe de récurrence que pour tout entier naturel n :
3a, +4b, =48

ou encore : 3
Pour tout entier naturel n, b, =12 — 1 an

3.2 ay,y en fonction de a,

3
bn:12—1an, d’ott pour n € N :
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Terminale S

1
Any1 = 3 (2 a, + 12 — ian>

2 1
:§an71an+4
5
= —an 4
120

3.3 0b,y1 en fonction de b,

4
De 3a,, +4b,, =48, on tire : a, = 16 — = b,,.

3
Pour n € N :

1 4
bus1 = <16 —gbn+ 3bn>

1, 3
=4— b, + b,
3T
=4+ b,
T

3.4 La suite (b, — a,) est géométrique

Avec ce qui précede :

VR

) )
ﬁbn + 4) — (12an + 4)

(bn - an)

bn+1 — Ap+1 =

Il
| o

—_
[\)

5
La suite (b, — ay,) est donc géométrique de raison 17

3.5 Les suites (a,) et (b,) sont adjacentes.
3.5.1 Différence de limite nulle.

Ona:

Pour tout n € N, b, —a, =12 x <152)

. 51" s
Or nEr—iI-loo (12) =0, dou:
lim (b, —a,)=0

n—-+o0o

3.5.2 (a,) croissante.

Amorece.

Onaag=0et a; =4 donc ag < a;.

Hérédité.

Soit p un entier pour lequel on aurait a, < ap41.

5
On a alors f(ap) < f(ap+1) ou f est la fonction affine x — 37 + 4 strictement croissante sur R.
Or f(ap) = api1 et fapt1) = apy2, Aol apy1 < apya.
Conclusion.
La suite (ay,) est strictement croissante (& partir du rang 0).
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Terminale S

3.5.3 (b,) est strictement décroissante.

On a by =12 et by = 9 donc by > b;.
On procede alors comme dans la question précédente par récurrence a 1'aide de la fonction f (qui est une fonction
conservant l’ordre sur R).

3.5.4 Les suites (a,) et (b,) sont donc adjacentes.

3.6 Détermination de la limite
3.6.1 Meéthode 1

Les deux suites étant adjacentes, elles convergent et vers une méme limite /.

5 5
Comme on a obtenu la relation de récurrence a, 1 = ﬁan +4,0onal= ﬁ£ + 4, soit

{=—
7

3.6.2 Meéthode 2

On peut aussi ici donner une expression de a,, et de b, en fonction de n.

De
5 n
—a, +b, =12 —
Ay + X (12>
3a, +4b, =48
on tire : . "
A 12 " 12 7
D’ou
lim a, = — lim bn—4—8
n—-+oo n—-+4oo 7
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