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« Mais je n’ai nulle envie d’aller chez les fous », fit remarquer Alice.
« Oh ! vous ne sauriez faire autrement », dit le Chat. « Ici, tout le monde
est fou. Je suis fou. Vous étes folle. »

« Comment savez-vous que je suis folle ? » demanda Alice.

« Il faut croire que vous [’étes », répondit le Chat; « sinon, vous ne seriez
pas venue ici. »

Version du 27 novembre 2021.
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Chapitre 1

Avant-propos

Benjamin : On commence le matin par une matiére difficile puis pause déj. 40
minutes, une matiére faille jusqu’a 17h, pause godter 20 mn. On enchaine avec une
matiere difficile. Et le soir on fait des annales jusqu’a ce qu’on soit cuit. A ce rythme
la, c’est jouable.

Antoine : Attend-tend-tend-tend-tend. La j’en peux plus, la j'en ai marre, on fait
une pause ?

Bengjamin : Ouais, carrément. Pause Stat. ? Intégrales ?

Premiére année, Thomas Lilti, 2018.

Il arrive un moment ol la vérité s’impose, brutale : « ta deuxiéme vie commence
quand tu as compris qu’il n’y en avait qu'une ». Il en va de méme de I’année de congé
délivrée par le rectorat pour l'agrégation interne. Une année-sandwich qui, comme
disait Serge Lentz, vient s’intercaler dans la vie comme une tranche de pdté entre
deuxr morceauz de pain. On vous a donc préparé de quoi casser la croite : le couteau,
la baguette, la mie fraiche (mais pas trop), les tomates, la salade, le poulet froid, la
mayonnaise... et les cornichons! Autant d’ingrédients parmi lesquels il conviendra de
puiser, selon 'appétence, pour composer le sandwich qu’il faudra, au final, croquer
a pleines dents.

On ne change pas une recette qui marche : suivant celle du fascicule du carnet
de voyage en Algébrie, nous sommes partis de fiches d’exercices éprouvées par les
longues années d’expérience de la préparation a ’agrégation interne de Lyon. Les
exercices ont été ensuite sélectionnés, relus, affinés par des volontaires fraichement
agrégés, qui venaient de vivre les réalités de la préparation et étaient préts a venir
partager leur connaissance du terrain.

Dans cette seconde édition, les exercices ont été corrigés par Antoine Boivin,
Antoine Guise et Raphaél Sohier. Ils proviennent pour la plupart, de la réserve non
dénombrable des formateurs Tewfik Lahcene et Jérome Germoni, et avec 'aide des
ex-préparationnaires Kathie Tagliaro, Linda Decourt, Denis Roussillat, Guillaume
Mallet, Maité Faillard, avec une mention spéciale pour Marie Peronnier pour son
investissement et sa relecture.
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Chapitre 2

Intégrales sur un segment

Exercice 1 (Lemme de Riemann-Lebesgue)
Soit f : I - C, une fonction continue par morceaux, et (donc) intégrable sur un
segment I = [a, b].

Le but de cet exercice est de démontrer le lemme de Riemann-Lebesque :

b )
lim f(t)e™dt = 0.

n—+00

Pour plus de commodité, posons dans la suite

I f " f(t)eimtat.

1. Montrer le lemme de Riemann-Lebesgue dans le cas ot f est une fonction
constante sur I.

2. De méme, montrer le résultat pour f une fonction en escaliers sur I.

3. En déduire le résultat si f est une fonction continue par morceaux sur I,
comme supposé dans I’énoncé.

4. Variante : montrer le lemme de Riemann-Lebesgue a ’aide d’une intégration
par parties lorsque la fonction f est de classe €.

Soluce
1. Si la fonction f est constante égale a k € C, on a, pour n # 0,

_ b int _ﬁ int1b _ ﬁ inb _ _ina
In—k/;e dt—m[e ]“_in(e e )

Par conséquent, on a

2k
IL|]< = — 0.
n n—+oo

Le résultat en découle.

2. Si f est une fonction en escaliers, il existe une subdivision a = ag < a1 < -+ <
ap =b, p>1, de 'intervalle [a,b] telle que, pour tout ¢ € {0,p—1} :

f|[a¢,ai+1] =: ky,

3



CHAPITRE 2. INTEGRALES SUR UN SEGMENT

avec k; € C, pour tout 1.
Par linéarité de l'intégrale, on obtient alors

p-1 Ai+1 .
L,=> f f(t)e™dt.
i=0 Y%
Chacune des intégrales [

ai”l f(t)e™tdt tendant vers 0, d’aprés la question 1,
et comme la somme est finie, on en déduit le résultat désiré :

I, — 0.

n—+oo

. On sait que toute fonction continue par morceaux sur un segment est limite uni-
forme d’une suite de fonctions en escaliers. Notons ( f;, ), une suite de fonctions
en escaliers qui tend uniformément vers f. En notant I, , := fab fr(t)e™dt, on
a

|In| = |In - In,kz + In,kl < |In - In,k| + |In,k|

Or, par inégalité triangulaire,

LTl =| [ G0 - fue)ead < [717) - Ao

Soit & > 0. Par convergence uniforme de (fx)x vers f, on peut choisir k suffi-
samment grand pour rendre la quantité [I,, — I, x| plus petite que 5. En effet,
soit K € N tel que, pour tout k > K,

€

|£(t) = fr(t)] < 2o—a)

On a bien

€ b €
L -1 s—f at= <.
=Lkl < 550y Jo 2

On fixe k£ > K. En utilisant le résultat de la question 2, soit N € N tel que, pour
tout n > N,

€
|In,k| < 5
Ainsi, pour tout n supérieur a N, on obtient :
€ €
|In| < 5 + 5 =g,

ce qui est le résultat voulu.

. Si f est de classe €', par intégration par parties, on trouve

L= [ r@eae= [0 - [7 pemar
. . b .
=%(f(b)emb— Fla)eim f f’(t)emtdt).
Ainsi,

i< (O @]+ [ 170ke) < () + @]+ -a)),

ot M est le maximum de f’ (qui est continue), atteint sur le compact [a, b].

On a ainsi prouvé que I, tend vers 0, lorsque n tend vers 'infini, dans le cas
ou f est de classe €.



Exercice 2 (Inégalités : Wirtinger & isopérimétrique)
1. (Inégalité de Wirtinger) Soit f : R — C une fonction T-périodique, de
classe €1, telle que fOT f(t)dt =0.

(i) Montrer 'inégalité de Wirtinger :

T T2 T
fo |f(t)\2dt<4—7r2f0 17(t)[dt.

(ii) Montrer qu’il y a égalité si et seulement s’il existe des nombres com-
plexes a et b tels que :

2 2
f(t) =a cos %t+b sin%t.

2. (Inégalité isopérimétrique) Soit I' une courbe du plan réel, fermée, de
classe €', réguliére et simple (c’est-a-dire sans point multiple). On désigne
par L sa longueur, et par A l'aire du domaine qu’elle délimite.

Le but de cet exercice est d’établir 1’inégalité isopérimétrique :

4rA < L2

avec égalité si et seulement si I' est un cercle.

Pour ce faire, on introduit un paramétrage de la courbe I": ¢ — (x(t),y(t)),
tel que, pour tout ¢ € [0,L],2'(t)? +y'(t)? = 1 (on parle alors de paramétrage
normal). Comme I' est une courbe fermée, on peut supposer ce paramétrage
périodique, de période L, la longueur de I'. On rappelle la formule de Green-
Riemann, donnant l’aireEl A

A- fo C o)y ()t

i) Justifier que I'on peut supposer que La@)dt=0.
0
(ii) Sous cette hypothése, montrer que pour tout C >0, on a

1 L?
g — o
2 4A7n2C Jo

L 1 L
:c’(t)Zdt+§-Cf0 y'(t)%dt.

(iii) Choisir C de sorte & démontrer l'inégalité isopérimétrique.

(iv) Etudier le cas d’égalité.

Soluce
1. (i) Par hypothése, fOTf(t)dt =0, donc le coefficient de Fourier de f, ¢o(f),
est nul. Comme de plus, la fonction f est de classe €', par le théoréme de
Dirichlet, elle est la somme de sa série de Fourier. On peut alors écrire :

VEeR, f(t)= 3 ea(f)e™,

nez*

ouw:T.
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On utilise alors la formule

en(f1) =inwen (f),

valable car f est de classe €.

Enfin, comme la fonction f et sa dérivée f’ sont continues par morceaux,
le théoréme de Parseval s’applique a ces deux fonctions, et 'on obtient :

LMk 5 ef o L [lrofa- S ol

nez* nez*

En utilisant la relation reliant ¢, (f) et ¢,(f"), on obtient

en ()2
Slea( )P < Y RPlen( )P =D |EUL2)|

nez* nez* nez

Finalement, on a bien

1 rT 11 pT
T [ roPa< = [P

On a ainsi établi 'inégalité de Wirtinger :

T T2 T
t ths—f '(t)2dt.
[ rwrat < [Tl
Supposons d’abord ’égalité. On a alors

> len(HF = 3 nPlen(HP.

nez nez

Cela implique que

>, (n* = Dlen(f)I =0.

[n|>2
Si la somme d’une série & termes positifs est nulle, alors, tous ses termes
sont nuls; autrement dit, pour tout |n| > 2, ¢,(f) = 0.
On obtient alors, pour tout t € R :

f(t) = Z cn(f)emm = cl(f)ei“”t + c,l(f)e_wt =@ COS 2%75 +b sin 2%15,

nez

ot a et b € C sont des combinaisons linéaires en c¢;(f) et c_1(f). La
formule est démontrée.

La réciproque est claire en suivant exactement le chemin inverse.
Notons tout d’abord que 1’on peut toujours se ramener & un paramétrage

normal ; il suffit en effet pour cela de poser g := fos™! ol s est une
abscisse curviligne (pour plus de détails, c¢f. remarques).

D’autre part, quitte & effectuer une translation, on peut supposer que
fOLx = (0. Plus précisément, il s’agit de remplacer = par T = z —m, ol
m = % fOL x(t)dt : cela ne change ni la régularité de z, ni la longueur ni
Vaire de la courbe et [ & = [,z - %fOL mdt = 0.



(ii) Pour majorer l'aire, on utilise le « petit pilier de l’analyse ».

(iii)

Idée-clé. On wveut comparer une aire, i.e. une intégrale de xy' et une
longueur, i.e. intégrale de (a:’2 + y'2)1/2 ou, ce qui revient au méme et
c’est la la siouzerie, de 2+ y’2 (cette fonction vaut 1!). On pense alors
au petit pilier de Panalyse™ qu’est I'inégalité ab < (a® +b%)/2. Cela ferait
apparaitre la somme de Uintégrale de 2%, qui est le carré d’une longueur,
et de celle de (y')?, qui est le carré d’une vitesse (noter toutefois qu’ici,
le temps a la dimension d’une longueur).

Ce n’est pas homogéne! Cela conduit & introduire un facteur C, de la
dimension d’une longueur, pour n’avoir que des intégrales de longueurs.
C’est le petit pilier amélioré : pour a et b réels et C strictement positif,

2

a
b= L
“ C

Lo
2

N | =

avec égalité si et seulement si a/\/a = V/Cb. En effet, Uinégalité est équi-

valente a (% - \/Eb)2 >0.

Soit C > 0. D’apres le rappel ci-dessus, on a (en omettant les (¢)dt) :

L 1 Lz 1 L
/ N2
el (M
fo YS5Jo €720 )"
avec égalité si et seulement si % =/Cy' partout (si cette inégalité est
fausse en un point, alors par continuité elle I’est sur un voisinage de ce

point et, I'intégrale d’une fonction continue positive non uniformément
nulle étant strictement positive, 'inégalité des intégrales est stricte).

Comme on a supposé que l'intégrale de x est nulle, on peut appliquer
I'inégalité de Wirtinger :

1 L2 L N2 1 L N2
<= b ,
A<y 47r20.[0 (@) +2[0 Cly)

Pour exploiter I'égalité (z)? + (y')? = 1, il faut choisir C de sorte que

L , L
M:C, ie. C=—.

Il vient alors, en utilisant le fait que le paramétrage est normal :

1 L L 1 L L 1/2 L2
A<= — "2+ (H)D)dt = = — ")+ (1)) dt = —.

32 Jo WOV @O)dt=5 o0 J Oy @) dr
S'il y a égalité A = L2/(47), c’est que I'on a égalité dans le petit pilier et
dans l'inégalité de Wirtinger. D’aprés la question il existe a et b tels
que pour tout ¢,

2 2
x(t) = acos T 4 bsin =
L L

et d’aprés le rappel ci-dessus, % =/Cy', ie. ¢ = %’r:n
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On reconnait un paramétrage du cercle centré en (0,y(0)) et de rayon
r = Va?+0b2. En effet, soit tg tel que a = rcosty et b = rsintg. Alors
x(t) =rcos %(t —to) et y(t) =y(0) +rsin 2Tﬂ(t —t0)-

Notons qu’alors 1'égalité z’(t)? +¢/(t)? = 1 donne

92 2
(%) (a*>+b*)=1, ie L=27mr,

et l'aire est A = L2/(4r) = nr?, conformément aux formules bien connues.

Remarques. 1. On a, dans cet exercice, utilisé la formule de Green-Riemann don-
nant ’aire délimitée par une courbe fermée, réguliére, simple, paramétrée par
t— (x(t),y(t)), et de longueur L :

A- /OL 2(1)y ()dt.

Cette formule ne correspond pas tout a fait au théoréme de Green-Riemann
tel qu'on le connait; I’énoncé général affirme que, si I' est une courbe plane
simple, réguliére, fermée, paramétrée par t — (x(t),y(t)) de classe €*, alors
I’aire délimitée par la courbe vaut

A= [T ) - Oyt

Ici, la L-périodicité de x et de y et une intégration par parties permettent
d’écrire :

fo Yty (4)dt = [ay]t - fo Lyt = - fo (W)t

D’ou la formule de Green-Riemann dans le cas d’un paramétrage périodique.

2. Nous avons également évoqué le fait que composer le paramétrage de I' par une
abscisse curviligne permet de toujours nous ramener au cas d’'un paramétrage
normalPl Précisons.

Posons f : [c,d] - R?, t = (x(t),y(t)) un paramétrage (L-périodique, donc)
de notre courbe T, avec f(c) = f(d) (on rappelle que T' est supposée fermée).
Montrons d’abord que 'application

t
s:tes f ' (u)? +y'(u)?du

est un ¢!-diffeomorphisme de [c,d] dans [0, L].

Par régularité (f’ ne s’annule pas), la dérivée de s est s’ : t = \/2'(£)? + ¢/ (t)? =
Hf’(t)H > 0; de plus, s(c) =0, et s(d) = L, puisque 'on considére alors la lon-
gueur de toute la courbe. Finalement s est une application strictement crois-
sante de [¢,d] dans [0,L], dérivable et de dérivée partout non nulle : ¢’est bien
un %!-difféomorphisme de [c,d] dans [0,L].

Posons g = fos™1:[0,L] = R?; on a tout d’abord g(0) = f(c) = f(d) = g(L),
par définition de f et de s. Il suffit de vérifier de plus que la norme de g’ vaut

2. On dit aussi que la courbe T" est paramétrée par longueur d’arc.



uniformément 1, ce qui exprime que le paramétrage g est normal. Dérivons la
relation g = fos™!:

g =(fosx(s) =(flos)x

d’oll en prenant la norme :

1

s'os~

1 )

_NfesTH [ esTH

!/
= = =1
= T e

Q.E.D.

Exercice 3 (Irrationalité de )
Le but de cet exercice est de démontrer que le nombre 7 est irrationnel. Pour ce
faire, on va raisonner par I’absurde, en supposant que

™= -,

b

ol a et b sont des entiers naturels non nuls. Pour n € N, on pose également
1 ™
P, (x) := —'a:"(a -bx)" et I,= f P, (z)sin(x)dz.
n! 0

1. Justifier que, pour tout n € N, I,, est strictement positive.

2. Montrer que lim I, =0.

n—+00
3. Montrer que, pour tous n,m € N, P%m)(O) et P%m) (%) sont des entiers.

4. En déduire, a ’aide d’une succession d’intégrations par parties, que, pour tout
n € N, I,, est un entier, puis conclure.

Soluce
1. Pour z € ]0,7[, Py () et sin(z) sont strictement positifs. Ainsi, la fonction que
I’on intégre est positive, non identiquement nulle et continue sur l'intervalle
d’intégration ; on en déduit que son intégrale, I,,, est strictement positive.

2. Soit z € [0,7]. On a

ma"
— 0
n! n-o+oo

1
P,(x) = Eaz"(a -bx)" <

On en déduit que P, tend bien vers 0 en l'infini, comme voulu.
3. Soient n,m € N. Remarquons tout d’abord que P,, est de degré 2n ; on en déduit
(m) _
que, pour tout m > 2n, P, =0.
On a également PE{")(O) =0 pour m < n — 1 puisque, en dérivant m fois, pour
0<m <n-1, il va rester un facteur en x dans PS[")(x).

Reste maintenant & étudier le cas ou n < m < 2n. Fixons un tel m. Par la
formule de Leibniz, on a

PO = = 3 (1)@ PO (- b)) P )
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En notant que (z™)®*)(0) = 0, sauf si k = n, on en déduit :
P{(0) = - ("l (a - b)) 0)
n!\n
- (") 0o - by o)
n

S e

n!
(2n—m)!

On en déduit que
PU™ (0) € Z*.

De méme, calculons P,,(§ - ) :

n5) o) (ool

= %(a —bx)"x" =P, (x).
Ainsi,
P (4)= (Pa(2-2)) " 0 = u@) @ =P 0).

D’apres ce qui précéde, on a bien

Pﬁ”(%)ezﬁ

. On utilise une intégration par parties :

I, - /0 " Po(2) sin(z)dt = [-Py(x) cos(z)]E + fo " P (2) cos(z)dt
=P, ( )+Pn(0) [ P! (z) cos(z)dt.

On continue par une intégration par parties a Uintégrale [," Py, (z) cos(x)dt, et
on trouve :

I, =P, (b)+P (0) + [P, () sin(2) |3 ]()-WPZ(m)sin(x)dt
=P, ( )+Pn(0) [ P! (z) sin(z)dt.

Et ainsi de suite. Une série d’intégrations par parties nous donne alors
™
T, - Z( 1y (P(%) ( ) . P;%)(O)) # (1" [TPE (@) sin(a)dr.
0
Or, en faisant les calculs, on trouve que
(2n) -D"
n!

qui est entier. On en déduit bien que I, est un entier. En particulier, on a
I, e N* d’aprés la question 1. Par suite, I,, ne peut tendre vers 0 lorsque n tend
vers l'infini ; contradiction avec la question 2.

On a ainsi montré par ’absurde que 7 est un nombre irrationnel.



Chapitre 3

Fonctions d’une variable réelle 1.
Approximations

Exercice 4 (Théoréme de Korovkin)

Soit I =1[0,1] et E = (1) 'espace vectoriel des fonctions continues sur I, a valeurs

réelles. Pour k € {0,1,2} on note e, € E la fonction définie sur I par ej(z) = z*.

Pour f dans E, on pose ||f||,, = Supge |f(x)| On dit d’'un endomorphisme (ou
opérateur linéaire) u de E qu’il est positif lorsqu’il transforme toute fonction positive
de E en une fonction positive.

1. Soit u un opérateur linéaire positif de E. Montrer que pour tout f dans E,

[u(H)] < u(lf1)-
2. Soit f un élément de E.

(a) On fixe € > 0. Montrer qu'’il existe un réel n >0 tel que si (¢,z) e IxT et
[t — x| <n, alors |f(t) - f(z)| <e.
(b) En déduire, en faisant deux cas, selon si |t — x| <n ou |t — x| >, que :

V(t,z)elxI, |f(t)—f(x)|<s+2%(t—x)2. (3.1)

(c) En déduire que :
[1/1loo

Ve el, |f-f(z)eo|<eceq+2 2 (e2 - 2xzey + 22ep). (3.2)
(d) Soit u un opérateur linéaire positif de E. Montrer que :
Flloo
Vrel, ‘u(f - f(m)eo)| <eulep) + 2” nll (u(e2) - 2zu(er) + :L'2u(€0)).

(3.3)

3. On considére une suite (uy)neny d’opérateurs linéaires positifs de E telle que

pour toute fonction f appartenant a {eg,e1,e2} la suite (un( f ))nGN converge
uniformément vers f sur I.

(a) Montrer que la suite de fonctions (gn)nen définie par :
VneN, g,=un(e2)—2er1un(er) + eaun(eo)

converge uniformément vers la fonction nulle sur I.

11
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(b) Montrer que pour tout f dans E, la suite de fonctions (hy,)neny définie
par :

VneN, Veel, h,(z)= (Un(f - f(w)eg))(x)
converge uniformément vers la fonction nulle sur I.

(¢) Montrer que pour tout f dans E, la suite (u,(f))neny converge unifor-
mément vers f sur L.

Soluce
1. Notons d’abord que si f et g dans E sont tels que f > ¢, alors f—g > 0,
donc u(f - g) > 0, c’est-a-dire u(f) > u(g). L’application de u aux inégalités
—|fI < f <|f| donne alors |Ju(f)| < u(|f]).

2. (a) La fonction f étant continue sur le segment I, elle y est, en vertu du
théoréme de Heine, uniformément continue; il existe donc bien un réel
17 >0 tel que si (¢,x) eIxTet |t—x|<n, alors lf(t) - f(x)| <e.

(b) Soit maintenant (¢,z) eI x1I:
i [t - ] <, alors (1) - f(x)] <e;

— i ft-af >, alors CEE > 1et |£(1) - £(2)] < 2]l <2

Ainsi on a, dans les deux cas, la majoration :

H I/

°°(t )%

) - )|<e+2“f”°°<t o).

(c) L’inégalité (2) est une réécriture de 'inégalité (1) en termes de fonctions,
en exonérant la formule de la variable t.

(d) D’apres les questions précédentes, on a :

(7 = S@en)| <ullf - Jeal <o 2=

HfHoo (

- 2xe; + 1'260))

<euleg) +2——== (u(e2) - 2zu(er) + xQu(eo)) .

3. (a) Par l'inégalité triangulaire, on peut écrire

l19n]loo < llun(e2) — e2flo +[[2e1un(e1) = 2€al|o +[le2un(e0) — €2l

<lun(ez) = ealles +2|leale [lunler) = eallo + lleallo llun(eo) = €ollo
Par hypotheése la quantité majorante tend vers 0, donc la suite (gn)nen
converge uniformément vers la fonction nulle sur I.

(b) Soit n € N. En récrivant l'inégalité (3) avec u = uy,, on obtient :

i (2)] = [un(f - f(z)e0) (2)]
||f||

<eup(eg)(x) +2

= gn ()
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[1/1los

772

D’ou lon déduit : ||hy||, < &l|un(eo)l|o+2 l9n|lo. - La quantité ||u, (eo)||,

étant bornée, disons par M > 0 et puisque Q%H%HM — 0 quand
n

n — 400, il existe un entier N tel que :
V2N, |||l SM+1)e

ce qui conclut & la convergence uniforme de (hy,)pen vers la fonction nulle
sur L.

(c) Pour tout = dans I, on a :

un(f)(@) = f(x) = (un(f = f(2)e0)) () + f(z)un(eo)(x) - f(z),

d’ou par I'inégalité triangulaire, et compte tenu de eg =1 :

un(f) () = f(@)] < [hn ()] + | (2)] - [un(e0) (x) - eo(x)].

On en déduit ||un(f) = flloo < 1Pnlle +11f o llun(eo) = €ol|., - Le membre de
droite de la derniére inégalité tendant vers 0 quand n — +o0, on en conclut
que (un(f))nen converge uniformément vers f sur I (c’est le théoréeme de
Korovkin).

Remarque. Le théoréme de Pavel Korovkin a de quoi décoiffer plus d’un analyste.
Il s’agit d’un critére simple, puissant et étonnant, puisqu’il promet la convergence
uniforme de la suite (u,(f))n vers f, pour toute f continue sur un compact, a
partir de trois cas des plus simples : f(x) = 1,z,22. Comme on peut s’en douter, il
s’agit d’un théoréme phare puissant dans la théorie de ’approximation qui se décline
agréablement sur les compacts de R, et méme dans les espaces métriques, voir [I.

Voici maintenant une application classique du théoréme de Korovkin & une preuve
constructive du théoréme de Weierstrass.

Exercice 5 (Théoréme de Weierstrass)

On garde les mémes notations que I’exercice précédent. Nous allons déduire du puis-
sant théoréme de Korovkin, le célébre théoréme de Weierstrass. Pour tout entier n
et tout entier £ compris entre 0 et n, on désigne par B,, ;, la fonction polynomiale

définie sur I par :
n

k)xk(l .

et B, est Popérateur linéaire (clairement) positif défini sur E par :

Vzel, Bpu(z)- (

Ba()= 3 £ (1) Baa

1. Vérifier que pour j € {0,1,2}, la suite (Bn(ej))neN converge uniformément
vers e; sur L.

2. En déduire que pour tout f dans E, la suite (Bn( f ))nEN converge uniformé-
ment vers f sur I.
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3. Soit a et b deux réels tels que a < b et S = [a,b]. Montrer que le sous-espace
vectoriel R[x] des fonctions polynomiales a coefficients réels est dense dans
I’espace des fonctions continues sur S, & valeurs réelles, muni de la norme
infinie.

Soluce
1. Pour commencer, on a pour tout n

B, (c0) () = éeo (S)Bn,k(x) kio(:)xm )R 21 = eg(a).

Ensuite, la formule d’absorption %(Z) = (n_l) permet de vérifier que pour

k-1
neN:

B, (e1)(x) = éel () Buso) - kil (52 ) a-ae vt e )

Enfin, en itérant la formule d’absorption, il vient (%)2 (Z) = "T_l(z:g) + %(Zj),
et donc :

n

R C AT RINS ) 1 IR

k=0 k

1 n-1& (n-2
= — 1— n_1+_ ( )k 1_ n-k
“a(1-2) > () -
1 L n 1 k —k
+— 1 "
né(l{:—l)x( 2
1 -1 1 -1 1
=—m(l—m)"_1+n—m2+—(x—a:(1—x)”_1)=n—x2+—$
n n n n n

= (62 + 61;62) ().

Ainsi, B,(eg) = e, Bp(e1) = e1, et By(ez) = ea + %(61 - e2). Pour tout j €
{0,1,2}, By, (ej) converge donc uniformément vers e; sur L.

2. Les résultats des questions précédentes permettent de conclure que la suite

(Br(f))ns1 converge uniformément vers f sur I; autrement dit, R[z] est dense
dans % (I).

3. Soit maintenant S = [a,b] et f dans €(S). Si, pour z € [a,b], on pose p(x) =
a+ (b—a)x (p est une fonction polynomiale ainsi que sa réciproque) et g(x) =
fla+(b-a)x) = (fop)(x), alors g est dans €([0,1]). D’aprés ce qui préceéde,
la suite (B, (f o ¢))ns1 converge uniformément vers f o ¢ sur [0,1]. Ainsi, la
suite des fonctions polynomiales (B, (f o ¢) o ¢ 1),s1 converge uniformément
vers f sur S.

En conclusion : R[z] est dense dans I’espace des fonctions continues sur S, a
valeurs réelles, muni de la norme infinie (théoréme de Weierstrass).
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Remarque. Une variante du théoréme de Korovkin adaptée aux fonctions polyno-
miales trigonométriques, et liée avec brio au noyau de Fejér, sera expliquée dans
la remarque Elle aboutit naturellement a une preuve éclairante du théoréme de
Weierstrass trigonométrique.

Remarque. Le théoréme de Weierstrass dit que I'algébre des fonctions polynomiales
est dense dans l'algébre des fonctions continues sur [0,1]. C’est beau de pouvoir
imaginer que 'algébre est omniprésente dans ’analyse! Notons d’ailleurs une preuve
probabiliste du théoréme de Weierstrass, voir exercice [109]; I'ubiquité du théoréme
de Weierstrass n’est plus a prouver !

Notons que le théoréme de Weierstrass posséde une généralisation incontour-
nable : le théoréme de Stone-Weierstrass, qui permet de remplacer 'algébre des
fonctions polynomiales par toute algébre A de fonctions sur un compact possédant
la propriété de forte séparabilité (si x # y, il existe f dans A tel que f(x) # f(y) et il
existe f tel que f(x) # 0). On peut montrer par exemple que 'algébre des (fonctions)
polynémes trigonométriques (polynémes en les fonctions sinus et cosinus) est dense
dans l'espace des fonctions réelles telles que f(x +27) = f(x), voir aussi exercice

Exercice 6 (Polynémes de Kantorovich)

Dans la lignée des deux exercices précédents, nous allons redémontrer le théoréme de
densité de Weierstrass, mais avec une autre famille de fonctions positives, appelées
polynémes de Kantorovich. Pour tout entier n et tout entier k£ compris entre 0 et n,
on rappelle que B, est la fonction polynomiale définie sur I par :

Voel, Bpu(z)= (Z)xk(l )

On note K, est I'opérateur linéaire (clairement) positif défini sur E par :

k+1

k()= 32 [0e 1) [ )] B

n+1

1. Vérifier que pour j € {0,1,2}, la suite (K"(ej))neN converge uniformément
vers e; sur L.

2. En déduire que pour tout f dans E, la suite (Kn( f ))neN converge uniformé-
ment vers f sur L.

Soluce
1. En utilisant les identités

(n+1)[(k

n+1

S - CA ) s

O -G | e () e () s

+
[a—
~—
I
—
S
+ | &
—_
~——
| S
1l
—
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On obtient, avec les notations des exercices précédents, que

n 1

B =
n(€0) = St o

n
Kn(eo) = Bn(eo) = ey, Kn(el) = n—Bn(€1)+2 €0,

1
+1 (n+1)

77,2

Ko(e2) = g Bale) ﬁBn(el) . mBn(eo)
n(n-1) 2n 1

T ) 12 T 3 )

La convergence uniforme voulue est assurée par ces formules.

2. Par le théoréme de Korovkin, la suite (Kn( f ))neN converge uniformément
vers f sur I, pour tout f de E.

Remarque. L’avantage des polynémes de Kantorovich sur ceux de Bernstein est qu’ils
convergent plus finement que ces derniers. En effet, nous venons de voir que K, (f)

converge uniformément vers f. Il se trouve que la convergence est également valable
1

pour la norme LP, c’est-a-dire pour la norme (/01 |f ()] dt);, des fonctions continues
sur [0, 1], voir [1].



Chapitre 4

Fonctions d’une variable réelle 11.
Continuité, dérivabilité

Ce chapitre propose des exercices élémentaires et relativement originaux sur les
homéomorphismes de R sur R et le théoréme des accroissements finis.

Exercice 7 (remarques sur la monotonie)
Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction réelle.

1. Que traduisent les assertions suivantes :
(1) V(z1,22) €I?, 1 <20 = f(21) < f(22);
(2) V(z1,22) €I?, 21 <22 — f(z1) < f(22)?
2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f n’est pas monotone sur I;

(ii) I(x1,22,23) €13, 21 <x9 <23 €t (f(:z:l) —f(arg))(f(azg) —f(.’L'g)) <0.

3. Déduire de la question précédente que si f est continue et injective, alors elle
est monotone.

Soluce

1. L’assertion (1) signifie que f est croissante au sens large. Si I'assertion (2) est
satisfaite, alors f est croissante au sens large et, pour tout couple (x1,z2), on
a de plus : f(z1) < f(z2) = x1 < z2. Par contraposée, c’est équivalent a :
x9 < w1 = f(x2) < f(x1). Comme z1 et xo sont quelconques, cela veut dire
que f est strictement croissante.

2. Supposons (ii). Si f(x1) < f(x2), f n’est pas décroissante ; alors, f(z2) > f(x3)
donc f n’est pas croissante non plus. Sinon, c’est que f(x1) > f(x2), si bien
que f n’est pas croissante ; alors, f(x2) < f(x3) donc f n’est pas décroissante
non plus.

Réciproquement, supposons (i), c’est-a-dire que f n’est ni croissante, ni dé-
croissante. Il existe a < b et ¢ < d dans I tels que f(a) > f(b) et f(c) < f(d).
Supposons tout d’abord f(b) < f(c). Sib<d,ona f(a)> f(b) et f(b) < f(c) <
f(d) donc on prend 1 = a, x2 = b, x3 = d. Sinon, c’est que d< b, |...]

Le cas f(b) > f(c) est analogue.

17
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3. Soit f continue sur I, supposons f non monotone. Soient x1, x3 et x3 comme

dans D’assertion (ii). Supposons par exemple que ‘f(:cl) - f(asg)‘ < |f(x2) -
f(x3)| s alors f(x1) est compris entre f(z2) et f(z3) donc, par le théoréme des
valeurs intermédiaires, f(x1) admet un autre antécédent que x1 dans l'intervalle
[22,23].

Les trois exercices suivent nous ont été communiqués par Jean-Claude SIKORAV.

Exercice 8 (homéomorphismes de R sur R)

On se propose de montrer ici quelques propriétés élémentaires des homéomor-
phismes de R (sous-entendu : sur R). On rappelle la question de I'exercice [7| qu'un
homéomorphisme de R est soit strictement croissant, soit strictement décroissant.

1. Montrer que si f est un homéomorphisme strictement croissant de R, alors,

pour tout z réel, la suite (f"(av))nEN tend vers +oco, vers —oo ou vers un point
fixe de f.

. Montrer que si f est un homéomorphisme strictement décroissant de R, alors

f posséde un unique point fixe.

. Montrer que si f est un homéomorphisme de R et si a, b sont deux points fixes

consécutifs (pas de point fixe dans ]Ja, b[), alors la suite (f"(:n))nEN tend vers a

ou b si x € ]a,b[. En déduire un résultat analogue pour la suite (f’”(a:))neN.

Soluce

1. On fixe le réel x. Pour tout n, notons wu, = f"(x), de sorte que up+1 = f(uy).

Posons h := f(x) —x = u1 —ug. Comme f est strictement croissante, f respecte
les inégalités, done, par récurrence, la suite u,1 — Uy = f(uy) — uy est de signe
constant — celui de h — si bien que la suite (u,) est monotone. Plus précisément,
elle est strictement croissante, resp. strictement décroissante, resp. constante,
si h >0, resp. h <0, resp. h =0.

Si la suite est bornée, alors, elle converge vers une limite ¢ qui, par continuité
de f, est solution de f(£) = £. Si elle ne l'est pas, alors, elle est strictement
monotone et non bornée ; elle tend vers +oo, vers —oo.

. Si f est un homéomorphisme strictement décroissant, alors f a pour limite +oo

en —oo et —co en +oo. De plus, 'application z — f(x) — z est une application
continue strictement décroissante, et a également pour limite +oco en —oo et —oo
en +oo. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, elle prend la valeur 0. Cela
prouve 'existence d’un point fixe, forcément unique par stricte décroissance.

. Comme f posséde au moins deux points fixes, f ne peut étre strictement dé-

croissante, et donc, les hypothéses impliquent qu’elle est strictement croissante.
Si x vérifie a < x < b, alors a = f(a) < f(x) < f(b) = b, ce qui implique que f
stabilise ]a, b[. Par une récurrence immédiate, on montre que f"(z) est compris
entre a et b pour tout n € N.

La suite (f™(z)), est donc monotone, de sens de variation donné par h :=
f(z)—2z. Comme z ne peut étre un point fixe par hypothéses, h est non nul et
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donc la suite (f™(x)), est strictement monotone. Cette fois-ci, elle est bornée
et elle posséde ainsi une limite ¢ dans le fermé [a, b]. Cette limite £ est forcément
un point fixe par continuité de f, et donc £ vaut a ou b. La derniére assertion
s’obtient en remplacant f par 7!, qui est également un homéomorphisme ayant
a et b pour points fixes, et sans point fixe entre les deux.

Exercice 9 (Homéomorphisme ? Dites-le avec des groupes! (1))
Soit G le groupe des homéomorphismes de R (dans lui-méme) pour la loi o. Le but
de l'exercice est d’étudier quelques propriétés de ce groupe.

1. Soit G* l’ensemble des homéomorphismes (strictement) croissants dans G.
Montrer que G* est un sous-groupe distingué d’indice 2 de G.

2. Soit f un élément d’ordre fini de G. Montrer que si f € G*, alors f est
I'identité, et que si f ¢ G, f est d’ordre 2.

3. Montrer que les éléments d’ordre 2 forment une seule classe de conjugaison
dans G.

Soluce

1. Soit o lapplication de G dans le groupe multiplicatif {1,-1} qui envoie f
sur 1, resp. -1, si f est croissante, resp. décroissante. La régle des sens de
variations (par exemple la composée d'un décroissant par un décroissant est
un croissantﬂ..) implique que 'application ¢ est un morphisme de groupes.
Comme l'identité Id de R est croissante et que —Id est décroissante, o est
surjective. Le noyau de o est donc un sous-groupe distingué d’indice 2 de G
qui n’est rien d’autre que G*.

2. On fixe dans un premier temps un homéomorphisme f strictement croissant
d’ordre fini. Supposons, par 'absurde, que f n’est pas l'identité, et fixons un
réel x tel que f(x) # x. D’aprés la question |1| de 'exercice |8} la suite (f™(x))n
est monotone, et ce, strictement, car f(z)—-x # 0. Quitte & changer f en f~!, on
peut supposer que f(x) > x, et donc que notre suite est strictement croissante.
Supposons f¢ =1d, avec d > 0. 11 vient

z=fUz) > [T (@) > > fl2) >,

d’ou 'absurdité.

Montrons la seconde assertion. Si f n’est pas dans G*, alors f? est dans G*,
et, comme f est d’ordre fini d, f? est également d’ordre fini (qui, au passage
divise d). Par 'étude précédente, f? = Id. Et comme f # Id, puisque f est
décroissante, il résulte que f est bien d’ordre 2.

3. On veut montrer que deux éléments d’ordre 2 sont conjugués. On peut remar-
quer que t(x) = —x fournit un homéomorphisme d’ordre 2 de R et il suffit main-
tenant, par transitivité, de montrer que tout homéomorphisme f d’ordre 2 est
conjugué a ¢. Dit autrement, nous voulons construire un homéomorphisme ¢ tel
que ¢ to fop =1, ce qui revient & dire que pour tout réel z, p(-z) = f (¢(z)).

1. Miam!
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On fixe f d’ordre 2 et on note, par ce qui précéde, que f est décroissante. On
en déduit par la question [2| de I'exercice [8] que f posséde un unique point fixe
¢. On construit alors, pour commencer, ’homéomorphisme ¢ de [0, +oo[ sur
[£,+00[, qui envoie x sur ¢o(z) =2 + £. On pose alors p(x) = po(z) si x>0 et
p(x) = f (po(-z)) si z <0.

Montrons que I'on a bien ¢! o f o =, c’est-a-dire p(-x) = f (©(x)) pour
tout réel x. Si x > 0, I'égalité est vraie par construction, puisque dans ce cas,
o(—x) = f(vo(x)) = f(¢(z)). Si x est négatif, alors, comme f est d’ordre 2,

f (@) = f (F(po(=2))) = po(-z) = p(-z).

Il reste & montrer que ¢ est un homéomorphisme strictement croissant.
Continuité : il est clair que ¢ est continue sur ]0, +oo[ et sur ]—oo, 0. Il faut alors
montrer que les limites & gauche et a droite en 0 coincident. Or, en 0" la limite
de ¢ est ¢o(0) =¢. En 07, elle vaut, par continuité de f, f(0(0)) = f(¥£) = ¢.
Stricte croissance : ¢p est strictement croissante sur [0,+oo[, et donc ¢ est
strictement croissante sur [0, +oo[. Sur |—-oc0;0], on note que la formule p(-x) =
f (po(x)) reste valable en 0 (par invariance de ¢), et donc sur le fermé |- oo, 0].
Supposons alors x < iy < 0, ce qui donne 0 < -y < —z. Comme [ est décroissante
et o croissante :

o(x) = f(po(-2)) < f (¢o(-Yy)) = ¢(y)-

Comme ¢ est strictement croissante sur [0, +oo[ et |—o0,0], elle est strictement
croissante sur R.

Surjectivité : On voit que, en Uinfini, g tend vers 'infini, et il en est donc de
méme de p. Comme f est un homéomorphisme décroissant, sa limite en +oo
est —oo, et on en déduit que la limite de ¢ en —oo est +oo. La surjectivité sur
R provient alors de la continuité et du théoréme des valeurs intermédiaires.
Homéomorphisme : comme ¢ est strictement croissante, elle est injective, et
comme elle est surjective, c’est une bijection. Elle posséde donc une bijection
inverse, également bijective et de plus, strictement croissante, on sait alors
qu’elle est continue.

Remarque. Le groupe G n’a donc pas de sous-groupes finis d’ordre n > 2. On peut
noter que les homéomorphismes de C possédent, quant a eux, des homéomorphismes
de tout ordre n : il suffit de choisir une racine primitive n-iéme de 'unité w et de
considérer 'application z +— wz de C. De méme le groupe des homéomorphismes du
cercle contient des sous-groupes de tout ordre.

Exercice 10 (Homéomorphisme ? Dites-le avec des groupes! (2))

On adopte les mémes notations que dans ’exercice précédent. On veut étudier les
classes de conjugaisons du groupe G des homéomorphismes de R. On veut montrer
que les homéomorphismes de G sans point fixe forment une seule classe de conju-
gaison de G et deux classes dans G*. Plus précisément, fixons fi(z) = = + 1, et
f-1(z) = x — 1. Alors, I) pour tout f de G sans point fixe, il existe ¢ € G, tel que
wo foypt=f, et II) pour tout f de G sans point fixe, il existe ¢ € G*, tel que
pofop™ = fur.
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1. Montrer que si f est dans G sans point fixe, alors f € G*. On supposera dans
la suite f dans G sans point fixe, donc strictement croissante.

2. Montrer que I'on peut prouver I) et II) en se ramenant au cas ou f(0) > 0.
3. On suppose donc par la suite que f(0) > 0. Soit g 'homéomorphisme de

[0,1[ sur [0, f(0)[ qui envoie = sur f(0)z. Soit ¢ Papplication de R dans
lui-méme telle que

o(x) = f" (ol -n)), avec n:= |z

Montrer que ¢ est bien définie et continue sur chaque intervalle [m,m + 1[,
m € 7.

4. Montrer que ¢ est continue sur R et strictement croissante.

5. Montrer enfin que ¢ est un homéomorphisme et conclure.

Soluce
1. Cela découle directement de la question [2[ de ’exercice |8

2. Supposons que I) et II) sont vraies pour dans le cas ou f(0) > 0. Montrons
alors le cas général. Comme f(0) # 0, vu que f ne posséde pas de point fixe, il
ne reste qu’a étudier le cas ou f(0) < 0. Soit ¢ défini sur R par «(z) = —x. Soit
g:=10 for ! cest-a-dire g(x) = —f(~z). Si par 'absurde, g(z) = z, on aurait
f(=x) = -z, ce qui est impossible car f n’a pas de point fixe. Conclusion g n’a
pas de point fixe et de plus, g(0) = —f(0) > 0. On en déduit par I), valable pour
g, qu'il existe p € G, tel que pogoyp™ = f1, et donc (por)o fo(por)™t=f.
On a montré que I) est valable pour f.

On déduit de II), valable pour g, qu'il existe ¢ € G* tel que pogop ' = fi; et
donc (pot)o fo(por)™=fu. Or, 1o fi 0t = fz1. On obtient alors

(Tl opor)ofoit ooyt =0 fuou= .

Ceci prouve II) pour f vu que t ™ opor e G* car G* est distingué (ou si on
préfére, par la régle des variations).

3. Pour tout réel z, on a z — || € [0,1[, et donc @o(x — n) est bien définie, ce
qui implique que ¢ est bien définie sur R. Sur lintervalle [m,m + 1[, on a
o(x) = f™(x —m). Comme = — x —m est continue sur [m,m + 1[, et que f™
est continue (méme pour m < 0 puisque f est un homéomorphisme), on a bien
la continuité voulue.

4. Comme f est continu et que limg+ ¢ = 0 et limy- ¢ = f(0), on a :
lim p(n+1) = lim f"(go(t)) = f*(£(0)) = £"(0) ;
. _1: n+1 _ fn+l
tlir(% o(n+1+t)= tlg(% S eo(t)) = f77(0).

Ainsi, ¢ est continu en chaque entier n (n € Z).

Par construction, ¢ est strictement croissant sur [0,1[ et donc sur [n,n+1]
pour tout entier n puisque f lest aussi. Par continuité, p(x) = f*(z —n) sur
I'intervalle fermé [n,n + 1]. Ainsi, ¢ est croissant sur chaque intervalle fermé
[n,n + 1] et donc sur R entier.
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5. Pour montrer que ¢ est un homéomorphisme, il suffit de voir qu’il est surjectif.
En effet, comme il est strictement croissant, il est injectif, et ainsi, la surjec-
tivité impliquera la bijectivité. Comme l'inverse de ¢ strictement croissant et
surjectif, on saura qu’il est également continu.

Montrons donc la surjectivité de ¢.

Par la question [1| de I'exercice [§, et vu que f n’a pas de point fixe, on obtient
qu’a t fixé dans [0, 1],

lim f"p(t)=+c0 et lim f"p(t)=—oo.
n—>+00 n—+oo
On a donc ¢(n +t) = fpo(t) tend vers linfini avec n, et de méme pour
o(-n+t) = fpo(t). Comme ¢ est strictement croissante, continue et non
bornée, le théoréme des valeurs intermédiaires assure que la fonction ¢ est
surjective.
Reste & montrer que I) et II) sont vrais pour f. Maintenant que 'on sait que
¢ est un homéomorphisme de G*, il suffit de voir que ¢t o fop = fi, ce qui
prouvera I) et II) par la méme occasion, puisque ¢ est croissanteﬂ Pour tout
x, en posant n = |z |, on obtient bien

p(z+1) = f"Hpo(e+1-n-1)) = f (f"(wo(z =n))) = f ((x))-

On ne peut pas vraiment quitter sereinement cette correction sans avoir prouvé
que fi et f_1 sont dans des classes de conjugaison distinctes de G*. Supposons
par 'absurde que ce soit le cas : il existerait un homéomorphisme croissant
Y tel que Lo fiotp = fq, cest-a-dire : 1(z) + 1 = 9(x - 1). En particulier
¥ (1) = (0) =1 <(0), ce qui est absurde car 1) est supposée croissante.

Remarque. Si le lecteur n’apprécie pas la facon dont ’homéomorphisme ¢ a été
parachuté, voici une analyse du probléme.

Supposons qu’il existe ¢ tel que p~to fop = fi. De foy = o f1, on tire pour
tout z :

fe(2)) = p(z+1).

On en déduit que p(z+2) = f(ap(x+ 1)) = fQ(cp(a;)). Par récurrence, pour tout n € N
et tout x € R, il vient : p(z +n) = f"(cp(a:))

En remplacant z par z — 1, on trouve : f(np(x - 1)) = ¢(x). En composant par
I’homéomorphisme réciproque f71, il vient : p(z —1) = f‘l(go(x)) pour tout z. Une
nouvelle récurrence immédiate permet de conclure :

VneZ, Vo eR, o(z+n)=f"(p(z)).

En particulier, ¢(1) = f(ap(())) Nous ne semblons pas avoir d’autre contrainte sur ¢
sur [0, 1] mais cette équation détermine ¢ ailleurs. En effet, pour x réel quelconque,
posons n = |z] et t =z —n, alors on connait ¢(z) = p(t +n) = f"(o(t)).

2. On voit que le fait que f(0) > 0 implique que f est dans la classe de conjugaison de fi pour
G* et pas dans celle de f_1.
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Exercice 11 (signe de la dérivée et variations)

Soit f : [a,b] = R une fonction dérivable telle que f’ > 0 sur [a,b]. On veut montrer
que f est croissante par un procédé de dichotomie, sans utiliser le théoréme des
accroissements finis.

1. Rappeler la preuve en une ligne qui utilise le théoréme des accroissements
finis...

2. Soient (ay) et (by) deux suites adjacentes ayant pour limite commune c. On
suppose que a,, < b, pour tout n. Démontrer que

lim f(bn) = f(an)

n—+00 bn —ap

= f'(c).

3. On suppose qu’il existe deux points ag et by de [a,b] tels que ag < by et
f(ag) > f(bo). Construire deux suites adjacentes (a, ) et (b,) telles que a,, < by,

et
f(bn+1) B f(an+1) < f(bn) B f(an) <0

bn+1 — An+1 iy = (0

pour tout n. Que dire de f’(c¢) lorsque c est leur limite commune ?

4. On suppose que f’ est positive ou nulle. Montrer que f est strictement crois-
sante.

Remarque. Cet exercice est adapté d’un document| de Jean-Frangois Burnol et de
l'article [2] d’Antoine Delcroix et Christian Silvy, qui énoncent le lemme trés utile
de la question [2| avec une amélioration due & Nicolas Ressayre.

Soluce
1. Siz <y, il existe c € Jz,y[ tel que f(z) - f(y)=f'(c)(x-y)<O0.
2. Si an = c ou si by, = ¢ & partir d'un certain rang, I'égalité est évidente. Sinon,
an < ¢ < by pour tout n et :

f(bn)_f(an) _ b —c f(bn)_f(c)+ C—anp f(an)_f(c)

bn — an, by —ay b, —c by, —an ap — ¢
NB : C’est une combinaison barycentrique de 3,, = W et ay, = %:f(c) :
en effet, A\, = bl:f_;fl et fin = % sont positifs et leur somme vaut 1. Cela

W est compris entre (3, et «, pour tout n, ce qui permet

signifie que
de conclure. En effet, soit € > 0. Pour n assez grand, on a : ‘ﬁn - f’(c)‘ <eet
lan = f/(c)| <&, d'otr :

f(bn) = f(an)

by, —an

bn —c .f(bn)_f(c)_i_ C—an _f(an)—f(C)_

_fI(C)‘: bn_an bn—C bn_an An
= ’/Lnﬁn + Aoy — (>\n + :un)f,(c)‘
B = £/(0)] + plaw = £/(0)]

<e.

f'(e)
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3. On a déja ag et bg. Soit n € N. Supposons avoir construit des suites finies
(ar)o<k<n €t (br)ocksn telles que by —ap = (bg — ag)/2F pour tout k < n et
FOren)-Sake) o flbe)=S(ar) pour tout k£ < n — 1. Posons ¢, = (ay, + b,)/2. Re-

br+1-ag+1 br—ay

marquons grace a la figure que :
f(an) + f(bn) alors f(bn) - f(cn) < f(bn) - f(an) .

— si f(en) 2
2 bn — Cn bn, — an

— si f(ep) < f(an) + f(bn)’ alors f(cn) = f(an) < f(bn) = flan) ;
2 Cp — Qp bn_an

Dans le premier cas, on pose (an+1,bn+1) = (¢n, by ) ; dans le deuxiéme, on pose
(an+1,bn+1) = (an, cn). Ceci termine la construction des suites par récurrence,
elles sont adjacentes.

T

I \ . I I

an, Cn bn, (7% Cn bn,

FIGURE 4.1 — Choix d’une pente plus petite (attention au signe)

Soit ¢ la limite commune des suites (ay,) et (by). Comme

f(bn) = flan)  fbo) = flao)

by —an bo — ag

pour tout n, on a d’aprés la question [2|: f/(¢) <O0.

4. On a montré que s'il existe ag et by tels que ag < by et f(ag) > f(bo), c’est-a-dire
si f n’est pas croissante, alors il existe ¢ tel que f'(c) < 0, c’est-a-dire que f’
prend une valeur strictement négative. La contraposée de cette implication
s’écrit : si f' est positive ou nulle, alors f est croissante au sens large.

Exercice 12 (théorémes de Rolle et des accroissements finis)
Soit f : [a,b] - R une fonction continue telle que f(a) = f(b). A partir de la
question [3, on suppose que f est dérivable sur ]a, b[.
1. (a) Démontrer qu’il existe un segment non réduit & un point [«, 5] c [a,b]
tel que f(a) = f(B) et B-a=(b-a)/2.
(b) En déduire qu'il existe un segment non réduit & un point [, 8] c ]a, b]
tel que f(a)=f(B) et f-a<(b—a)/2.
2. Construire deux suites (a,) et (b,) telles que a, < ani1 < bpi1 < by, et (b, —
an) < (b—a)/2" et f(an) = f(by) pour tout n.
3. Démontrer le théoréeme de Rolle : il existe ¢ € Ja,b[ tel que f'(¢) = 0.
On pourra utiliser la question |9 de Uexercice[I1]
4. En déduire (classiquement) le théoréme des accroissements finis.
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Remarque. Cet exercice est adapté de [8] et [2].

Soluce
1. (a) Notons c=(a+b)/2. La fonction g: [a,c] > R,z f(z+(b-a)/2) - f(z)
prend les valeurs g(a) = f(c) — f(a) et g(c) = f(b) = f(c) = —g(a). Elle
s’annule donc en un point « € [a, a+(b- a)/Q], il n’y a plus qu’a prendre
B=a+(b-a)/2.
(b) Sil'intervalle construit dans le point précédent est inclus dans Ja, b[, c’est
gagné. Sinon, c’est que « = a et S = ¢. On applique le point précédent a
[a,c] : on obtient un intervalle [/, '] c [a,c], de longueur (b - a)/4, tel
que f(a') = f(B'). Sia<da’,le segment [/, 3] convient. Sinon, a = o’ et
B =(a+c)/2 et le segment [, c] convient.

2. Pour (ag, bp), on prend le couple (a, #) construit dans la question précédente.
Puis on applique inductivement ladite question & lintervalle [ay,b,] pour
construire (ap+1,bn+1)-

3. Soit ¢ la limite commune des suites (a,) et (b,) que l'on vient de construire —
elle appartient a ]a,b[. D’aprés la question [2| de 'exercice on a :

F() = tim L= Ffan) O

n—+o00 bn - ap n—+00 bn - anp

=0.

4. Ce passage est standard. Soit f une fonction réelle continue sur [a, b], dérivable
sur Ja,b[. On veut montrer qu’il existe alors ¢ dans ]a,b[ tel que f(b) - f(a) =
f'(¢)(b-a). On choisit un réel M pour que la fonction g sur [a,b] par

Vaela,b], g(x)=f(x)-M(z-a)

satisfasse aux hypothéses du théoréme de Rolle, c’est-a-dire g(a) = g(b) (les
autres sont vérifiées). Cela donne M(b—-a) = f(b) — f(a). On constate alors
qu’en un point ¢ pour lequel g’(¢) =0, on a bien f(b) — f(a) = f'(¢)(b-a).
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Chapitre 5

Suites réelles et complexes

5.1 Suites réelles

Exercice 13 (Sous-groupes additifs de R)
Soit G un sous-groupe de (R, +) non réduit a {0}. On pose :

H={zeG;z>0}

1. Montrer que H est non vide.

2. Soit a la borne inférieure de H.

(i) Justifier que a existe, et est positif.
On considére maintenant les cas a =0 et a > 0.

(ii) Montrer que, si a =0, alors G est dense dans R.
(iii) Montrer que si a > 0, alors G = aZ.

3. Montrer que, si u et v sont deux réels nons nuls tels que ¢ soit irrationnel,

alors, uZ + vZ est dense dans R.

4. Montrer que I’ensemble
C :={cos(n); n € N}

est dense dans [-1,1].

Soluce
1. Le groupe G n’étant pas réduit a {0}, il existe un réel non nul zy appartenant
a G. Deux cas se présentent :
— soit xg > 0, et dans ce cas xg € H;
— soit g < 0, et alors, comme xy € G, on a en particulier —xg € H.
Ainsi, H n’est pas vide.

2. (i) On rappelle que la borne inférieure a de H est caractérisée par :

VeeH, z>2a;
Ve>0, dxeH, x<a+e.

27
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(i)

(iii)
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Comme H est non vide et minoré, donc posséde une borne inférieure,
notée a. De plus, comme 0 est un minorant, par définition d’une borne
inférieure, on en déduit que a est positif ou nul.

Supposons donc que a = 0. L’objectif est de montrer que, pour tous réels
a et B tels que a< B, ona Gnla, 5[ + @.

Puisque a est nul, en utilisant la caractérisation de la borne inférieure
rappelée ci-dessus, avec € = § -, il existe g e H tel que 0 < g < f— . On
va donc chercher un élément de G n ]a, 5[ sous la forme ng, ou n € Z.

Posons
Dans ce cas, on a

ce qui implique

«
—<n<—+1.
g g

On a donc bien dans ce cas, en utilisant I'inégalité qui précéde,
a<nga+g<a+f-a=p.

Ainsi, on a bien ng € Gn Ja, B[. On en déduit que G est dense dans R.

Supposons que a > 0. Nous allons montrer que a € H. Supposons donc,
par I’absurde, que a ¢ H. La caractérisation de la borne inférieure donne
alors

dg1 € H; a < g1 < 2a.
En appliquant de nouveau cette caractérisation,

dgeeH;a<ga <.

On en déduit que g1 — g2 € H, avec g1 — g2 < a, ce qui est absurde. Conclu-
sion, a € H, et G étant un groupe, on a donc aZ c G.

Réciproquement, considérons g € G et déterminons un entier n et un réel

tels que :
g=na+r
0<r<a.

Remarquons que l'entier n = |£], et le réel r = g — na satisfont a ces
conditions.

De plus, puisque G est un groupe, on a r € G. Or, 0 < r < a, ce qui
implique, par minimalité de a, que r = 0. Par suite, que g = na, et donc,

G caZ.

En conclusion, on obtient 1'égalité G = aZ.
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3. Soit deux réels u et v non nuls tels que ¢ ¢ Q. Notons tout d’abord que uZ+vZ
est un sous-groupe de (R, +). Si ce sous-groupe n’est pas dense dans R, alors
il exite a > 0 tel que uZ + vZ = aZ, d’aprés la question précédente.

Or, comme u et v appartiennent & uZ + vZ, il existe deux entiers non nuls p, g
tels que u = pa, et v = ga, ce qui entraine que

E:Z_) e@'
voq

On a ainsi montré par I'absurde que, si ¥ ¢ Q, alors uZ + vZ est dense dans R.

4. Soit z € [-1,1]; alors il existe 6 € R tel que = = cos(6).
Par la question précédente, le groupe Z + 277 est dense dans R. Il existe alors
une suite (6, )ney d’éléments de Z + 277, de la forme p, + 27qy,, avec pn, gy € Z,
qui converge vers . On a alors, pour tout n € N,

cos(6y,) = cos(pn + 2mqy, ) = cos(pr) = cos(|pn|)-
Par continuité de la fonction cosinus sur R,

lirP cos(60,) = cos(0) = z.

Autrement dit,
lim cos(|pn|) = =.
n—+oo

Il existe donc bien une suite d’éléments de C qui converge vers x, et ceci est
valable pour tout z € [-1,1].

Ainsi, I'ensemble C est bien dense dans [-1,1].

Remarque. 11 faut noter les similitudes existantes entre le cas otl, dans cet exercice,
un sous-groupe de R peut étre de la forme aZ, et la preuve qui consiste & montrer
que Z est euclidien, donc principal : dans les deux cas, 'argument-clef est la division
euclidienne. La différence repose sur ’aspect continu de R, qui permet une alternative
dans R : les sous-groupes denses.

Ezemple (Les tutos du pére Castor).
Voici un exemple de question que s’est posée notre ami Antoine Boivin, mais qui
pourrait trés bien devenir une question de jury : trouver deux entiers n et m tels que

T<n+mvV2<m+0,2.

En effet, n et m existent puisque /2 et 1 ne sont pas commensurables.
Soit G := Z + Z~/2. Comme 1,41 < /2 < 1,42, on voit que 0 < 10v/2 - 14 < 0,2.

On pose donc g := 10/2 - 14 € G, et on trouve a la calculette [g] =22. On a alors
N S T T
Tl <D 1= Blgcn<|Elg+g,
g g g g g

en particulier ([%Jg +9)-m<g<0,2, dou l'on déduit

7<|Slg+g=23g=230v2-322 <7 +0,2.
9
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Signalons que la base 10, trop arbitraire, n’est pas satisfaisante pour obtenir de
telles approximations. On peut utiliser la suite x,1 = %(xn + %), avec g = 2, voir
section|11.1.1], pour obtenir une suite de rationnels qui converge vers /2. Il suffit par

exemple de prendre, x3 = %, pour avoir une bonne précision : 0 < g := 577 —408v/2 <
1073,

Une méthode générale efficace consiste a partir d’une approximation de « (ici,
\/5) par représentation en fraction continue...

Exercice 14 (Etude de la suite .1 = sin(u,,))
On consideére la suite définie par :

{uo ¢]o.3]

Un+1 = sin(uy,) pour n e N.

Le but de cet exercice est d’étudier la limite de cette suite, d’en trouver un
équivalent en l'infini, puis d’en donner un développement asymptotique a deux
termes.

Dans la suite, on note I I'intervalle ](), g]

1. Montrer que

lim w, =0.

n—>+00

2. Montrer I’équivalence en 'infini suivante :

3
Up ~ =5
n—>+00 n

3. Enfin, donner un développement asymptotique a deux termes de la suite (u,,).

Soluce
1. On part de I'égalité suivante, valable pour tout x € R,

sin(z)| < |z].
Comme, de plus, la suite u, reste positive, cela implique que, pour tout n € N,
Up+1 < Up.

La suite (u, )y est alors décroissante, minorée par 0; elle est donc convergente.
Notons ¢ € I sa limite. Or, par continuité de la fonction sinus, en passant a la
limite dans la formule de définition de la suite par récurrence, on obtient :

¢ =sin(?).

Or, la fonction x ~ sin(z) — = est strictement décroissante sur R, et s’annule
en 0; cela implique que 0 est la seule solution de I’équation sin(x) = . D’ou :

£=0.

Ainsi, la suite (u,) converge bien vers 0.
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2. Avant de nous lancer dans la résolution, détaillons la démarche & suivre. Le
théoréme-clef va étre le théoréme de Cesaro. Le début du raisonnement consiste
a trouver un « € R tel que

— AeR*.

n—>+00

«
Up+1 n

Par le théoréme de Cesaro, cela implique :

1 n—1
- Z (Ug+1 - Ug) — A7
L noteo

ce qui, par télescopage, s’écrit :

soit encore

On pourra alors écrire I'équivalent : uy ~ An.

Lancons-nous donc & la recherche d’un tel «. Pour la suite, fixons n € N. Pour

a
n+1, €1

examinant & quelle condition I’élément u;,  ; —u$; peut tendre vers une constante.

trouver un réel qui convient, écrivons un développement limité de u

Fixons donc pour 'instant a € R. En utilisant les formules classiques de déve-
loppements limités au voisinage de 0, on obtient

u3 ¢
e = G u))* = (0= 28 o))

u? “ u?
= uy (1 - E” + o(ui)) = uy (1 - O[En + o(u%)) .

On a donc
a+2
Uy — Up = —Q % +o(us*?).
Ainsi, en prenant « = —2, on obtient
1
-2 -2
Upt1 —Up = 5 + 0(1)
On a donc
1 1 1
lim =3
oo Up i1 Un, 3
En utilisant 'idée décrite précédemment, on en déduit, par le théoréme de
Cesaro :
1 1 11 1
lim |—5-—5])= lim ~ 3 | 5—-— =2,
noteo \muy  nuf) noteen pmp\ugp o uy 3
et donc,
i 1 1
lim =—.
n-+oopuZ 3
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Finalement, on obtient

et donc, ’équivalence souhaitée,

n—+oo n

. On va baser le raisonnement sur la méme idée que pour la question précédente,

en cherchant cette fois un développement limité & deux termes de 1/u2,; —1/u2.
Soit n € N fixé; on a

3 5 2 4
) u u u u
uml=sm(un)=un—E"+ﬁ+o(ui)=un(l—€+j+o(ui)).
On en déduit
2 4 2 2 4
U U U 2u
ui+1:u,21(1—€"+1—2"0+0(uﬁ) :ui(l—?"+4—5"+o(ui)).
On a donc
11 2 gyt B
ES 1_u_n+ﬁ+o<u;§>)
Uy us 3 45
1 2 9,4 2 9,4 2
=3 1—(—%+4L;+o(ui))+(—u?”+4L5"+o(uf;) +o(ul)
n
1 2 4
=— 14+8n ”+0(ui)
uz 3
Ainsi, on a
1 11 W2
5 ——2———%+o(u,21
uz.,  un 3 15

En utilisant 1’équivalent de u,, de la question précédente, on en déduit 1’équi-
valent :

_— e - N — N — e — ~

On veut maintenant reprendre 1'idée décrite dans la question précédente, et
sommer les équivalents afin d’en déduire un équivalent du second ordre de la
suite u,. On a obtenu 1’équivalence

qui sont deux termes positifs, et tels que la série Y 1/5n diverge, par le critére
de Riemann. En utilisant le théoréme d’équivalence des sommes partielles de
séries & termes positifsEL on en déduit que Y u, diverge, et que les sommes
partielles sont équivalentes. On obtient alors

1 1 n "-1( 1 1 1) 1 log(n)

w2 w2 3) A5k nore 5

Upi1 Uy

1. Voir par exemple le Gourdon, Analyse, pour ’énoncé précis de ce théoréme.
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Rappelons que la derniére équivalence provient de I’étude de la série harmo-

nique,

9

| =

n

H, := Z

k=1

dont on montre que le développement asymptotique est
H, =In(n) +~v+o0(1),

ou v est la constante d’Eulerﬂ

Finalement, on obtient I’équivalent

1 1 1 !
u_% = u_g + % + %(n) +o(log(n)) = g + % +o(log(n)).

On peut alors écrire

n

3 5n n

uZ = (E + 10g5(n) + 0(log(n)))_1 = % (1 ,Blos(n) | o(lOg(n)

n 5n n

On a alors

_3 (1 _ 3log(n) +0(log(n)

u =[§(1_3log(n)+0(log(n)))]é= §(1_310g(n)+0(
" n on n n 10n

_ \/E 3v/3 log(n) (
"V 10n+/n ?

Ainsi, on obtient le développement limité de la suite u,, & deux termes :

" - \/@_ 3v/3 log(n) o (log(n))
" 3 10n/n PN

Exercice 15 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass)

1. Montrer que toute suite de réels, on peut extraire une suite monotone.

2. En déduire le théoréme de Bolzano-Weierstrass : de toute suite bornée de

réels, on peut extraire une suite convergente.

Soluce
1. Soit (uy,) une suite de réels. Considérons l’ensemble :

E={neN|3k>n, ug>uy,}
— Supposons E fini. En posant p=1+maxE, on a :

Vn2p, Ups1 < Up;

ainsi la suite (up)nsp est une suite décroissante, extraite de (uy,).

2. C’est un exercice classique pour l’agrégation, voir par exemple, de méme, [7].
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— Supposons E infini. Choisissons ng € E et posons vy = uy,, comme E est
infini, il existe n1 > ng tel que wuy,, > uy, ; posons alors vy = u,,. Comme E
est infini, on peut répéter le procédé précédent pour trouver ng > nj tel
que Up, > Up, PUIS POSEr vz = Uy, ; une récurrence permet de construire
formellement la suite (vy,) ; celle-ci est par construction croissante, extraite
de (up).

2. D’aprés la question précédente, de notre suite de réels bornée, on peut extraire
une suite monotone ; celle-ci est bornée donc elle convergente, ce qui conclut.

Exercice 16 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass bis)
En utilisant le procédé de dichotomie, démontrer le théoréme de Bolzano-
Weierstrass a partir de la propriété des segments emboités.

Soluce

Soit (un )neny une suite bornée, on doit montrer qu’elle admet une sous-suite conver-
gente. Si la suite ne prend qu’un nombre fini de valeurs, 'une de ces valeurs est
atteinte pour un nombre infini d’indicesrﬂ, ce qui permet de construire une suite
extraite constante donc convergente. Désormais, on écarte ce cas.

Soit [ag,bp] un segment qui contient tous les termes de la suite. On construit par
récurrence une suite de segments emboités ([a”’b”])neN telle que [ap,b,] contient
une infinité de valeurs de (uy,) et b, — a, = 1/2"™ pour tout n. Soit n un entier pour
lequel [an,b,] a été construit. Soit ¢, = (a, + by,)/2. S’il y a une infinité de valeurs
de (u,) dans [an,c,], on pose (Gp+1,bn+1) = (an,cp). Sinon, c’est qu’il y en a une
infinité dans [¢y, by, ] et on pose (an+1,bn+1) = (¢, bp).

Soit ¢ la limite commune des suite (a,) et (b,). Construisons inductivement
une suite extraite de (uy,) qui converge vers . On choisit ng = 0. Soit k£ un entier,
supposons avoir construit ng <ni < - <nyg tels que uy,; € [aj,b;] pour tout j inférieur
a k. Comme le segment [ag;1,bk41] contient une infinité de valeurs de (u,), on peut
choisir un indice ng4; strictement supérieur a ny tel que wuy, € [ak, b;]. Ceci montre
I'existence de l'extraction (ny)ren. Par la trivialité des gendarmes, la suite (up, )ken
converge vers /.

Exercice 17 (Théoréme des valeurs intermédiaires)
En utilisant le procédé de dichotomie, démontrer le théoréme des valeurs intermé-
diaires.

Soluce

Soit f : [a,b] - R une fonction continue. On suppose que f(a)f(b) <0 et on veut
prouver 'existence de ¢ dans [a, b] tel que f(c¢) = 0. On construit deux suites (a,) et
(by,) de la fagon suivante :

an, 22) i flan) f(22) <0
(a0, bo) = (a,0) et Ve N, (ani1,bns1) =3 4 432 2
( n2 n,bn) sinon.

3. Version imagée : si on range une infinité de chaussettes dans un nombre fini de tiroirs, un des
tiroirs contient une infinité de chaussettes.
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Prouvons que f(an)f(by) < 0 pour tout n. C’est vrai si n = 0 par hypotheése.
Soit n un entier, on suppose que f(ay)f(b,) <0. Notons ¢, = (ay, + by,)/2, alors :

f(an)f(bn) <0 si f(an)f(cn)<0;

Fleny by = TET) ) 10,) <0 i f(an) f(en) >0
f(an)?

De plus, les suites (ay,) et (by,) sont adjacentes. En effet, on a par construction :
ap, € Aps1 < bpp1 < by et by—ay, = (b—a)/2™. Elles ont donc une limite commune c¢. Par
continuité de f, I'inégalité f(ay)f(b,) <0 vraie pour tout n entraine que f(c)? <0,
c’est-a~dire f(c) = 0.

flans1) f(bns1) =

Exercice 18 (Bornes d’une fonction continue))
On dit qu'un segment [, 8] c [a,b] est dominant|*pour f si

Vaela,b], 3yela,fl, [f(y)> f(2).

1. Montrer que si [a, ] est dominant pour f et si v € [«, ], alors [«,7] ou
[v, 8] est dominant.

2. Construire par dichotomie deux suites adjacentes (ay) et (by) telles que
[@n,by] est dominant pour f.

3. Démontrer qu'une fonction continue sur un segment est bornée et atteint son
maximum.

Remarque. Cet exercice est tiré d’un |[document de Daniel Perrin.

Soluce
1. En effet, si [a,y] est dominant, c’est gagné. Sinon, cela signifie que

Jzg € [a’b]’ Vy € [Ot,’)/], f(y) < f(xo)

Mais [«, 8] est dominant donc il existe yg € [«, 8] tel que f(yo) > f(z0). Par
construction de zg, on a : yg € [3,7].

Ceci entraine que [3,7] est dominant. En effet, soit = dans [a,b]. Il existe y
dans [a, 8] tel que f(y) > f(x). Si y € [v,0], rien & ajouter. Sinon, on a :
f(o) 2 f(wo) > f(y) > f().

2. L’intervalle [a,b] est dominant. On définit deux suites adjacentes (a,) et (by,).
On pose (ag,bp) = (a,b). Pour n entier, supposons avoir défini a, et b, de
sorte que [ay, by ] soit dominant. Posons ¢, = (ay, + by,) /2. On choisit (ay,b,) =
(an,cn) si [an,cn] est dominant et (an,by) = (¢n,by) sinon. Alors [an+1,bni1]
est dominant.

3. On vérifie que la limite commune ¢ de ces deux suites est un maximum de f.
En effet, soit = € [a,b]. Pour tout n, il existe y, € [an, by, ] tel que f(yn) > f(x).
Mais la suite (y,) converge vers ¢ et f est continue donc f(c) > f(x).

4. Voici une métaphore de Daniel Perrin : « Quoi que propose la concurrence, nous pouvons faire
mieux! »


https://www.math.u-psud.fr/~perrin/CAPES/analyse/fonctions/Dichotomies.pdf
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Les deux exercices suivants, qui utilisent les mémes notations, sont tirés de la
premiére composition du CAPES externe 1998.

Cadre

Soit I un intervalle de R, soit f : I — I une fonction de classe €2 qui admet un point
fixe r dans I, c’est-a-dire que f(r) = r. Soit 2 € I et soit (2, )ney la suite définie par
la relation 41 = f(x,) pour tout n € N. On suppose que la suite (2, )ney converge
vers r et qu’elle n’est pas stationnaire.

Exercice 19 (Vitesse de convergence vers un point fixe attractif)
On suppose que |f'(r)]| < 1.

1. Montrer qu’il existe un réel k < 1 et un entier N tels que
Ve N, |z, -7 <E" Ny - 7.
2. On suppose que |f'(r)] 0.
(a) Montrer qu'’il existe une suite (R;) ey telle que
VieN, zjq-r= f'(r)(a:j -r)(1+R;) et R;= O(kj).
(b) Montrer qu’il existe une constante non nulle A(xg) telle que
(0 =) ~ Awo) - (f'())".
3. On suppose que f'(r) =0 et que f"(r) #0.
(a) Montrer qu'’il existe une suite (S;);en telle que

f(
2

VieN, xj1-7= T)(a:j—r)2(1+Sj) et lim S;=0.
J—>+oo

(b) En déduire que pour tout n > 2, on a :

2 (o
S T(5)

2'(L
n—2 el
(xo—7) [T +S;* ) (1+Sn_1).
j=0

(c) En déduire qu’il existe une constante u(zg) € ]0, 1[ telle que

on

2
(Tn—1)~ f,,—(r)(u(l’o))

Soluce
1. Soit k un réel strictement compris entre |f'(r)| et 1. Par continuité de f’, il
existe un voisinage V de r tel que |f'(x)| < k pour tout z de V. L’hypothese
de convergence entraine l’existence d’un entier N tel que pour tout n > N,
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I’élément x,, appartient & V. Mais pour un tel n, on a par le théoréme des
accroissements finis : 2,11 -7 = f'(¢)(x, —r) pour ¢ convenable compris entre r
et x,, donc élément de V. D’ou : |zp41 — 7| < K|z, — 7| dés que n > N. Une
récurrence immédiate donne : |z, — r| < k" N|zy - r| pour tout n > N.

(a)

. Cas |f'(r)] 0.

Fixons un entier j. Par le théoréme de Taylor-Lagrange, il existe un réel c¢;
compris entre r et x; tel que

Fla) - ) = £y =)+ LD
=f'(r)(z;-r)(1+R;) ou R;= J;f,((ci; (zj-1).

Comme f est de classe €2, il existe M tel que |f”(:c)‘ < M pour z ¢
In[r-1,7+1]. Pour j 2N, on a:
R Mlan -7|
T2l (r)[RN

Autrement dit, avec la suite (R;) définie ci-dessus, on a bien : R; = O(k"™).

Une récurrence immeédiate donne :
n n-1
V1, x,-1=(f(r)) (zo-r) [T(1+Ry).
3=0

Or on a: 1+R; # 0 pour tout j — sinon, on aurait xj,; = 7 et la suite
stationnerait en r. Par conséquent, la suite (In |1 +Rj|)jeN est bien définie.
Comme R; = O(k?), elle converge vers 0 ; mieux, la série de terme général
In|1 + R;| converge. De plus, on a : 1 +R; > 0 pour j assez grand. Par

composition par 'exponentielle, la suite ( o1+ Rj)) N converge vers
me

une limite non nulle. On a donc :

(zp, — 1) ~ AMx0) - (f’(r))n, o M(zg) = (xg—1) ﬁ;(l +R;) #0.

3. Casou f/'(r)=0et f"(r)£0.

(a) Soit j un entier. On a vu qu’il existe ¢; entre z; et r tel que

[ (i)
2

(2 - 1)

fQag) = f(r) = f'(r) (@i -r)+

_ ;T)(xj-r)z(usj),
ot )
Si= i L

Puisque c¢; est compris entre r et x; et que (x]) converge vers r, la
suite (c¢;) converge vers r. Par continuité de f” en r, la suite (S;) converge
vers 0.
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Exprimons les premiéres différences x,, — 1 :

f ( ) )2(1+SO)’

I1—
o —T= (f”(

T3 -1 = (—f';(”) (zo-7)%(1+S0)*(1+S1)*(1 +S2),

—— (20
r)

) (zo - )41 +S0)%(1+8S,),

et ainsi de suite : & chaque étape, 'exposant de (z¢ —r) double; celui de
f"(r)/2 est doublé puis augmente de 1; un facteur (1 + S,_1) apparait
dont ’exposant double & chaque étape suivante. Une récurrence immeédiate
donne avec un tout petit peu de flair, pour tout n > 1 :

" 2m-1 n-1 -
a:n—rz(—f 2(T)) (a:o—r)zn H(1+Sj)2nﬂ7 .
=0

Pour tout j, on a : 1+8S; # 0, sans quoi la suite (z,) serait stationnaire.
Pour j <n -1, 'exposant de (1+S;) est pair donc on peut remplacer ce
facteur par |1 +S;|. Cela permet de récrire I'expression sous la forme :

2TL
) f”(’l”) n-2 g-j-1
Ty —T = (o—-7) | [[1+S)] (1+Sn-1).

n f”(T‘) ( 2 JI}O J n
Comme (S;) tend vers 0, on a : In|1 + Sj|2_j_1 ~ 279718, Comme la suite
(S;) est bornée et que la série ¥, 277! converge, la série Y In(1 + Sj)Tr1
converge absolument. D’oil 'existence de

f”(?“) ) m—1 9-i-1

(:z:o—r)mlir}rl H (1+5S))

p(zo) =

Posons (l'existence de la limite vient d’étre justifiée), pour n > 2 :

m T 1 ;P
Wn—mlr}_looj:I;[J + |

Alors, par continuité du logarithme :

+00

2" Inm, =2" Z —_

j=n-1

La suite (S;) tend vers 0, il en est de méme de (In(1+S;)). Soit & > 0.

Pour tout j supérieur a un rang N convenable, on a : ‘ln |1+ SjH <eg, d’ou,
sin>N:

+00 1 L
2" Inm,|<2" > j+16—2">< 2 c€=2¢
jen1 2 —32

Ceci montre que (2" In ﬂ'n)nEN converge vers 0. De plus, on a :

2 (M(fﬁo)

() o (@) xe M (148,0),

Tp—T =

n
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2 n
ce qui donne I’équivalent cherché : (z, —r) ~ f”—()( u(mo))Q :
r
On remarque enfin que p(xg) € ]0,1[ puisque l'on sait que (x,) converge

vers r.

Exercice 20 (Vitesse de convergence vers un point fixe non attractif)
On suppose que |f'(r)] = 1 et que f est de classe €™ pour un entier p et que

() == f@@F)=0et FPD(G) 0.
1. On suppose que f'(r) = 1.
(a) Discuter, selon la parité de p+1 et le signe de f®+1)(0), I'existence d’une
suite récurrente non stationnaire qui converge vers 7.

(b) Montrer qu’a ’aide d’un changement de variable, on peut se ramener au
cas ol les hypothéses de la question suivante sont satisfaites.

On pourra envisager de sauter cette question.
2. On suppose que f'(r) = 1, que r = 0, que fP*D(0) < 0, qu'il existe un réel
g0 > 0 tel que f soit croissante sur ]0,g¢[ et que z¢ appartient a ]0,e].
(a) Soient a >0 et a > 0. Montrer que la suite définie par y, = (an + o)~ /P
pour tout n est une suite récurrente associée a une fonction continue g, :
R** - R & préciser.
(b) Montrer que si a et b sont deux réels strictement positifs tels que

_ _ b ) -b
a< (p+1)!f (0) < -b,

il existe € € ]0,g9] tel que gq(x) < f(2) < gp(x) pour tout z € ]0,¢[. En
déduire que pour tout entier k,

(ak + 2 F) VP < anip < (DK + 2 ?) P

(c) En déduire un équivalent simple de (z,,).
(d) Application numérique : f(x) =sinz pour z € ]0,1[.
3. Que se peut-on dire de simple si f'(r) =-17

Remarque. La recherche d’un équivalent d’une suite définie par xg € ]0,1] et zp41 =
sinz, en commencant par chercher un réel A tel que (xz - a;f‘l) admet une limite

non nulle est bien connue. Voici une nouvelle méthode.

Soluce
1. (a) Une premiére approche graphique ne saurait nuire.
Comme [’ est continue et f'(r) =1, il existe un voisinage de r sur lequel f’
est strictement positive, c’est-a-dire que f est strictement croissante. Par
ailleurs, on a au voisinage de 7 :

F7(0)

f@)=a-B@-r)P"+o((z-r)P*") onp= TR
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div

r
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cv cv 1 div cvV 1 Cv div »r

div

p+1 pair, >0 p+1 pair, <0 p+ 1 impair, >0 p+1 impair, 8<0

FIGURE 5.1 — Point fixe ni attractif, ni répulsif

Sur un voisinage convenable de 7, le signe de f(x)—x est également celui
de —B(x — r)P*L. L’intersection de ces voisinages contient un intervalle
|7 — €0, 7 + o[ ot les conditions sur les variations de f et le signe de f(x)-x
sont remplies.

Si une suite converge vers 7, ses termes appartiennent a cet intervalle &
partir d’un certain rang. Quitte a oublier les premiers termes, on peut
donc supposer qu'elle est & valeurs dans ]r —eg, 7 + gg[.

— Premier cas : p+ 1 pair.
— Premier sous-cas : 8> 0. Si zg € |r,r + o[, alors r < 2,41 < x,, pour
tout n > 0 donc la suite (z,,) décroit vers r.
Si un terme z, appartient a |r—eg,r[, alors x4 < x, < 7. 1l
n’existe donc pas de suite a valeurs dans |r—eg,r[ qui converge
vers r — sinon on aurait x,41 < xg < r pour tout m, ce qui est
absurde.
— Deuxiéme sous-cas : 3 < 0. Si xg € |r — &g, [, alors (x,) croit vers r
et il n’existe pas de suite a valeurs dans |r,r +eg[ qui converge
vers r.
— Deuxiéme cas : p+ 1 impair.
— Premier sous-cas : 3> 0. Si xg € |r — g, [, la suite (x,) croit vers r
et si xg € |r,r + e[, la suite (x,) décroit vers r.
— Deuxiéme sous-cas : 5 < 0. Il n’existe pas de suite non stationnaire
qui converge vers r.

Soit (zy) une suite non stationnaire qui converge vers r & valeurs dans
|r —eg,7 +eo[. Quitte a remplacer (z,) par (u,) = (x, —r) et f par
g:ur~ f(u+r)—r, on peut supposer que r =0 (en effet, w41 = Ty —7 =
f(xn)—7=f(up+1r)—7r=g(u,) pour tout n et lim, . u, = 0). Quitte
a remplacer (z,) par (v,) = (-z,) et f par h : v » —f(-v), on peut
supposer que xg > 0 (en effet, vy = —2p1 = —f(xn) = —f(-vn) = h(vy)
pour tout n et vg = —xp). On vient de voir qu’alors, on a nécessairement

5 <0.
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2. (a)

D’abord, la suite (y,,) converge vers 0. On a pour tout n :
Yns1 = (a(n+1) + a)_l/p =(an+a+a) /P
- -1/p
= (((an + a)_l/p) Py a)

(yi? +0) """ = ga(ym)

o, pour tout x > 0,
ga(z) = (=P + a)_l/p =z (l+ axp)_l/p.

Remarquons que la fonction g, est du type « voulu » car au voisinage de 0,

on a : .
ga(x) = — — 2P 4 o(aP™).
p

a b
L’hypothése s’écrit : —— < =8 < ——. Pour z € ]0,&¢[, on a :
p p

f(x)-gq(z) = :C—Bxp+1+o(:zp+1)—(1: - %x’”l + 0(3:p+1)) = (—B + % + 0(1)) ZPrL

quantité strictement positive pour 2 dans un intervalle de la forme ]0,&'[.
On montrerait de méme que f(z) - gp(z) < 0 pour = dans un intervalle
10,&”[ convenable. En prenant ¢ = min(e’,¢”), on obtient la double inéga-
lité voulue sur ]0,¢[.

Comme (z,,) converge vers 0, il existe N tel que pour tout n > N, le
terme z,, appartient a ]0,e[. Vérifions par récurrence sur k que

0< (ak + :cif’)fl/p < ek < (bh+ x&p)fl/p <e.

Il n’y a rien & démontrer pour k = 0. Soit k un entier pour lequel I'in-
égalité est satisfaite. Comme xn, € ]0, €[, on a U'encadrement g,(xn4x) <
flenik) € gp(@Nik) € TNk, e qui permet de conclure puisque

(alks1)+ay?) 7 = ga((aksa?) 7Y et (b(R+1)+ai?) M = o (bhear?) ).

Rappelons que N est fixé. Factoriser ce qui est grand, an, donne ’équi-
valent :

_ —aN -p\~1/p
(a(n-N)+z) r (na)~/P (1 LT IN ) ~ (na)~P.
an
Dot :

-p -1/p -p -1/p
SUp (1 . M) <ol <plip (1 N M) _
an bn

Jusque 13, a et b étaient arbitraires. On va les choisir proches de —pf®*1(0) [(p+
1)!, de sorte que a 1P et b=1/P sont proches de :

P -1/p
+1 -1/p
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Soit 1 > 0. Par continuité de u — u i , on peut choisir a et b tels que
(-n<a P <p P cpiy,
Ce choix détermine € et N comme ci-dessus. Pour n > N, on a donc :

—aN + 2.2

-1/p
(6—77)(1+—N) Snl/pxn<(€+n)(1+ 7
n

-p\~1/p
—bN + )
Les suites entre parenthéses tendent vers 1 donc il existe N’ > N tel que
pour n > N’, on ait :
0—2n<ntPr, <0+ 2m.

Autrement dit, n'/Pz,, converge vers £. Ainsi, si f(x) = z—BaP* ' +o(aP*1),

T~ (_Lf(ml)(o))_l/p ~ (npB) 1P
" (p+ 1) P '

3
1
(d) Avec f(x)=sinz=x- % +o(z?),onap=2ect 3= 1 d’ou

n\"1/2 3
T~ = ~ =,
(3) n

3. Lorsque f’(0) = -1, la discussion est plus difficile a structurer, il y a trop de

cas possibles. La premiére remarque, c’est que les sous-suites (x2,) et (Z2n+1)
sont des suites récurrentes pour la fonction g = fo f, qu’elles convergent néces-
sairement vers r et que ¢'(r) = f’(r)f’(f(r)) =1.
Supposons que f(z) = —z-BzP* +o(xP*), alors g(x) = z+(1-(-1)P*)BaP ! +
o(zP*1). Si p+1 est impair, alors g(x) = x+282P" +o(xP™!), ce qui donne lieu &
des suites convergentes si et seulement si 5 < 0. Mais si p+1 est pair, tout peut
arriver selon les termes suivants du développement limité (s’ils existent). Par
exemple, si f(z) = —z—pBz?—vyz3+o(x?), on trouve g(x) = z-2(B%—7)2*+o(z3)
et Iexistence de suites convergentes non stationnaires dépend du signe de 52—+,
voire des termes suivants si 32 — v = 0.

5.2 Suites complexes

Exercice 21 (Suites homographiques dans C)
Soit A = (‘Z g) une matrice complexe telle que (¢,d) # (0,0). Pour z complexe tel

que cz+d # 0, on pose :

A‘zzaz+b

cz+d

Soit (uy )ns0 la suite définie par un complexe ug et la relation : Vn e N, u,1 = A-
uy, (quand cela est possible). On cherche des conditions d’existence, une expression
plus ou moins explicite de u,, en fonction de n, et la limite éventuelle de la suite.

1. On suppose que la suite est définie jusqu’au rang n. Montrer que u, = A" -ug.
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2. On suppose la suite définie jusqu’au rang n — 1. Montrer que u,, est définie si
et seulement si

An(u(), 1) ¢ Cel,
oil on note (e1,es) la base canonique de C?.

3. On suppose ici ad —be = 0. Que peut-on dire de la suite (u,)? On distinguera
le cas nilpotent et le cas non nilpotent.

4. On supposera dorénavant que ad — bc # 0, c’est-a-dire que A est inversible.
Montrer que la suite est bien définie, sauf pour un nombre au plus dénom-
brableEIde valeurs de ug.

5. Traiter le cas ou A est diagonale : b=c=0.
6. Traiter le cas ou A est triangulaire mais non diagonale : a =d, c=0, b £ 0.

7. Soit P une matrice complexe inversible et soit, pour n entier naturel, v, =
P - uy, (cette suite est bien définie « en général »). Montrer que (v, )ney est la
suite homographique définie par vg et la relation : Vn e N, v, = A’ -v, ou
A’ =PAP™!.

8. En déduire, selon que A est diagonalisable ou non, une expression de wu,, faisant
intervenir les valeurs propres de A et 'existence éventuelle d’une limite.

Soluce
1. La question se rameéne & montrer que si A’ = (‘C’f g',), A" (A-z2) = (A'A) - 2,
lorsque la formule a un sens. Méme si ce n’est pas trés éclairantﬁ], nous allons
appliquer la méthode brutale :

az+b
A/‘(A‘Z):a,cz:d-i_b,

saz+b /
€ ord +d

_(da+Vc)z+ (a'b+0'd)
S (da+d'c)z+ (c'b+d'd)
=(A'A) -z

2. Onnote A" := (i: Z’; ) D’apres la question qui précéde, u, existe si et seulement
si A" - ug existe, et donc si et seulement si cyug + d,, £ 0. Ceci revient a dire
An(UO, 1) ¢ (Cel.

3. Comme A est non inversible mais non nulle, son rang est 1, et donc, les vecteurs
(a,b) et (¢,d) sont proportionnels. Puisque (¢,d) # (0,0), il existe un réel X tel
que (a,b) = (¢,d). Il en résulte deux cas :

Premier cas
Si ug est racine de ’équation cz + d = 0, alors la suite s’arréte & ug. Une bréve
histoire.

Deuxiéme cas

5. Il y a deux définitions de dénombrable en vigueur en mathématiques. L’une dit qu’il s’agit
d’ensembles en bijection avec N, 'autre dit que ce sont des ensembles qui peuvent s’injecter dans N,
ce qui inclut les ensembles finis. Dire « au plus dénombrable » permet d’évaporer ’ambiguité.

6. Se rapporter a la notion d’action par homographie sur la droite projective permet d’enluminer
un peu ce gros calcul.
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Si ug n’est pas racine de ’équation cz + d = 0, alors u; = A. Donc, soit A est
racine de cz + d = 0, dans ce cas, la suite a’arréte a wuq, soit A n’est pas racine
de cz+d =0, et dans ce cas, la suite (uy)nen+ €st constante et égale a \.
Notons, pour la gloire, que ces deux sous-cas correspondent aux cas ot A mil-
potente, ou A non nilpotente. Effectivement, on a par hypothése, a = cA. Une
valeur propre de A est donc 0 (puisque A est non inversible), 'autre étant
tr(A) = a+d =c\+d. Le sous-cas ot \ est racine de cz +d correspond donc
au cas ot O est valeur propre double de A, et donc, A nilpotente, par Cayley-
Hamilton.

. D’apreés la question 2), la suite est bien définie, sauf si ug appartient a ’ensemble

S:= {—%, avec n tel que ¢, # O}.
Cn
On utilise au passage le fait que si ¢, est nul, alors d,, ne 'est pas, puisque A"
est inversible. On a donc bien que I'équation ¢,z + d,, = 0 posséde forcément
au plus une solution. Donc, 'ensemble S est au plus dénombrable, puisqu’il
s’injecte dans N.

. On a donc, par hypothéses, a et d non nuls, et u, = u,-1; une suite géomé-

trique qui ne sera un secret pour personne.

. On a donc, encore par hypothéses, a = d non nul, et u, = up_1 + & ; une suite

d’
arithmétique, dont il serait méchant de se moquer.

. On a vu dans la question 1) l’égalitéﬂ A" (A-z)=(A'A) 2, et donc

Un+1 =P'un+1 =P(Aun)=(PA)Un
=(AP)-up=A"-(P-u,)=A"v,.

. On distingue deux cas :

Premier cas. Si A est diagonalisable, avec P tel que

A:P‘l(/\ O)P
0 w

n
Dans ce cas, vy, = f\FUo, et donc

A"
Up = P_l . (EP . UO)

On ne détaillera pas plus ce calcul.

Si A = pu, alors la suite est constante. Si |A| = |ul, avec \ # u, alors, la suite (vy,)
est une suite géométrique non constante de raison €, donc, on voit facile-
ment par 'absurde que la suite (u,) ne converge pas non plus. Sinon, on peut
supposer sans perte de généralité que |A| < |u|. La limite est donc égale a

lim wu,=P7'1.0,

n—>+00

7. Finalement, cette égalité est celle qui définit la notion d’action de groupe. Mais ici, GL,,(C)

n’agit pas vraiment sur C, puisque ’action n’est pas toujours définie.
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lorsque ce complexe est défini (le module de u,, tend vers l'infini sinon). On
peut voir (avec un peu de travail) que le cas ou la limite est infinie correspond
au cas oll eg est vecteur propre de A pour la valeur propre A.

Deuzieme cas. Si A n’est pas diagonalisable, avec P tel que

-1 A a
() 2)e

Dans ce cas, a et A sont non nuls car A est non diagonalisable et inversible. On
a v, =vp + %, par la question 6), et donc

un:P_l'(P'u0+n%)

Ce calcul peut étre détaillé a I’envi par le lecteur.
La limite de (vy,) est infinie, et la limite de (uy) est donnée par
lim u, = lim pl.z
n—>+00 |z]—>+00

On peut voir (avec un peu de travail) que la limite de w,, est finie sauf dans le
cas ol A est triangulaire (non diagonale).

5.3 Suites et arithmétique

On note (F,), la suite de Fibonacci donnée par Fo =0, F1 =1, et Fpy0 =Fpi1 +
F,, ; il s’agit d’une suite linéaire dont I’équation caractéristique est P := X2 - X - 1.

Exercice 22 (Les trois filles du Docteur Fibonacci)
Nous allons exhiber trois méthodes permettant de calculer I'expression de F,, en
fonction de n selon si 'on travailleE sur K=R ou sur K = Fs.

On veut montrer que F,, = %, siK=R, et F,, =n3" !, si K=TFs.
1. Montrer que P posséde deux racines distinctes ¢ (la racine positive) et ¢’ sur
R et une seule racine, nommément, 3, sur Fs.

2. Méthode par ’espace des suites. Soit Up l'espace vectoriel des suites
récurrentes linéaires d’équation caractéristique P.

(a) Cas K = R. Montrer que les deux suites géométriques (¢™) et (¢')
forment une base de Up. En déduire la formule annoncée pour F,,.

(b) Cas K = F5. Montrer que les deux suites géométriques (3") et (n3" 1)
forment une base de Up. En déduire la formule annoncée pour F,,.

3. Méthode par les séries génératrices. Soit R := Y, F, X" € K[[X]] la
série génératrice de (F),), dans ’anneau des séries formelles K[[X]]. Montrer
que R est la fraction rationnelle R = En déduire les formules annoncées

_ X
-X-XZ*
pour F,, dans les deux casﬂ

4. Méthode par les matrices compagnon. On note A := (1) la matrice
compagnon (transposée) du polynéme P, de sorte que A( FF” ) = (F"“ )

n+1l Fn+2
Fn—l Fn )

Montrer par récurrence que A" =
Fn Fn+1
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(a) Cas K = R. Calculer les projecteurs spectraux de A et en déduire la

formule annoncée pour F,,.

(b) Cas K = F5. Montrer que A = 31 + (A - 3Iy) est la décomposition de

Soluce

Dunford de A. En déduire la formule annoncée pour F,,. Quelle est la
période de F,, modulo 57 Quelle est la période des unités de la suite de
Fibonaccci dans leur écriture décimale ?

1. Le discriminant de P vaut A =1+4 =5. Comme A > 0, c’est un carré sur R,
mais A = 0 sur F5. Il posséde donc deux racines distinctes sur R et une seule
racine sur Fy5. On vérifie facilement que P(3) =5 =0 sur Fs.

2. Méthode par 1’espace des suites. On vérifie en effet que ’ensemble .# des
suites (u,) qui vérifient w49 = Upe1 + uy forme un sous-espace vectoriel sur K
de ’espace des suites a valeurs dans K. De plus, il est clair que, vu qu’une suite
(un) de Up est entiérement déterminée par la donnée arbitraire de ses deux
premiers termes, on a un isomorphisme entre les espaces Up et K? qui envoie
la suite (u,) de Up sur le couple (ug,u;) de K2. Conclusion dim Up = 2.

(a)

Cas K = R. Si X est une racine de P, alors A\?> = A+1 et donc A"*2 = A" 4+
A", ce qui prouve que la suite (A") est bien une suite .#. Pour montrer
que (¢™) et (¢™) forme une base, il suffit de montrer que son image par
I'isomorphisme ci-dessus est une base. On calcule donc le déterminant

=¢'—¢p=—-/5%0, ce qui assure Passertion.

‘1 1
¢ ¢
I1 en résulte que l'on peut décomposer la suite (F, ) dans cette base; il
existe deux scalaires a et b tels que F,, = a¢™ + b¢'™. En posant n = 0, il
vient a+b =0, et n = 1 nous donne agp+bgp’ = 1. On trouve bien F,, = ¢;:g:n
pour tout n.

Cas K = F5. Comme P(3) = 0, (3") est bien une suite de .#. On doit
montrer que (n3"!) en est une également. Comme 3 est racine double,
on a P’(3) =0, et donc, a 'aide d’'un développé-regroupé :

(n+2)3""2 — (n+1)3"" —n3™ = n3"P(3) + 3""'P'(3) = 0.
Comme précédemment, on montre que les deux suites (3") et (n3™)

. 10
forment une base en calculant le déterminant 3 3| = 3 # 0. Encore
une fois, on a prouvé 'existence de deux scalaires a et b tels que F,, =
a3™ + bn3"! pour tout n. En posant n =0 et n = 1, on trouve respective-

ment a =0 et b=1, et donc F,, = n3"! pour tout n.

3. On remarque que

(1-X-X*)R= Y F,X"- Y F, X" - Y F, X"
n20 n>0 n>0
— X + Z Fn+2xn+2 _ Z Fn+1Xn+2 _ Z ann+2
n>0 n>0 n>0

=X+ > (Fnyo - Fpp1 —Fp)X"? = X.

n20
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D’oit le premier résultat annoncé. Notons que 1 - X — X2 est le polynome ré-
cz’pmquem de P et, a ce titre, ses racines sont les racines inverses de celles de
P.

Si K =R, la fraction rationnelle ﬁ posséde deux poles simples 1/¢ et 1/,
et donc, vu que ¢¢’ = -1 (relation coefficients-racines), on a

X _ X __a a’
1-X-X2 (¢X-1)(¢/X-1) ¢X-1 ¢'X-1’
oll a est (1¢_>§(__1))(§ évalué en 1/¢, c’est-a-dire a = d>’+’ et de méme, a’ = ﬁ Il
vient donc

R - 1 ( 1 1 )
T \1-¢X  1-¢/X)
En décomposant en série géométriquelﬂ, il vient

1
(¢" —¢™)X"
¢-¢ %%) ’
et donc, F,, = % pour tout n.
Si K = F5, alors, en dérivant la formule de la série géométrique ﬁ =Y a0 Y"
gar rapport & Y, puis en posant Y = 3X, il vient m = Yoo n(3X)"1, et
onc

R =

X X . .
= =X 3X)" = 3nTEX™,
1-X-X2  (1-3X)2 (Zo”( ) ) 2"

On retrouve donc dans ce cas F,, = n3"~! pour tout n.
4. Méthode par les matrices compagnon. La récurrence demandée est im-
médiate en utilisant F,,.9 = F,,41 + Fu.
(a) Cas K =R. Le polynéme caractéristique de la matrice compagnon A est
P=X2-X-1=(X-¢)(X~-¢'), et comme les racines de P sont distinctes,
(X =¢) et (X—¢') sont premiers entre eux avec la relation de Bezout :

1 1
(X-¢') - (X-9¢)=1

¢-¢ ¢-¢
Le projecteur spectral I1y, resp. Iy, sur le sous-espace propre Eg, resp.
Ey, associé a la valeur propre ¢, resp. ¢', et parallélement au sous-espace

propre Ey/, resp. Eg, est donné par

1 1
= A-9¢'D), Iy = ———(A - ¢l).
¢_¢,( ¢'lz), Iy qb’—qS( ¢l2)

g

Donc,
An = AnIQ = An (H¢ + H‘b,)
1

= "y + ¢y = p— ((¢" = ¢™A = ("¢ - " P)]2)
1

— ¢_¢, ((¢n _¢In)A+ (¢n—1 _¢m—1)12) )

10. C’est aussi le polynéme P(-X), mais on préfére partir sur le polynéme réciproque pour com-
prendre le phénoméne dans sa généralité, c’est-a-dire pour une suite linéaire récurrente quelconque.

11. Quitte & se répéter, ceux qui ne sont pas & l'aise avec les séries formelles peuvent travailler
sur des séries entiéres en remplagant I'indéterminée X par le nombre complexe z , en vérifiant que
le rayon de convergence R > 0. En revanche, sur Fs, on n’a pas le choix!
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On trouve une fois de plus F, = d’;:g:n.
Cas K = F5. Dans ce cas, 3 est valeur propre double de A et donc N =

A -3, = (‘13

signifie, par Cayley-Hamilton, que N2 = 0. Donc, par le binéme de Newton,
que l'on peut appliquer car 3ls et N commutent :

a n3" 1
n3n—1 b )

_12) est nilpotente (non nulle!). En dimension 2, cela

A" = (312 + N)n = 3”12 + ’I’L3n_1N = (

ol a et b n’ont pas besoin d’étre calculéslﬂ Il vient F,, = n3"° !,

Comme Iy et N forment une partie libre, la période d’une suite de la forme
aply + b, N, pour deux suites périodiques (ay,) et (by,) est la méme que la
période de la suite (an,by), c’est-a-dire le ppcm des périodes des deux
suites. Or, 'expression de A™ prouve que la période de F,, est exactement
celle de A™. On va montrer que, modulo 5, 3" est de période 4 et n3" !
de période 20, ce qui va prouver que F,, est de période 20 modulo 5.
Comme 3 est dans le groupe multiplicatif Fz, son ordre divise 4 par La-
grangeEL et on vérifie que c’est exactement 4, vu que 32 = —1 modulo 5.
Soit k € Z une période de la suite de F5 (n3""!). On a donc pour tout en-

tier n, (n + k)3"*k=1 = n37~1 modulo 5, pour tout n. En posant n = 0 dans
I’égalité, et en notant que 3 est inversible modulo 5, on trouve k = 0 modulo
5. Donc k = 5k’ pour un entier k’. 11 vient donc (n + 5k’)3n+5k -1 = p3n-1
modulo 5, et donc n37*5k'-1 = n3n-1 Comme 3 est inversible modulo 5,
ceci donne n3%" = 7. En choisissant n = 1, et en remarquant que 3° = 3
modulo 5, on trouve 3% =1 modulo 5 et donc, &’ est multiple de 4. Ainsi,
la période de la suite de F5 (n3"7!) est 20.

La derniére question revient a chercher la périodicité de F,, modulo 10. Par
le lemme chinois, on a 'isomorphisme d’anneaux Z/10Z ~ Z[2Z x Z[5Z.
Or, la suite de Fibonacci modulo 2 a pour premiers termes 0, 1, 1, 0, 1,---.
On voit qu’elle est de période 3. On est ramené & comprendre la période
d’une suite (an,by), sachant que a,, est de période 3 et b, de période 20.
La période cherchée modulo 10 est donc le ppcm de 3 et 20, c’est-a-dire

60.

12. Pour le fun, a = 3" - n3" =3""2(9-9n) = 3" ?(n-1), et b= (n +1)3", comme on pouvait s’y
attendre.
13. On est toujours en Analystan 1a, y a pas un probléme avec le GPS?



Chapitre 6

Séries numeériques

6.1 Formule d’Abel

Exercice 23 (Formule sommatoire d’Abel & applications)
Soit (an)nen+ une suite de réels, et soit z > 1. On note A(z) la somme des termes
d’indice inférieur ou égal a x, c’est-a-dire :

|z]
A(z)= Y, an=, an,
n=1

1<n<x

ou | x| désigne la partie entiére de z.
On considére f, une fonction de classe €, réelle ou complexe, sur [1, +oo[.
Le but de cet exercice est de démontrer la formule sommatoire d’Abel :

Vae[l,+o0[, Z anf(n) = ( Z an) f(z) - flx (1<Z<ta”) f(t)dt.

1<n<zx 1<n<x

1. En découpant I'intégrale en somme d’intégrales sur [1,2],...,[|z] - 1,|z]],
[[xJ, x], démontrer que l'on a

z]-1

x |
f1 A Wdt= 3 Am)(f(m+1) - f(m)) + A(lz]) (f(=) - f(=]))-

m=1
2. En déduire la formule sommatoire d’Abel sous la forme :

[ A®F®dt== ¥ anf(m)+A@) ()

m=1

Soluce
1. On écrit, malgré nos réticences naturelles & suivre l'indication donnée par
I’énoncé :

T [z]-1 m+1 T
f1 A f (t)dt:mZ::l fm A@) f'(H)dt + fmA(t)f £)dt.

49
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Or, dans la premiére intégrale, ¢ varie entre deux entiers consécutifs, donc,
A(t) est constant et vaut A(m). De méme, dans la seconde intégrale, on a
A(t) = A(|z]). On obtient

ﬁAmmw—zf nwmmﬁﬁwwwu

z A(m)f (H)dt + Al )f F(t)dt

J
= ), Am)(f(m+1) = f(m)) + A(lz])(f(x) - f(|z]))

m=1

,_

On tombe sur la formule souhaitée.
2. En remarquant que A(z) = A(|z]), la formule d’Abel se déduit de la question

précédente :

lz]|-1 lz]|-1

[%mmw=zmmmﬂ%szmomwMWﬂmM)

]
=2, Alm-1)f(m) - Z A(m) f(m) + A(z) f(x)

m=2
lz]
2;2(A(m) A(m=1))f(m) - A1) f(1) + A(z) f(2)
l=]

= - =1an»Lf(W)+A(-%')f(iv)

Et la formule sommatoire d’Abel est démontrée.

Exercice 24 (Formule d’Abel et constante d’Euler)
1. Ecrire la formule obtenue précédemment, avec a, = 1, pour tout n € N, et
f(x)= %, pour x € [1,+oo][.

2. Démontrer, pour tout n € N*, la formule :

Z——lnn—
k=1

3. En déduire 'existence de lim (Zzzl % —1In n), et en donner une expression
n—+00

intégrale.
Cette limite n’est autre que la constante d’Euler.

Soluce
1. Si l'on prend a, =1 pour tout n, on obtient, pour x € [1,+oo],

A(z)= ), 1:m1:

1<ngz n=1
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De plus, pour f(x) = w, pour tout z > 1, on a :
1
fl(z)=-—.
x

La formule d’Abel donne alors

> %:m+flxtf—;dt.

1<k<z x

2. En écrivant Inn = fl et en appliquant la formule établie ci-dessus avec

r =n, il vient :

é%—lnn:%Jrflngdt—f Ladt-

3. On veut montrer que 1im (ZZ=1 % —In n) admet une limite en l'infini ; d’aprés
n—

t Y

nt-

ce qui précéde, il s’agit d étudier la convergence de l'intégrale 1+°° = L Lqt.

L’inégalité

valable pour tout ¢ > 1, montre que l'intégrale est convergente par comparaison
a l'exemple de Riemann.

On en déduit I'existence de la limite souhaitée, v, qui en passant, est comprise
entre 0 et 1.

Exercice 25 (Formule d’Abel et équivalence d’une série)

On étudie ici une autre application de la formule sommatoire d’Abel.
N
On souhaite donner un équivalent, pour N entier qui tend vers l'infini, de Z Inn.
n=1

1. Reprendre la formule sommatoire d’Abel avec a, = 1, et pour f, la fonction

logarithme.
N
2. En déduire un équivalent pour Z Inn.
n=1
Soluce

1. On prend, comme indiqué, a, = 1, pour tout n, de sorte & avoir, de méme que
dans l'exercice 24| précédent, A(x) = |z |, pour tout = > 1, et f(z) = Inz, pour
z 21

La formule d’Abel s’écrit alors, pour N € N* :

N N
> n=NmN- [
n=1 1
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2. Comme, pour tout ¢, on a 0 < |t] <t :

N N
osf Mdté/ dt=N-1.
1 t 1

Or, comme N — 1 est négligeable devant NIn N, on obtient ’équivalent :

N
InN! = Z Inn ~NInN.

n=1

6.2 Fonction zéta de Riemann

Exercice 26 (Fonction zéta de Riemann)
Pour s réel strictement supérieur & 1, on pose

+<>01

C(s)=2 pord
n=1

1. Montrer que ¢ est une fonction de classe € sur ]1,+oo[, et exprimer sa
dérivée.

2. En effectuant une comparaison série-intégrale, montrer que

+oo dt 1

t_5—5_1<C(5)-

Vs> 1, C(s)—lsfl

3. En déduire la limite de ¢ en +o0, ainsi qu’un équivalent de ¢ en 17.
4. Montrer que 'on a :

+oo 51

et -1

Vs> 1, g(s)r(s):fo dt,

o, naturellement, I" est la fonction d’Euler définie pour tout réel s >0 par

+ 00 1
L'(s) = fo t5"te7ldt.

Soluce
1. Pour montrer que ¢ est une fonction de classe €' sur ]1,+oo[, il suffit de
démontrer qu’elle est de classe € sur tout intervalle de la forme [a,+oo[, oi

a>1.
Fixons donc a > 1. Tout d’abord, la fonction ¢ est limite simple, sur ]1,+oo[,
de la série
1
n>1 n’ '

Montrons a présent que la série des dérivées converge uniformément sur ’in-
tervalle [a,+oo[. On a, pour tout s > a,

d(l)__lnn
ds\ns)  ns’
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La fonction s —~ # est donc €.
De plus, en écrivant a = 1+ 2h, h > 0, on obtient

lnn_lnn I 1
e gk ek - O\ iR

puisque, lorsque h est fixé,

Inn
=T 0.
nh n—+00

Comme h > 0, le critére de Riemann assure que la série de terme général 1/ nlth

converge ; on en déduit donc la convergence de la série

Inn
> )

a
n>1 n

Comme de plus, pour tout s > a, on a

Inn Inn
0 — < —,
ns n

on en déduit que la série

P VN ()

n>1

converge normalement, donc uniformément, sur 'intervalle [a, +oo[. Cela montre
que la fonction ¢ est de classe €' sur cet intervalle, et que sa dérivée est donnée
par

Vsza, ('(s)=)] —lnn'

nx1 n®
Ceci étant vrai pour tout a > 1, la conclusion est également valable sur |1, +oo[
et 'on obtient le résultat voulu.

2. Notons tout d’abord que, en utilisant de maniére classique le critére de Riemann
sur les intégrales, la fonction ¢ — 1/t° est intégrable sur |1, +oo].

A présent, effectuons une comparaison série-intégrale. Pour tout s > 1, pour

tout n € N*, on obtient :
1 /‘n+1 dt 1
< <
(n+1)s Jn t5 ns

D’apres la question 1, les séries convergent sur |1, +oo[ ; on peut donc effectuer
une sommation, pour obtenir :

o1 rmsldp %]
R < —,
2 iy S & fn I

s
n=1 n=1"1

c’est-a-~dire, par changement de variable et par linéarité de l'intégrale,

(-1=3 =< [T i)

n=2
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3. Utilisons I’encadrement précédent pour en déduire la limite de la fonction ¢ aux

bornes de l'intervalle ]1,+oco[. D’aprés ce qui précéde, on a, pour tout s > 1,

pour tout n € N*,
+o00 dt
Co)-1< [ <),

f+°°dt_ 1 [1]+°°_ 1
1 ts  1-sltst]y  s-1

on en déduit I'encadrement

Comme

Ainsi, lorsque s — 1%, on a

()~ 7

Pour étudier la limite en 'infini, observons que ( est une série a termes positifs,
dont le premier terme est 1. On a donc, pour tout s > 1,

1<((s).

On en déduit, pour tout s > 1, I’encadrement

1

1<C(s) <1+ .
s—1

Par le théoréme des gendarmes, on a alors

¢(s) == 1.

s—>+00

. Posons s > 1. Ecrivons un développement en série de 1’élément 1/(e’ —1) : pour

t>0,o0n a
1 e—t +00

_ —t -nt _ -nt
el-1 1- Z "L

n=1

On peut donc écrire

+oo ¢5-1 +00 +00
f dt = f 7 S e ] dt.
o e-1 0 fopuc]

Supposons pour le moment que l'on peut allégrement intervertir somme et
intégralelﬂ; on obtient alors

+oo 51 +0  ~too
f dt=3" / e M ldt
o et-1 = Jo

Par le changement de variables u = nt, qui est un difféomorphisme de R} dans
lui-méme, on obtient

+00 ts 1 +00 5—1 d’LL +00 F(S)
S et e ST X =T

n=1

1. La justification ne saurait tarder.
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On obtient bien I’'égalité souhaitée :
+oo y5-1
dt =T'(s)((s).
[ St =r(s)()
Reste maintenant & justifier proprement l'interversion somme/intégrale. Pour
s> 1 fixé, posons alors, pour tout ¢ € R}, pour tout n e N*|

fn(t) - ts—le—nt‘

Pour tout n > 1, la fonction f, est intégrable sur R} puisque, en 0, f, est
continue et équivalente a t — t°7!, intégrable par le critére de Riemann car
s> 1; et en l'infini, elle est négligeable devant ¢ + 1 /t2, puisque intégrable, par
le méme critére.

De plus, comme les fonctions f,, sont positives sur R}, il reste a vérifier que la

série des
>
*

n>1

fn|: Z R*fn

nx1

converge. Or, par le calcul effectué précédemment, on obtient
> [ g [ ete it =T(5) (o),
n>1 Y RY nx1 RY

ce qui prouve la convergence voulue, et justifie I'interversion somme-intégrale
par le théoréme d’interversion de Lebesgue.

Exercice 27
On rappelle que ((s) = Y51 k~° pour s > 1. Le but de cet exercice est de démontrer

que

Z ¢(2n) -1

922n-1 ~

n>1

1. Etablir la formule annoncée en utilisant la définition de ¢(2n) et en permutant

2.

l'ordre de sommation.

(a) Démontrer que pour n entier non nul, on a :

1 +00 :1;271,—1
S - T _dr=¢(2n).
(Qn—l)!fo s L)

(b) En déduire la formule annoncée.

3. Dans lexercice 2] il est démontré que

1 1
VreR\7Z, cotx=—+2xr) ———.
T ,;x2—k27r2

En déduire que pour ¢ réel tel que 0< [t/ <1, on a :

3" ¢(2n)n = L2 Theot(T)

b
i1 2

puis la formule annoncée.
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Remarque. Cet exercice est tiré de Math Stack Exchange. Il permet d’utiliser un
certain nombre de théorémes d’inversion de sommes et d’intégrales.

Soluce
1. (a) Ona:
¢(2n)
22; 922n-1 gg;;g; 22n— 1k2n

= par lexercice [32]

k;lngl 922n— 1k2n k;lngl (4k2)2n

1 1 1
=2y —x—— =2 —
,;41@2 1- 1 ,;41@2—1

)
— =1,
,;1(213 1 2k+1

la derniére somme étant télescopique.

2. (a) Soit n > 1. La fonction x + 2271 /(e” — 1) est continue et positive sur R ;
elle est équivalente a 22"2 au voisinage de 0 et négligeable devant e=%/2 a
voisinage de l'infini. L’intégrale suivante existe donc, et un développement
en série entiére donne :

m2n—1

/+00 dzx = [wo 2 e (1-e®)de = fﬂc 2t Y. AL P
0o er-1 0 0

pz0

Le théoréme de convergence monotone appliqué a la suite fp : &+ 2" EZF;:O e~ (pr1)z
(P € N) permet de permuter la somme et 'intégrale :

/+°° 221 Y e Dagy - 3 /+°° e Dy - 3 / ol kg,
0 p=0 p>0 70 k>1
Or, pour k € N* on a en posant t = kzx :
+oo oo g2l 1 2n - 1)!
f ey = / et —dt = —T'(2n) = @n-l)
0 o k™l K k2 k2n

(on peut calculer I'intégrale par récurrence grace a une intégration par
parties sans faire appel a la fonction gamma de 'exercice . On en
déduit en sommant sur k :

2n 1

(2n 1)
J eyt s £ = Gne i),

(b) La série de terme général ¢(2n)/22"! est convergente puisque l'on a
¢(2n) < ((2). D’ou, par convergence monotone encore une fois pour ’éga-
lité non évidente :

2n-1

¢(2n) 1 +o0 x
,; 92n-1 - Z + (20— 1)! /0 o1 (e = 1)

2n—1

Jf 1 d _~/”+w dl% d
S (2n Die 1Y%=y an(er—ew) ™

:f+°o L Az = 1.
0 2
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3. Pour t = 0, I’égalité est triviale. Si 0 < || < 1, on a en prenant x = 7t dans le
développement de la cotangente :

1
1 - wtcot(mt) = 2712 Y —— = 2017 X ——
];1 T2k2 _ 242 k; 7721@2 B 2_22
t2 t2p+2
=2Zk22 sz2p+2_ ZZan
k>1 p?O k>1p>0 k>1n>1
t2n 5
SEDIDIEEE LIS
n21k>1 k>1

(NB : La permutation des sommations est justifiée par 'exercice plus pré-
cisément par la question [1] si ¢ est positif donc par la question [2| pour ¢ quel-
conque. )

La formule tant désirée et tant démontrée résulte du choix t = 1/2.

Remarque. Les deux premiéres méthodes sont astucieuses mais la troisiéme apporte
plus information. Elle permet par exemple de calculer :

(2
(- 1)"1C2n1)—7rcothz—1: LI
= g1~ ") en—1 2

La premiére méthode buterait sur la somme ¥ ;51 1/(4k? +1).

6.3 Tests de convergence

Exercice 28 (Régle de Raabe-Duhamel pour le test de d’Alembert)
Pour déterminer si une série réelle converge ou non, le critére de d’Alembert nous
rend bien souvent service. Cependant, il arrive de tomber sur le cas que personne

ne veut croiser :
Un+1
1

Up N>t

Le critére qu’il faut alors utiliser dans ce cas est le critére de Raabe-Duhamel,
que 'on va détailler ici.
Soit (u,) une suite & termes réels strictement positifs telle que

Un+1
el = == + O
Uy N+00 n 77,2

pour un certain réel a.. On veut alors montrer le critére de Raabe-Duhamel : la série
de terme général (u,) converge si et seulement si a > 1.

1. Montrer que la série de terme général v,,,1 — vy, OU v, = In(n%uy, ), n > 0, est
convergente.

2. En déduire 'existence d’un réel strictement positif A tel que
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3. Démontrer alors le critére de Raabe-Duhamel.
4. Exemples d’emploi.

(a) Déterminer la nature de la série de terme général

. _ 1.35-+(2n-1) 1 _ +oo  dt a

1) Un—wﬁ 111) wn—(o m),CLER
ii - nnt *

i) vn = Gy (@ ¢ € Ri

(b) On considére la suite donnée par la condition initiale ug = 1 et la relation
de récurrence, pour tout entier naturel n,

Un+1 _n+a

Un, n+b

ol @ et b sont deux réels strictement positifs. Etudier suivant les valeurs
des réels a et b la convergence de la série de terme général wu,,.
5. On reprend la premiére question avec I'hypotheése (plus faible) suivante :

Un+1 « 1
= 1-—+ol—
Uy, N—+00 n n

Préciser les valeurs de « pour lesquelles on peut conclure & la convergence
de la série Y u,, pour lesquelles on peut conclure & sa divergence, et pour
lesquelles on ne peut conclure. Indication : on pourra utiliser la suite donnée
par vy, = In(n’uy,) ou B est un réel différent de a.

Soluce
1. Soit n € N. En utilisant ’hypothése sur la suite (uy, ), ainsi quun développement
limité de la fonction logarithme, on écrit :

1\% u,
et = 0 =0+ 1)) = In(n®u) =t (14 ) 2222
n Up,

:aln(1+l)+ln(m)

n Uy,
a(l+0(%))+ln(l—g+0(%))
n n n n
1 1

to(k)- (-0 (2)
n n n n
1
of2)
n2
Ainsi, [vp41 — vp| est dominé par le terme général d’une série convergente, par

le critére de Riemann, donc, la série ¥ (v,11 — v,) converge absolument, donc,
converge.

2. On a vu dans la question précédente que la série de terme général v,,1 — v,
converge ; Or, pour tout N € N, par téléscopage, on a :

N

> (VUne1 = vp) = UN41 — V.
n=0
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La convergence de la série implique donc la convergence de la suite (v,,) : il
existe p € R tel que
In(n%uy,) = v, — p.

n—+oo
On en déduit 'existence de A := e € R} tel que

nu, — A\

n—+oo

On a donc bien I’équivalence en 'infini :

Uy ~ —.
na

3. Le critére de Duhamel se déduit directement de la question 2, ot I’on a obtenu
un équivalent en 1/n® du terme u,,. Par le critére de Riemann, la série de terme
général \/n® converge si et seulement si a > 1; donc, comme équivalent de ce
terme, il en va de méme pour la série Y. u,,.

4. (a) (i) Soit neN. On a:

Upe1  1-3-(2(n+1)-1)  2-4---(2n) n
up,  2-4-2(n+1) 1-3-2n-1)Vn+1

B n 2n+1
“"Vn+12n+2

1
_1+% 1

= 1
Lo /141

D’aprés le critére de Raabe-Duhamel démontré précédemment, on en
déduit I'existence d'un A € R} tel que :

Un ~ —,
n
qui est le terme général d’une série divergente. Ainsi, Y u, diverge.
Remarque (autre méthode). La définition de la suite (u,) n’est pas

sans rappeler les intégrales de WallisEL définies par

™

I, = /(;5 sin” (x)dz.

... Et a raison, puisque, en utilisant une intégration par parties, on
obtient la relation de récurrence

In = ;In—Qv
n

2. Dont I'étude est détaillée dans [7].
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ce qui implique que, pour p € N*,

_ (2p-1)(2p-3)-3-1m

I .
2 2(2p-2)-2 2

On en déduit que
2

Up = Ignm

Or, en poursuivant ’étude de 'intégrale de Wallis, on obtient I’équi-
valent en l'infini

On a alors

qui est le terme général d’une série divergente. En conclusion, la série
Y uy, est divergente.

Soit n € N. De méme, on écrit

Uns1 _ (n+1)(n+1)! (a+1)(a+2)-(a+n)
u, (a+1)(a+2)(a+n+1) nn!
n+l n+1

{0
MR

= _1—a+0(i2)‘
n n

On obtient alors l'existence d’'un A € R} tel que

A

nl-a’

Up, ~

La convergence de la série ) u,, va dépendre de la valeur de a € R :
si a <0, la série Y u, converge; si a > 0, elle est divergente.

Lo [+oo dt
" Jo (1+t3)

On va établir une relation de récurrence entre I,,,1 et I,. Par une

Soit n € N. Posons
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intégration par parties, on obtient :
dt

+o0
= [
T o (14 3yl
oo ] 4¢3 7

- )y

t3de

+o00
:1_/ e
"o (L)l
752

+00
:In—f e ———dt
0 (1+3)n+t
-t T e At
-1, - — +_f _a
3n(1+t3)m |, 3nJdo  (1+t3)"

nfi-3)
3n

En utilisant un développement limité, on en déduit
s

MZI?L_H:( _i)azl__+o
Ie 3n 3n n?

Up,

Finalement, on obtient l'existence de A € R} tel que
A

Up ~

wla

n
Encore une fois, la convergence de la série Y u,, dépend de la valeur

de a € R :si a> 3, la série converge ; sinon, elle diverge.

(b) Pour n € N, reprenons la formule de récurrence définie dans I’énoncé :
b 1 )

1+2 -1
o (02 02 o
U, n+b 1+% n n n n n?
:1+a_b+0(i2)
n n

On se raméne alors au cas de la question 1, et on en déduit qu’il existe

A

Uy, ~ nb—a .

A e R} tel que

Ainsi, la série Y u, est convergente si et seulement si
b>1+a.

5. On suppose cette fois que 'on a, pour n € N,
Unel _ 1—g+0(1).
n n

Un

Suivons l'indication de ’énoncé, en posant
Up = In(nPuy,),
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ou B # a. On a de méme que précédemment

wacne= (i (52 (8 o) (2] - 552

D’ou I’équivalent en I'infini :

b-«a
V41 = Up ~ ——
n

Ainsi, la série Y (vp+1 — vy,) diverge, et donc, par télescopage, de la suite (vy,).
Deux cas se présentent :
e Si B —a >0, alors la suite v, tend vers 'infini. Dans ce cas, on a

e’ =nfu, — +oo,
n—+00
Ainsi, & partir d’un certain rang, on a
1

Cette inégalité nous permet de dire quand la série ) u, diverge; en effet, si
Pon prend av < 1, et B € Ja, 1], on a bien f—a >0, et 8 < 1, ce qui assure la
divergence de la série de terme général 1/ nP, et donc, par I'inégalité précédente,
celle de terme général wu,,.

On ne peut cependant pas conclure sur les cas de convergence de Y. uy,.

e Si B —a <0, alors la suite v, tend vers —oo, et on a donc

e’ =nu, — 0.

n—+oo

Dans ce cas, a partir d’un certain rang, on a
< 1
Up € —.
Cette fois, cette inégalité nous permet de dire quand la série  u,, converge;
en effet, si 'on prend a > 1, et S € ]1,af, on a bien f-a <0, et 8> 1, ce qui
assure la convergence de la série de terme général 1 /n'B , et donc, par 'inégalité
précédente, celle de terme général wu,,.

Remarque. Observons un cas oil « = 1, et ot on ne peut pas appliquer le critére de
Raabe-Duhamel ; posons, pour n € N,

Una1 n Inn

u, n+1lln(n+1) )

N Gi)
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On voit ici que 'on n’est ni dans le cadre du critére de Raabe-Duhamel, ni dans
le cadre ot 'on avait pu conclure sur la nature de Y u, dans la question 5, puisque
I’on se retrouve dans le cas limite ot o = 1.

En revanche, il est possible de conclure directement sur la nature de la série
> 1/(nlnn), puisque c’est une série de Bertrand ; et par ce critére, cette série diverge.

6.4 Groupement de termes, comparaison et interversion

Exercice 29 (Groupement de termes, ou sommation par paquets)
Etant donnée une série ). u, a termes réels ou complexes, on étudie la série obtenue
en regroupant par paquets des termes d’indices consécutifs.

Plus précisément, soit ¢ une application strictement croissante de N dans N

telle que p(0) =0 et soit
p(n+l)-1
Uy = Uk
k=p(n)
On veut étudier les liens entre la convergence de la série Y u, et celle de la série
¥ B

1. Montrer que si la série Y u,, converge, alors la série ) v, converge et les deux
séries ont méme somme.

2. Montrer que si la série > v, converge, si la longueur des paquets est bornée
et si la suite (uy) tend vers 0, alors la série Y u, converge et les deux séries
ont méme somme.

3. Montrer que si la série ) v, converge et si chaque paquet ne contient que des
termes de méme signe (donc Y u, est supposée étre a termes réels), alors la
série Y u, converge et les deux séries ont méme somme.

4. Application : déterminer, suivant la valeur du réel «, la nature de la série de
la série de terme général

(-1)E(vn)

Up, o

Soluce
1. Supposons que la série > u, converge. Posons S, := ug + ui + - + u,. Par
définition, on a

Vo=Upt+tUuUp+--+ Up(1)-1

VL= (1) + 0 Up(2)-1

Un = Ugp(n) 0+ Up(n+1)-1
En sommant, on obtient alors

Vo FF Up = U F UL+ F Ugp(ne) -1 = Op(nil)-1-
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Or, par hypothése, la série Y u,, est convergente, ce qui ce traduit par ’existence
de S, finie, telle que

On en déduit que
Sgp(n+1)—1 n—> S,

—+00

en tant que suite extraite de la suite (S, ),. Ainsi, la convergence de la série
> uy, implique celle de ¥ v, et les deux séries ont bien méme somme, S.

. Supposons maintenant que la série Y v, converge. Fixons n € N, et considé-

rons Sy, = ug + -+ + u,. Par hypothése sur la suite (v,), la suite (S, (,)-1) est
convergente, et tend vers une limite finie, S.

De plus, comme la fonction ¢ est strictement croissante, a valeurs dans N,
elle tend vers 'infini, ce qui implique que, pour ce n fixé, il existe un p € N,
forcément unique, tel que :

ne[o(p);elp+1)[.
Nous avons alors
Sn =Ugt+ -t Uy =uUg o+ Up(p)-1 + Uy (p) + Up(p)+1 ot Up = S(p(p)—l +Tp,

avee rp = Ug(p) + Ugp(p)+1 T + Un-
Notons que, quand n tend vers ++o00, p aussi, par croissance de la fonction ¢ ;
et I'on a alors, par inégalité triangulaire,

Irpl = ‘uso(p) TUppy+1 oot un‘ < ‘ugo(p)‘ e )

Comme l'entier n a été supposé compris entre p(p) et p(p+ 1) (strictement),
on en déduit

< 4ot < 4o+ RIS M . ,
7| ‘uso(p)‘ [un] ‘u@(p)‘ |“<P(p+1) 1| @(p)ggggéﬂ)_l i
M := max(¢(p+1) - (p)),

peN

qui correspond au nombre de termes, ou encore, la longueur du « paquet »
étudié dans I'inégalité précédente ; donc, par hypothése, M est fini.
De plus, comme la suite (u,) tend vers 0, on a

max lug] — 0,
p(p)<k<p(p+l)-1 p+oo

ce qui montre que

Tp p:)oo 0.
Ainsi, en rappelant que
Sn = Se(p)-1 + s

et en remarquant que, si n tend vers l'infini, alors, p aussi, on en déduit que

lim S, = lim (Syy-1+7p)=S+0=S8.

n—>+00 p—+o0

Donc, la série Y u,, converge, et elle a méme somme que la série Y v,.
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3. Attention, dans cette question, M n’est plus supposé fini. Reprenons I'inégalité
précédente, avec n fixé dans N, et p défini comme dans la question précédente ;
on avait

[rpl < ‘“so(p)‘ Tt ‘uw(p+1)fl| '

Or, par hypothése, chaque paquet ne contient que des termes de méme signe;
on a donc

Irpl < ’uw(p)| toet ‘“w(pﬂ)—l‘ = ‘“v(p) toeet “w(p+1)—1| = [vpl,

et le terme |vp| tend vers 0 quand p tend vers I'infini, puisque la série Y v, est
supposée convergente. Or, comme p tend vers 'infini avec n, on a donc

rp, — 0,
n—>+oo

et cela entraine bien la convergence de la série de terme général u,,.

4. Soit la série de terme général u,, tel que défini dans I’énoncé; on a alors, pour
n € N, et en choisissant pour ¢ la fonction 2 — 22, qui posséde bien les propriétés
souhaitées, on a

(n+1)2-1 n?+2n (_I)E(\/n_2) n?+2n (_l)n n%+2n 1

n
SR YT s sty s T S
p=n2 p=n2 D p=n2 P p=n? P

Il faut alors étudier plusieurs cas :

e Si a > 1, alors, par le critére de Riemann, la série Y u, est absolument
convergente, donc convergente.

e Si a <0, il suffit de voir que le terme de la série des u, ne tend pas vers 0
pour en déduire que la série Y u, est divergente.

e Reste & étudier le cas ot 0 < < 1. Pour n € N, notons

n2+2n 1
A, = —.
" p:Zn:Q pe

Comme n? < p<n?+2n, et a>0, on obtient

2n+1 <A <2n+1
(n2+2n)> =" pa
Or,
2n+1 2

(n2 +2n)® no+eo p2o-1°

On voit alors ici deux sous-cas se profiler : si 0 < a < 1/2, et dans ce cas,
(2n +1)/(n? + 2n)% est équivalent a un terme qui ne tend pas vers 0, dont
la série diverge, donc. Cela implique la divergence de la série Y v,. Ainsi, par
la contraposée dans la question 1, on en déduit que, pour 0 < o < 1/2, Y uy,
diverge.
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Supposons a présent 1/2 < a < 1. Effectuons un développement asymptotique
de (2n+1)/(n%+2n) :

2n+1 2n +1 2\ 2n+1 2« 1
- 1+2) = 1-220(=
(n?+2n)®  n2a n n2e n n?

2 1 2« 1

2 1
n2a—1 n2a
On a ainsi montré :

2 1 2 1
O () <m0 ()

ce qui prouve que

2 1
An - n2a-1 O (@) ’

et donc que

o2 1
Unp = (—1) nQO‘_l +O(@) .

Pour conclure, utilisons le théoréme spécial sur les séries alternées. Comme
par hypothése, 2a — 1 > 0, la suite de terme général 2/n?*"1, qui est de signe
constant (positif strictement), tend vers 0 en décroissant. Ainsi, le théoréme
spécial s’applique, et on en déduit que Y v,, converge pour 1/2 < a < 1.

Finalement, par la question 3, on en déduit la convergence de la série Y uy,.

Exercice 30 (comparaison série-intégrale dans le cas ¢1)
Soit f: R, — C une fonction de classe €' dont la dérivée f’ est intégrable sur R, .

1. (a) Montrer que f posséde une limite finie en +oo.

(b) Montrer que pour tout n € N* et tout x € R, on a :
[F@-a)r@a=@-miem - [ @ a

(c) Montrer que la série de terme général u,, = f(n) - fnn+1 f est absolument
convergente et que par conséquent les séries de termes généraux f(n) et
n+1 A
[, f(t) dt sont de méme nature.

(d) Montrer enfin que la série de terme général f(n) et intégrale [~ f sont
de méme nature.
sin\/n

2. Déterminer la nature de la série de terme général u,, = .
n

Soluce
1. (a) Pour tout >0, on a f(z) = f(0)+ [, f'(t) dt; puisque f est intégrable
sur R, , le second membre de ’égalité précédente admet une limite finie
en +oo. Ainsi f posséde une limite finie en +oo.
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(b) L’égalité a démontrer résulte d’une simple intégration par parties :

[C-wrwde=[-as®] - [ s
~(@-mfm) - [ ft)at

(c) D’apres la question appliquée avec n quelconque et z=n+1 :

‘f(n)—fnmf‘ =‘fnn+1(t—(n+1))f’(t) dt‘
sfn"”\t—(n+1)\-|f'(t)|dtsfn"+1 ()] dt

Puisque f’ est intégrable, la série de terme général fnn+1| f1(t)] dt est
convergente donc celle de terme général u,, est absolument convergente
. Par conséquent les séries de termes généraux f(n) et fnml f(t)dt sont
de méme nature (si I'une est convergente, ’autre ’est aussi comme somme
de deux séries convergentes).

(d) Silintégrale [~ f est convergente, la série de terme général fnml f(t)dt
est convergente donc, par ce qui précéde, celle de terme général f(n) aussi.
Réciproquement, supposons que la série de terme général f(n) est conver-
gente. Toujours d’apreés ce qui précéde, la série de terme général fnml f(t)dt
est convergente, ce qui équivaut a dire que la suite ( [On f(t) dt)nGN pos-
séde une limite finie en +oo. Montrons qu’il en de méme de la fonc-
tion z ~ [ f(¢)dt. Soient z > 0 et n = |x] sa partie entiére, alors
Jo f@)ydt = [)" f(t)dt + [7 f(t)dt. On traite le deuxiéme terme grace
a la question [Lb| (utiliser 0 <z -t <z -n<1):

‘f:f(t)dts

Les deux termes du membre de droite tendent vers 0 lorsque = tend vers
I'infini (rappel : n est la partie entiére de x). En effet, comme la série
Y f(k) est convergente, la suite (|f(k)]) Loy tend vers 0 et comme f' est

intégrable, la suite ( i (t)|dt) tend vers 0 aussi. Il en est alors de
keN

méme de [ f(t) dt; on en conclut que Pintégrale [, f est convergente.

<lfml+ [ ",

Ainsi, la série de terme général f(n) et l'intégrale f0°° f sont de méme
nature.

2. Notons d’abord que les résultats des questions précédentes restent encore vrais
si on remplace R, par l'intervalle [ng, +oo[ ol ng est un quelconque entier na-

turel et considérons la fonction f: ¢+~ ﬂ

et f'(t) = Sm\/_ C;’;){ Ainsi |f'(t)] € t2 + 2t3/2 et alors f’ est intégrable sur
[1,+00[ par comparalson avec une intégrale de Riemann ; d’aprés les résultats
précédents la série de terme général u, est de méme nature que l'intégrale
[;” f(¢) dt. Le changement de variable u = V/t montre que cette derniére inté-
grale est de méme nature que l'intégrale 2 [1°° sin 4y, dont la convergence est

sin \/_

elle est de classe € sur [1,+o0[

notoire. Conclusion : la série de terme général u,, = est convergente.
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ez\/ﬁ

Remarque. Cette technique permet de montrer que la série Z

1
our « —.
P 2

est convergente

Exercice 31 (Comparaison série-intégrale, bis)
1. Soit f une fonction continue positive décroissante intégrable définie sur R*.
Montrer I’existence de la limite suivante et la calculer :

l1m > tf(nt).

n>0

2. En déduire un équivalent lorsque u tend vers 17 de },,59 um

FIGURE 6.1 — Comparaison série-intégrale

Soluce
1. Soient t >0 et n e N. Pour k€ {0,...,n} et w € [kt, (k+1)t],ona: f((k+1)t) <
f(z) < f(kt) d’ou, en intégrant sur cet intervalle de longueur ¢ :

tf((k+1)t) < /kt(kH)t f(x)dx < tf(kt).

En sommant, il vient (si ug = tf(kt), Xp_oUk+1 = 2 peo Uk — U0 + Unt1) °
(n+1)t (n+1)t
fo F(x)de < 2 tF(kt) < / F(x)dz +t£(0) - tf((n+1)t).

Les hypotheses sur f font que lim,_, o tf((n + 1)75) = 0. En faisant tendre n
vers l'infini, il vient :

fom f(x)da = S tf(kt) < fo+ F(@)da+17(0), dou T 3" b/ (kt) = f Fa)de.

k>0 k>0

2. Lorsque u tend vers 17, In(u) tend vers 07. Mieux : In(u) ~ (u-1). On

2 2 2
transforme le terme u™ pour le mettre sous la forme f(nt) : u™ =" MU =

e~(VInu)? " On est amené a poser f(x) = e pour x € R*, fonction dont
'intégrale vaut \/m/2 d’aprés l'exercice On en déduit que

2 2 T
ne /1 (n\/|lnu) £
gé)u \/Ilnu 7;) nu “Vi-a 2
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Exercice 32 (Permutation de sommes)
Soit u:NxN - C, (n,p) = up, une suite double.

1. On suppose que uy, est un réel positif ou nul pour tout couple (n,p). Dé-
montrer que

> 2 Unp =2 2 Unp = ) Zk:uum

n20 p>0 p=20n=0 k>01¢=0

On pourra par exemple introduire la borne supérieure de [’ensemble des
> (n,p)eA Unp lorsque A parcourt les parties finies de N x N.

2. En déduire que ces égalités restent vraies pour une suite double complexe
quelconque telle que 3,50 Ygso [tn, k| < +00.

3. Que se passe-t-il pour uy, p = (-1)P/(n+p+1)7?

Remarque. Le programme du concours ne permet pas de permuter l'ordre de som-
mation dans les séries (bien que figure le produit de Cauchy de deux séries), ce qui
est souvent bien commode.

On voit dans que pour les séries positives, on peut librement permuter les sommes,
qu’elles convergent ou pas. Pour des séries complexes (ou réelles de signe non constant),
I’hypothése de convergence absolue est indispensable.

Soluce
1. Soit

S = sup{ Z Unp, AcNxNet A ﬁni}.
(n,p)eA
Montrons d’abord que S est égal a

1= (3

n20 \p=>0

(que S et S; soient finies ou non). Soit A ¢ N x N une partie finie : elle est
incluse dans le produit {0,...,N} x{0,...,P} pour N et P entiers convenables.
Puisque tous les termes sont positifs, on a :

N P N
Z Un,p S Z Zun,p< Z Zun,pSSl.

(n,p)eA n=0p=0 n=0p=0

Comme ceci est vrai pour A quelconque, on a : S < Sy.
Inversement, soient P et N deux entiers. Vu que {0,...,N} x{0,...,P} est une
partie finie de Nx N, on a :

P N
Yo Y Uy <S.
p=0n=0

Lorsque N est fixé et P tend vers l'infini, il vient :

N

Z Zun,p <5,

n=0p>0
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A HRL

FIGURE 6.2 — Séries positives doubles : S < S1, S1 €S, S3<S, S1 <S5

puis en faisant tendre N vers l'infini : S; < S. Ainsi, S =S;. De méme, S = S,.
Enfin, soit

k
Ss= > > Ui

k201=0
Pour tout K, on a :
K k
D> uip-i €S =Sy,
k=0i=0

car la somme est de la forme 3 (,, )ea Unp. Comme K est arbitraire : S3 < 5.
Inversement, pour tous N et P, on a :

N+

N P k
DD Unp € YL > Uik—i < S3,
7=0p=0 k=0 i=0

el

d’ou en faisant tendre N puis P vers l'infini : Sy < Ss.

Soit n un entier. Par hypothése, la série }, uy, est absolument convergente,
notons sa somme Uy, = ¥,50Unp. On a1 [Upy| < X550 [Unpl, qui est le terme
général d’une série convergente. Il en résulte que la série de terme général U,, est
convergente. De méme, pour p entier, la série de terme général V,, = 3, 50 unp
est bien définie et convergente. Notons a nouveau :

81=ZZun,p et SQ:ZZun,p.

n20 p>0 p=0n20

Pour N et P entiers, on a :

N N P N P
2 Un=2 D tnpt Dy, D Unp et ZVP Zzuanfz > Unp,
n=0 n=0p=0 n=0p>P+1 n=0p=0 p=0n>N+1

zonTa A ZOI;; B zonta A ZOI;re C

de sorte que

N P N P
Un =2 Vo[ <20 2 Tunpl+ 20 D0 lungl
n=0 p=0 n=0p>P+1 p=0n>N+1
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P, P

| |
I Ty I

N N

n
FIGURE 6.3 — Permutation de deux sommes de signe quelconque

Prenons P = N. Pour (n,p) e NxN,sip>N+1ousin>N+1alorsn+p>N+1.

D’ou :
N P K
2 2 gl #2020 funpl < 20 D fuigeil,
n=0p>P+1 p=0n>N+1 k2N+11=0

quantité qui tend vers 0 lorsque N tend vers U'infini en vertu de la question
Ceci entraine 1’égalité des deux sommes, quel que soit 'ordre de sommation.
3. Prenons uy,, = (-1)/(n+p+1). Notons vp =ugp = (-1)P/(p+1). Par le critére
spécial des séries alternées, la série Y v, est convergente. Pour p > 0, soit R, =
Y gsp+1 Vg son reste. Toujours par le critére spécial, la suite (Rp) est alternée et
la suite (]Rp|)p>0 est décroissante donc la série }g  est convergente.
Pour n fixé, la série 3, up , est convergente et sa somme est R,,. Par la remarque
du paragraphe précédent, la somme 3,50 2,50 Un,p est bien définie.
Inversement, fixons p. Comme la série harmonique diverge, la série Y., unp
diverge. Aucune des sommes Y. 54Uy, n'est définie, a fortiori la somme double
g n>0 Yn,p )
2 p0 2n30 Un,p 1ON Dlus.

Exercice 33 (Produit de Cauchy)
Soient (an)nen €t (b )neny deux suites complexes. On pose, pour n € N :

n
Cp = Z apbp_r.-
k=0

1. On suppose que les séries Y. |ay| et ¥ |by| sont convergentes. Montrer que la
série Y |¢,| converge et que

ch:Zaann.

n20 n>0 n>0

2. Pour n entier, on prend a, = b, = (-1)"/\/n + 1. Démontrer que la série de
terme général ¢, est divergente.

3. Pour n entier, on prend a, = b, = (-1)"/(n + 1). Démontrer que la série de
terme général ¢, est convergente.

Soluce
1. 11 suffit de poser uy p = anb, pour (n,p) € N? et et d’appliquer l’exercice [32
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2. Pour neN, on a :

n -1 k -1 n—k n 1
Cp = ( ) ( ) :(_1)712 )
oVE+1vn-k+1 s/ (E+1)(n-k+1)
. ) . 9 .. 1 2
Etant donnés x et y positifs, on a : dzy < (z +y)*, dodt —— > et :

/LY r+y

"2 2p+2

lenl 2 ) =

oM+ 2 n+2°

Comme le terme général (¢, ) ne tend pas vers zéro, la série Y ¢, est divergente.

3. Pour n entier, on a :

ﬁé S N G N G ﬁé( 1 1 ) 2-(-)" 55 1

Cpr = X = = .

" Ek+l  n-k+1 n+2 Z\k+1 n-k+1 n+2 [Hk+1
21

Par suite, la suite (¢,,) est alternée et tend vers 0 (car |c,| ~ n(n) ). Sin>1,

on a aussi :

—_

3

2 1 2 1
|Cn—1|_|cn|_n+1]§)k+1_n+21§)k+1
T D) Skl () D)

suite qui est positive pour n assez grand (le premier terme est équivalent a
21n(n)/n?, beaucoup plus grand que le second qui est équivalent a 2/n?). On
peut donc appliquer le critére spécial des séries alternées pour conclure que la
série Y ¢, est convergente.



Chapitre 7

Séries de fonctions

7.1 Généralités

Exercice 34 (Game of convergences)
Pour z e R;, et n > 2, on pose

xe—nm

fn(z) =

Inn ’

avec par convention f,(0) = 0.

1. Montrer que la série Y f,, est simplement convergente sur R;. On note f la
somme de cette série.

2. Montrer que la convergence de la série Y f,, est normale sur tout intervalle
[a,+00[, ot a > 0. Y a-t-il convergence normale de la série sur tout R, ?

3. Montrer que la convergence de la série }’ f,, est uniforme sur R,. En déduire
que f est continue sur R,.

4. Montrer que f est de classe €' sur 0, +oo[.

5. Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

Soluce
1. Tout d’abord, pour = = 0, on a f,(0) = 0, pour tout n > 2, donc la série ¥, f,,(0)
converge.

Pour >0, on a fp,(x) = o (%) puisque n2f,(z) - 0. Comme =5 est le
’ +oo NN/ n—>+o00 n
terme général d’une série convergente, par le critére de Riemann, la convergence

de la série Y, f(x) est assurée, pour tout z > 0.

2. Soit @ > 0. On pose @, : x — xe ™. Lancgons-nous dans une petite étude de
cette fonction, afin d’en déterminer une borne supérieure. La fonction ¢, est
de classe €, et 'on a, pour tout x >0,

or () =e™(1-nx).

73
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Dressons son tableau de variation, pour un n « assez grand >>H

x 0

a +00

S

o () + 0 - -
Pn T —

On a donc, pour un entier n suffisamment grand (plus grand que 1/a pour étre
précis), max(¢,) = ¢n(a) = ae™™® sur Uintervalle [a,+oo[ ; et donc, toujours
sur [a,+oo] :

max(fn) = fula) = = o ().

1 n—+oo \ 12

Ainsi, la série Y, f,, convergence normalement sur 'intervalle [a, +oo].

Cependant, si I'on se place sur R, , on a

-1

1 e
max( fn) =fn(—)= .
n nlnn
Or, m est le terme général d’une série de Bertrand, de la forme —= 5—, oll
n®In” n

a = =1. Ce type de série ne convergeant que pour « > 1, ou bien pour a =1

et 8> 1, la série Y, nllnn est divergente. Ainsi, la série Y. f,, ne converge pas

normalement sur R,.

3. On considére dans la suite (R;,)n, la suite des restes de la série des Y. f,, ¢’est-
a~dire, pour n € N et z > 0, R, (z) = 2,2 ., fu(z). 1l s’agit de montrer que
(Ry,) converge uniformément vers 0.

Fixons x > 0, et soit n € N. On a

+00 —kx +00

=(
e X _kx xe
0< Ry(z) = < = .
(@) xk:%;l Ink " In(n+1) k:%;le In(n+1)1-e®

n+l)zx 1

On a donc, pour tout = > 0,

xefnm

<
In(n+1)(e*-1)’

Rn(z)

et pour z =0, R,,(0) =0.
x

Or, on a

— 1 et —> 0. On en déduit que la fonction
e —1 z-0 el — 1 z—+o00

siz>0

T
fixmier-1
1 six=0

est majorée ; soit M > 0 tel que, pour tout = > 0,

1. Ceci pour assurer que % soit suffisamment proche de 0, de sorte que, quel que soit a > 0
choisi, a soit toujours plus grand que %

T
e’ —1

| <M.
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On a alors, pour tout = > 0, et pour tout n € N,

M

0<R, S————~.
() In(n+1)

Comme % tend vers 0 lorsque n — +o0o, on en déduit que (R,) tend
uniformément vers 0, sur R, , ce que 'on cherchait.

La continuité de f sur R, s’en déduit ensuite, comme somme d’une série de
fonctions continues uniformément convergente sur R..

4. Pour montrer le caractére €' de la fonction f, on va utiliser le théoréme de
dérivation des séries de fonctions. Soit n > 2. La fonction f,, est de classe €'
sur R}, et pour tout >0, on a

e "(1-nzx)
fulw) =
nn
De plus, si I'on se place sur le segment [¢,d], ot 0 < c<d < +00, on a

-

1 ¢ 1
(@) € e (1 +nr) < S (1+nd)=0(—2).
nn Inc n

Ainsi, par le critére de Riemann, la série Y f; est normalement, donc uni-
formément convergente sur [c,d]. Par le théoréme de dérivation des séries, la
fonction f est de classe € sur le segment [c,d], et pour tout x € [c,d] :

f(x) = ifé(w)-

Ceci étant valable pour tous c et d dans R}, on en déduit que la fonction f est
de classe €1 sur R}.

5. On étudie le taux d’accroissement

f(l’) — f(O) — Jio e ™ - @(.CL‘)

-0 a5 Inn

On veut montrer que © n’admet pas de limite finie en 0. La fonction © est
décroissante sur ]0, +oo[, et donc © admet une limite finie en 0 si, et seulement
si, elle est majorée. Il s’agit donc de montrer que © n’est pas majorée.

Par I'absurde : supposons qu’il existe M tel que 0 < © < M. En particulier, on
aura, pour tout x € R, et pour tout Ne N :

N _-nz

0<Y “—<O(z) <M.

Inn

n=2

On fait tendre z vers 0*, pour obtenir, pour tout N e N :

N
> 1 <M.
lnn

Ceci est absurde, puisque la série Y, ﬁ diverge. Conclusion : f n’est pas déri-
vable en 0.
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Exercice 35 (Dini & Weierstass)

Soit (fn)r une suite de fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans R et convergeant
simplement vers une fonction continue f. On suppose de plus que, pour z fixé, la
suite (f(x)), est croissante.

1. (a) Montrer que la suite définie, pour n € N, par u, = ||f — fu|leo est conver-

gente.

(b) Montrer que, pour n € N, il existe z,, € [0,1] tel que u, = (f = fn) ().

(c) Montrer que (up), a pour limite 0, c’est-a-dire que la convergence de

(fn)n vers f est uniforme sur [0,1].

2. On considére la suite (P, ), de fonctions polynémes sur [0, 1] définie par les
relations :

z - Pp(z)?

Pp=0 et VneN, Pyi(z)=P,(z)+ 5

(a) Montrer que, pour z € [0,1], 0 < Pp(x) < \/z.

(b) Déduire de ce qui précéde que (Py,), est uniformément convergente, sur

[0,1], vers la fonction x — \/x.

(c) Montrer que la fonction x ~ |z| est limite uniforme, sur [0,1], d’une suite

Soluce

1. (a)

de fonctions polynémeslﬂ

Soit n € N. Par définition de la suite (uy)n, et de la norme infinie sur R,
on a

Un+1 = ||f - fn+1||oo = sup |f(1:) - fn+1(I)|

z€[0,1]
Comme, pour z € [0, 1] fixé, la suite (f,(z)), est croissante, on obtient
uns1 = sup |f(x) = fasr ()| < sup [f(x) = ful2)] = un.
xE[O,l] CEE[O,].]
Ainsi, la suite (uy,)n est décroissante. Elle est de plus minorée par 0 (c’est
une norme!); par le théoréme de la limite monotone, la suite (uy), est
donc convergente.

Soit m € N. La fonction = — (f — f,)(z) est continue (car f et f, le sont)
sur [0,1], qui est un intervalle compact de R. Elle est donc bornée, et elle
atteint ses bornes; autrement dit, 3z, € [0,1]; up = (f = fn)(zy).

Comme on a fixé n € N arbitrairement, ceci est valable pour tout n € N.

On a montré dans la question 1 (a) que la suite (u,) est convergente.
Notons [ sa limite. On veut montrer que [ = 0.

Faisons dans un premier temps une hypothése supplémentaire : supposons
que la suite (x,,) est convergente, et tend vers un certain x € [0, 1].

2. Ce résultat permet d’établir le théoréme de Weierstrass, puisque toute fonction continue peut
étre approchée uniformément par des fonctions continues affines par morceaux, qui, elles-mémes,
s’écrivent comme combinaisons linéaires de fonctions de la forme z — |z - ¢|.
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Fixons p € N. Comme la suite (f,(x)), pour un z donné, est croissante, on
a, pour tout n 2 p :

0 < f(an) = fulzn) < f(zn) = fp(an).
On fait alors tendre n vers l'infini ; la continuité de la fonction f implique
0<I< f(x) - fp(w).
Puis, en faisant tendre p vers 'infini, on obtient
0<1<0,

ce qui implique [ = 0.

A présent, revenons au cas général, ot la suite (z) n’est pas forcément
supposée convergente. Comme (x,,) est une suite a valeurs dans [0,1] qui
est compact, par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire de
(zn) une sous-suite qui converge dans [0,1]. Notons (z,(y)) cette sous-
suite, et y sa limite.

En effectuant les mémes calculs que précédemment, en remplacant (z,,)
par (.Z‘@(n)), et x par y, on obtient de méme que u,, tend vers 0.

Soit x € [0,1]. On montre ce résultat par récurrence sur n.

Pour n =0, il n’y a rien & dire. Si 'on suppose le résultat vrai au rang n,
il est déja clair que P,,1(z) est positif, car alors 2 — Pp,(2)% > 0. De plus,
comme z € [0,1], on a z < y/x. En utilisant en plus ’hypothése de récur-
rence, on obtient

Pt Vi = Py (o) /s LY PV Pal)

= (VE-Po(@))( -1+ M)

(VZ = Pu(2))( -2+ /T + Pp(z))

2
AR

ce qui termine la récurrence.

On va utiliser ici le théoréme de Dini démontré précédemment.
Commengons par noter que (P,) est une suite de fonctions polynémes,
donc en particulier, continues.

Soit maintenant z € [0,1] fixé. La suite (P,(z)) est croissante, d’aprés
la question 2 (a), majorée par \/x; elle est donc convergente. Notons
(x) sa limiteﬂ; elle vérifie 0 < £(z) < /z. De plus, comme (Pj41(x))
et (Pp(x)) ont méme limite ¢(x), en passant a la limite dans 1’égalité
Ppii(z) =Pp(z) + M, on obtient I’équation

x - 0(z)?

(o) = tla) + T,

3. A priori, elle dépend de z.
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dont les solutions sont £(x) = \/x ou £(x) = —\/7 ; mais comme 0 < P, ()
Vn e N, alors la limite ¢(z) est également positive. Autrement dit, on a
l(x) =z

On a donc obtenu une suite (P,,) de fonctions continues de [0, 1] & valeurs
dans R qui converge simplement vers la fonction x ~ /z, continue. Comme
de plus, pour z € [0,1] fixé, la suite (P,(z)), est croissante, toutes les
conditions sont réunies pour appliquer le théoréme de Dini, qui assure que
cette convergence est uniforme sur [0,1].

D’aprés ce qui précede, (Py,), converge uniformément vers la fonction z —
Vz. Donc, la suite (Q,,), définie par Q,(z) = P,(z?),z € [0,1], converge

uniformément par continuité, vers la fonction z — Va2 = |z|.

Remarque. Le résultat de la question 2)c) peut s’obtenir directement en appliquant
le théoréme de Dini & la suite Q.

7.2 Seéries entiéres sur R

Exercice 36 (Un probléme de dénombrement : les nombres de Bell)
Pour tout n € N, on note D,, le nombre de partitions de ’ensemble [1,n], avec par
convention Dg = 1.

1. Calculer Dl, Dg, Dg.

n

2. Montrer que, pour tout n € N, on a la formule D, = Z (Z)Dk. En déduire

k=0

que, pour tout n € N, D, < nl.

+00

3. On pose f(z) =), —72’” (que l'on appelle série génératrice exponentielle de
n!

k=0

la suite (D, )ns0). Montrer que cette série entiére a un rayon de convergence R
non nul, puis calculer sa somme pour z € |-R, R[. En déduire une expression
de D,, comme somme d’une série.

Soluce

1. Détaillons d’abord les cas n =1,2, 3.

Pour n =1, il n’y a rien a dire.

Pour n =2, les partitionsE] de ensemble [1,2] sont

{13.{23} et {{1,2}},

ce qui donne Doy = 2.

Enfin, pour n = 3, on partitionne ’ensemble [1, 3] en

{1 {23, 83} {{n.2.3) ), ({283}, {23, {1,383}, {{3},{1,2}},

4. On a utilisé ici le résultat suivant : si (f.) est une suite de fonctions continues, qui converge
uniformément vers une fonction f, continue également, alors, pour g fonction continue, (f,og) tend
uniformément vers f o g.

5. On rappelle qu’une partition d’un ensemble X est une famille de sous-ensembles X; non vides
et disjoints dont la réunion est I’ensemble entier, i.e. tels que U; X; =X et X;nX; =@ si i # j.
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donc D3 = 5.

Soit maintenant n > 3. Pour k € [0,n], on considére a présent Ej, I’ensemble
des partitions de [1,n + 1] pour lesquelles la partie qui contient n + 1 est de
cardinal k + 1, fixé. On regarde cette phrase droit dans les yeux, et on trouve
#Ep = (Z)Dn_k. Effectivement, pour constituer la partie contenant n+1, il faut
choisir k éléments dans [1,n], puis réaliser une partition des n — k éléments
restants.

De plus, comme les (Eg)ge[0,n] forment une partition de I'ensemble des parti-
tions de [1,n + 1], on obtient la formule :

2o(n 2o(n
Dpy1 = Z (k)Dn—k = Z( .)Dj7
k=0 j=0\J

le passage de la deuxiéme a la troisiéme égalité n’étant qu’un changement
d’indice j =n - k.

Quant a I'inégalité D, I, elle se démontre par récurrence sur n € N. Elle est
d’abord vraie pour n < 3 Ensulte si on la suppose vraie au rang n, alors :

n

noin 1
D, < ( )mzn! L <)
- ,;) k = (n—k)!

Et emballez, c’est pesé!

2. Par la question qui précéde, pour tout n € N, on a 22 < 1. On en déduit que le
rayon de convergence R de la série entiére est superleur ou égal a 1, donc non
nul.

Soit maintenant z dans |-R,R[. On a alors

Dn+1 +1
flz)=1+) ———2"""
n=0 ( + 1)'

La fonction f est dérivable sur |-R, R[ (cette propriété sur les séries entiéres sur
leur disque de convergence étant une conséquence du théoréme de dérivation
des séries), et 'on a

! = DTL+1 n
fllz)=2 ——"
n=0 n!
Par la formule trouvée a la question 1, on en déduit que, pour z € ][-R,R] :
+00 1 n +00 n Dk‘ 1
1o S (B0 -5 5 S )
%n kz:% k n;) kz:;)k:! (n—-k)!

Ne reconnaissez-vous pas dans le terme de droite un joli produit de Cauchy ?
Eh si! Celui des séries Z —z" et ¥ =1 ; la premiére a pour somme f(z), on I'a
vu, et la seconde, €* Toutes les deuX ont un rayon de convergence supérieur ou
égal a R (puisque celui de la série 3 7 est infini). On a donc, pour z € ]-R, R[,
1'(2) = f(2)e*. On en déduit, par 1ntegrat10n qu’il existe C € R tel que, pour
€ ]_R7 R[a
f(z) = Celo ¢4t = ™1,

Enfin, pour calculer C, il suffit de se rappeler que f(0) = Dy = 1 par convention,
ce qui donne C = 1.
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Finalement, on obtient, pour z € |[-R,R] :
1 .- =
f(z) == =1
e

La série entiére définissant I’exponentielle ayant un rayon de convergence infini,
on a, pour tout z € C :

On va a présent utiliser le théoréme d’interversion de Fubini pour les séries
doubles. Pour ce faire, considérons la série double (un k) k)en2 définie par

k
Up k= % Il s’agit de vérifier que la série Y, |uy, x| est convergente, puis que

Y Xk |tn k| Uest également.

Pour le premier point, on a :

puis
+oo glnz ) +00 (e\Z|)n e
n=0 n! n=0 n!

La série double est donc sommable, sur C. Par le théoréme de Fubini, on peut
alors intervertir les sommes, et en déduire que, pour tout z € |-R, R[,

-1 5 (Sua)- S (25 1) 5

k=0 =\ €= n!

Or, on avait f(z) = 2% ?ﬁz , et comme le développement en série entiére

d’une fonction est unique, on compare les deux expressions obtenues, et on en
déduit que, pour tout k € N,

Exercice 37 (Lien entre polyndémes de Bernoulli et la cotangente)

Le but de I'exercice est de donner une autre méthode expliquant le lien entre les
polynémes de Bernoulli B,, définis dans 1’exercice et la cotangente, voir exer-
cice 42

1.

Bn (t) "

Montrer que [B, ()| < n! pour ¢ € [0,1]; en déduire que la série Y,,5
converge pour tout z tel que |z| < 1; a x fixé.
Bn(t) oo

. Trouver une équation différentielle simple dont 3, , considérée

comme fonction de ¢, est solution. La résoudre, puis montrer que pour T
complexe de module strictement inférieur & 1 et ¢ € [0,1], on a :

xt

56 nl e -1

Z Bn(t)xn _xe
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3. Montrer que le rayon de convergence de la série (en z) vaut au plus 2w, (en
fait, c’est exactement 27r).

4. Montrer que ’on a, sur un voisinage de 0 dans C convenable :
L coth L
2 2

Box (0

5. En utilisant cot z = i coth(iz), en déduire que z cotz = ) (-1)k2%k 25 l) 2k,
k>0 (2k)!

( 1)k+1 2k

6. En écrivant (a:2 — nzﬁz)_l = Z

, retrouver la formule de ’exer-
(n,ﬂ-)2k+2
k20

cice 42

Soluce
1. Montrons par récurrence sur n que B, (¢)| < n! pour ¢ € [0,1]. Pour n =0, rien
a faire. Soit n > 1, supposons que, pour tout ¢, on ait : [B,-1(¢)| < (n-1)!, de
sorte que |B/,(t)] < n!. Comme fo n =0, le polynoéme B,, admet au moins un

7610 z, € [0,1]. Pour t € [0, 1], il vient alors :
t t 1
f B, (u)dul < / ‘B;(u)‘du < / nldu = nl.
Zn Zn 0
Bn(t) TL

Il en résulte, par comparaison avec la série géométrique, que la série 3,
a, pour tout ¢ € [0,1], un rayon de convergence R supérieur ou égal a 1. Danb
la suite, notons, pour |x| <R et ¢ €[0,1],

fltz)=> Bn—(t)x"

n20 n!

[Bu()] = [Bu(t) - Bu(za)]| <

2. Fixons = € D(0,1) (i.e. |x| < 1) et posons f,(t) = B’:l—(!t). Le terme général
Un(t) == fr(t)x™ de la série qui définit f est dérivable par rapport a ¢, et 'on
a: up,(t) = fp-1(t)z™. Comme |fn_1(t)2"| < [z["™!, la convergence de Y uj, est
normale sur [0, 1] (la variable est t...). On peut donc dériver terme a terme :

of _x Baa() B,
E(t,m) => ml‘ =z ) T:L‘ =xf(t,z).

nx1 p=0

Par suite, x étant fixé, la fonction f, : t — f(¢,x) vérifie 'équation y' = xy.
On voit donc qu'il existe une fonction g(x), ne dépendant que de x, telle que
f(t,z) = g(x)e® pour tout t € [0,1]. Fixons maintenant x non nul, toujours
dans D(0,1), et intégrons sur [0,1]. D’une part, on a :

folf(t,x)dt: folg(m)extdt: @(ew—l);

d’autre part, comme ‘fn(t)x”‘ < |z[", la série Zfol‘fn(t)x”‘dt converge, et on
peut permuter somme et intégrale :

J - [ 3 B 3 [1ED e 3 [N - [

n>0 n! n=0
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En comparant ces deux égalités, on trouve que g(x) = z/(e* —1). Un prolonge-
ment par continuité donne également un sens a la formule pour x = 0, de sorte
que :

$ezt

vte[0,1], V2 eD(0,1), > B”(t)xnz

o n! e? -1

(En fait, la formule est vraie pour tout = complexe de module < 27.)

. La fonction g :  » z/(e” — 1) admet un pdle en = = 2i7w, donc le plus grand

disque sur lequel elle admet un développement en série entiére est inclus dans
le disque ouvert D(0,27) ; par suite, quel que soit ¢, le rayon de convergence
de ¥ B, (t)x" est au plus 27.

. Pour x e C\ 2inZ, on a :

0 ? chg e2+e2/2 e®4+1 e"-1+2 1,2
CO - = = .
2 sh§ ev/? —ew?2 er-1 ev-1 e -1

A présent, on multiplie par 2/2 et on prolonge par continuité : la fonction
=7, et donc wcoth 3, se prolongent par continuité en 0 car e” —1 ~ x au
voisinage de 0 (dans C). On trouve, pour x € D(0,27) :

€T =

x x x
+ —=—coth—.
e -1 2 2 2

. On en déduit instantanément que pour tout z € D(0,27), on a :

B,
—coth = (0) z".

x
==+
2 2,;0

Comme B;(0) = -1/2, le terme correspondant & n =1 de la somme se simplifie

avec x/2. Comme la fonction du membre de gauche est paire, on en tire que
Bn (0) 2"

la somme 3}, I’est aussi : par unicité du développement en série
entiére, cela 51gn1ﬁe que Bog,1(0) = 0 pour tout k£ > 1. En substituant 2ix a x,
on obtient, pour tout z € D(0, ) :

Zsz(O)(2 2% = T (-1)*2 2kB2k(O)x2k.

x cotx = ix coth(ix) =
is0 (2k)! k>0 (2k)!

. Pour x e D(0,7) et n>1,0n a:

11 1 5 ¥
22 — n272 (nm)21 - n§22 5 (nr)2k+2’

On somme sur n et on permute les deux sommes :
22k 22k

> DD vy Al D e -2 C(2k+2) 5 k2

2 2.2 W2 hi2 2T
ns1 T2 —nm n>1k30 (”77) i fS0ms1 NS mERT 50

La permutation est justifiée par le fait que tous les termes de la somme double
sont positifs et que dans un ordre de sommation, la somme double converge —
c’est le théoréme de Fubini pour les séries.
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Or, par l'exercice 41} on a : ((2k +2) = (2,1123, 22k*17r2k+2B2k+2(0), d’ou :

sy Ly )k+1B2k+2(0) ohei ok __ 1 (-1 sz(o)sz 2%
S1a?- n2772 50 (2k +2)! 222 2 2k>0 (2k)!

d’otl1, avec 'expression de la cotangente de 1’exercice [42] :

s LD cota, i cotoe taopy !
———=—-——5+—cotx, ie cotx=—+21) —F—.

= a? —n?n? 212 2x T S x? - n?n?

Bien siir, on peut inverser le processus et retrouver l'expression de ((2k) en
fonction de Byy(0) & partir du développement de la cotangente et de la formule
de la question 1).

Remarque (pour quelques formules de plus).

En manipulant la série génératrice f dont on a une expression si simple, on
déduit de quelques manipulations algébriques et de I'unicité du développement en
série entiére de jolies formules. Par exemple :

3 Bn(1- t)( 1)z = —pe~*(171) _ xe™ Bn(t) ,
o n! e -1 e* -1 55 n!

d’ou B, (1-t) = (-1)"B,(t) pour tout n et tout ¢ (ce que 'on peut prouver facilement
par récurrence). En remplagant (¢,z) par (-t,—x) :

Z Bn(t) ;pn _ Z Bn(—t) (—1)”:6” _ xext B _J;elt _ ( 1 ~ ex )mext _ _mezt
e® -1 ’

o 1! o n! e?-1 e?-1 e? -1

d’'ott B,,(t) = (-1)"B,,(~t) = —nt"™" pour tous n et t. En particulier : B, (0) = 0 si n
impair.
Encore une pour la route, qui utilise le produit de Cauchy de deux séries entiéres :

B, (t z(t+u) xt B..(t
Z (+u)xn=we _ ze eTU = k() kZ

> e

=0 n! et -1 er-1 o K 50 0’

-3 3 B 5 S (Mot

n20 k+l=n kel n20 k=0

En prenant ¢ = 0, u = 1 et en utilisant By (1) = Bx(0), le coefficient de 2™ donne
une relation de récurrence permettant un calcul efficace :

n=lip+1
(n+1>Bn(0)——kZO( B

7.3 Séries entiéres sur C

Exercice 38 (Théoréme d’Abel)
Soit Y anx™ une série entiere, ou les a, sont complexes, de rayon de convergence 1
sur R. On note f la somme de cette série. On suppose de plus que la série . a, est
convergente.

On se propose d’établir que la convergence de la série Y an,a™ est uniforme sur
[0,1].
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1. Etablir le résultat dans le cas particulier o les a,, sont tous positifs.

2. Etudier le cas particulier ot a, = (=1)"b,, (b,) étant une suite décroissante
et convergente vers 0.

3. Montrer alors le résultat dans le cas général. Pour cela, on pourra poser
+00
Tn = E: ag,
k=n+1
puis montrer que, pour tous entiers n et p tels que p > n + 2,
z k L= K+l k
Yoapr® =™+ Y (8™ - 2") - rpaf
k=n+1 k=n+1

4. En déduire que la fonction f est continue.
5. Etudions & présent quelques exemples.

(i) Montrer que

+
8

(=D" _

s
£on+1 4

n

(ii) Soit (ay,) et (b,) deux suites de nombres réels. On pose, pour n € N,

Cn = Z apbyg,

p+q=n

et on suppose que les séries de termes généraux a,, b, et ¢, sont conver-
gentes. Montrer que :

(o) ()2

Soluce
1. Pour tout z réel appartenant a [0,1], on a

lanTn| <lan| = an.

Comme la série Y a, est convergente, on en déduit que > a,x™ converge nor-
malement, donc uniformément, sur [0,1].

2. Pour tout x € [0,1], on a

+00 +oo
Rp(z)= > apaP = ) (-1)Pbya”.
p=n+1 p=n+1

Or, la suite (b,2?) est une suite positive, décroissante, de limite nulle. D’apres
le théoréme spécial des séries alternées, pour tout n € N, pour tout x € [0,1] :

|Rn(x)| < |(_1)nbn+1$n+1| <bpyt.

Comme limy,—, 1 by, = 0, la suite de fonctions (R,,) converge donc uniformément
vers 0 sur [0, 1], et la série ¥ a,a™ est bien uniformément convergente.
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3. On pose, pour tout entier n,
+o00
2: ag.
k=n+1

On a alors, pour tout entier £ non nul, ag = r,_1 — 7k, et pour tous entiers n et
p vérifiant p > n + 2, pour tout x € [0, 1],

Z ara® Z (Tp-1-71)7

k=n+1 k=n+1

En partageant la somme en deux, et en réindexant, on obtient

p-1 P
Z apz® Z re_qx” - Z reak = Erkx’”l— > rex”.

k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n k=n+1

On obtient bien le résultat

p p-1
Z apx’ = rpa™ 4 Z rk(xk+1 - l‘k) —rpat.
k=n+1 k=n+1

Cela nous permet d’avoir 'inégalité suivante :

p p-1
> ard®| <ral [+ frpl [P+ Y el (2 = 2™, (*)
k=n+1 k=n+1

ceci étant valable pour tous entiers n et p vérifiant p > n + 2, et pour tout
€[0,1].

Soit maintenant € > 0. La série de terme général a,, étant convergente, la suite

des restes partiels (r,) converge vers 0; soit alors N € N tel que, pour tout

n 2N,

|rn| < e

En revenant a I'inégalité (), on obtient alors :

p p-1
M aprf| <e 2" + 2P| +e ) (xF — 2F )y,
k=n+1 k=n+1

valable pour tous p > n+2 > N+ 2, et pour tout = € [0, 1].

En factorisant, on a

P
> apz®| < 262t < 2e.

k=n+1

Ainsi, le critére de Cauchy est vérifié, et la série est bien uniformément conver-
gente sur [0,1].

4. La fonction & = a,z" est continue sur [0, 1], pour tout n. La somme f est donc
continue sur [0, 1], comme limite uniforme d’une série de fonctions continues.
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On sait que, pour tout z € -1, 1],
+00 (_1)nx2n+1

arctan(z) = )

* x
=0 2n+1 ()
(="
2n+1
est convergente. Ainsi, le résultat établi précédemment s’applique, et on
_1\n..2n+1
en déduit que z — 1% (12)n—f1 est une fonction continue sur [0,1], et

que la fonction arctan est continue sur [0,1].

Par le théoréme spécial des séries alternées, la série de terme général

Le passage a la limite dans I’égalité (), quand z tend vers 1 par valeurs
inférieures, donne enfin :

ﬂ_i" 1"
4 Lo+l

Considérons les séries entiéres Y. a,z™, Y. b,z", et Y c,x™. Les séries de
terme général respectif a,, b, et ¢, étant supposées convergentes, ces
séries entiéres ont un rayon de convergence supérieur ou égal & 1. Nom-
mons fg, resp. fp, resp. fe, la somme de la série Y a,x™, resp. Y. b,z", resp.
Y. cpa™. Le théoréme d’Abel s’applique une fois encore, ce qui permet d’af-
firmer que les séries entiéres considérées sont uniformément convergentes,
et que leurs sommes sont continues sur [0,1].

De plus, par convergence normale des fonctions sur [0, 1[, on peut appli-
quer le produit de Cauchy, pour obtenir, pour tout x € [0,1] :

fa(2) - fo(2) = fe(2).

Comme les fonctions sont continues, par passage a la limite quand z tend
vers 1 par valeurs inférieures, on obtient le résultat voulu.

7.4 Séries de Fourier

Exercice 39 (Egalité des coefficients de Fourier de fonctions continues)
On note E l'espace vectoriel des fonctions continues 27-périodiques de R dans C,

et ’on considére I'application linéaire ¢ : E — C% qui, & f dans E associe la suite
(en(f))nez de ses coefficients de Fourier exponentiels. Le but de cet exercice est
d’étudier I'image de ¢.

1.
2.

Montrer que ¢ est injective.

Montrer que im¢ c £2, ou ¢? désigne l'espace des suites indexées par Z de
carré sommable.

. En utilisant par exemple la fonction ¢g : R — R, fonction périodique de période
27, définie sur [0, 27| par :

m—t

—— site]0,2n]
g(t)=4 2
0 sit=0,

montrer que im ¢ # 2.
. Montrer que im ¢ est dense dans £2.
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Soluce
1. Par linéarité de l'intégrale, ¢ est bien une application C-linéaire. Intéressons-
nous & son noyau; si f € ker ¢, alors, f est continue, 27-périodique, telle que,
pour tout n € Z, ¢,(f) = 0. Par le théoréme de Parseval, on a alors

n=+oo

o [P a3 e =0,

n=—oo

La fonction |f |2 étant continue, positive, et d’intégrale nulle sur [0, 27], elle est
alors nulle sur cet intervalle ; par périodicité, on en déduit qu’elle est nulle sur
R.

Ainsi, ker ¢ = {0} ; ¢ est injective.

2. Si f e E, alors f est continue, 2w-périodique de R dans C. Le théoréme de
Parseval énoncé précédemment nous donne

n=+oo

o @R =" 3 (NP,

n=—oo

ce qui montre que la suite ¢, (f))nez est de carré sommable ; autrement dit,
cn(f))nez € £2, et donc, im ¢ c £2.

3. Intéressons-nous aux coefficients de Fourier de la fonction g; g étant impaire,
on a ay(g) = 0 pour tout n € N. De plus, par une intégration par parties, on
obtient, pour tout n > 0, b,(g) = 1/n. Enfin, en utilisant les relations entre
coefficients de Fourier complexes et trigonométriques, on obtient ¢o(g) = 0, et
pour tout n >0, ¢,(g) = —i/(2n) ; ainsi, (¢,(g))nez est bien dans £2.

Dans la suite, pour simplifier, notons, pour tout n € Z*, ¢, := —i/(2n). On va
montrer qu’il n’existe pas de fonction f dans E telle que, pour tout n € Z,
en(f) =cn.

Pour ce faire, supposons par I'absurde qu’il existe une telle fonction. Alors, la
fonction f — g étant continue par morceaux, périodique de période 27 et égale
& sa régularisée, on peut de nouveau appliquer le théoréme de Parseval :

n=+oo

%fozﬂf(t)—g(m?dt: 3 len(f) = enl? = 0.

n=—oo

Par continuité de la fonction f — g sur tout segment [a,b] inclus dans |0, 27,
on en déduit f—¢g=0; on a donc, pour tout t € ]0,27[, f(¢t) = g(t).

Or,
™ . .
7 = dm () = lim F(2),
et
T lim g(t) = lim f(b)
2 taO,t<Og t—0,t<0 ’

ce qui contredit la continuité de la fonction f en 0. On a donc montré que

im ¢ # (2.
4. Considérons le sous-espace vectoriel des suites de CZ a support fini, que 1’on
nommera M ; et munissons l'espace ¢ de la norme ||.||,. On va montrer que

I'espace M est dense dans £2; en effet, puisque I'image réciproque de M par la
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fonction ¢ est 1'espace vectoriel des fonctions trigonométriques, M est inclus
dans l'espace im(¢), et donc, par la suite d’inclusions

M c im(¢) c 2,

la densité de im(¢) dans 2 en découlera.

Pour ce faire, soit une suite (v, )nez de 12. On note (e, ) ez, la suite de espace £2
dont tous les termes sont nuls, sauf le terme de rang k, pour tout k € Z, qui est
égal a 1.

Considérons enfin la suite définie, pour tout p € N, par :

k=p
u(p) = Z VE€k .
k=-p

Cette suite appartient a I’espace M, par construction et définition de la suite (v ) ;
montrons que la suite (v(P)),, converge vers la suite (v;,)nez, pour la norme ||. ||,
dont on a muni 'espace ¢2.

On a, pour tout p € N,

+o00
||(-~,v_p_1,v_p,...,v0,...,vp,vp+1,...)—u(p)||2: Z |vk|2+lv_k|2.
k=p+1

Or, comme la suite (v, )nez a été prise dans £2,

+00

Em > Jop|* + ookl = 0.
P=H o pit

Cela montre que la suite (u()) ey converge bien vers (v, )nez. Ainsi, comme
voulu, M est dense dans £2, ce qui implique également la densité de im(¢) dans
I’espace £2.

En un point de discontinuité, la série de Fourier d’une fonction € par morceaux
converge simplement vers la régularisée de la fonction (Dirichlet) mais la convergence
n’est pas uniforme. C’est évident si on se rappelle que la limite uniforme d’une
suite de fonctions continues (ici, des polynémes trigonométriques) est continue! Le
phénomene de Gibbs permet de quantifier ce phénoméne dans I’exemple le plus simple
d’une fonction créneau.

Exercice 40 (Phénoméne de Gibbs)
Soit f la fonction 27-périodique impaire qui vaut 1 sur ]0,7[ et 0 en 7.
4

1. Vérifier que les seuls coefficients de Fourier non nuls sont : bgp 1 = —————
m(2k+1)

(k eN).

n
Soit, pour n entier et ¢ réel, S, (t) = Y. bojs sin((2k + 1)t).
k=0

2 sin2(n+ 1)t
T sint

2. Pour t ¢ nZ, montrer que S/ (t) = . En déduire les variations

de S,,.
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FIGURE 7.1 — Troncatures des séries de Fourier de ’échelon : (S;,)o<n<s, S14, S49

(a) Montrer que

9 s
T Mn:—/ SN .
0

n—+oo T u
Riemann, on t’a vu, sors de la!

(b) Montrer que cette limite est strictement supérieure a 1 et conclure.

+oo sinu T
On pourra admettre que f du = 3"
0 U

Soluce
1. Comme f est impaire, les coefficients a,, sont nuls. On calcule alors les coeffi-
cients by, pour n € N*; par imparité de f, on obtient

bn = % /:Wf(t)sin(nt)dt = % /Owsin(nt)dt _2 [M]

us 7'[' n

™

1-(-1)"

2
s n

0
Ainsi,
0 si n est pair,
by, =

— sin est impair.
™

2. Pour neN, on a :

Sn(t) = kz:%) m sm((2k + 1)t),

donc, pour t € R \ Z, en reconnaissant une série géométrique a 2n + 2 termes
) ) )
de raison €%

Sy (t) = Z 4 cos(2k + 1)t = 2 Z(ei(%ﬂ)t n e—i(2k+1)t)
k=0T it

2

. 2n+1 .
_ _e—z(2n+1)t Z eQZkt
n k=0
2i(2n+2)t
_ ze—i(2n+1)t 1 - e?i( )
0 1 -e2it
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On factorise 'arc-moitié, et I’on obtient :

S, 2 ei(2n+2)t _ e—i(2n+2)t 2 sin(2n + 2)t

t) == : : == :
n(t) T eit — =it T sint
Les variations de S, sur ]0,7[ s’en déduisent : comme le sinus est strictement
positif sur cet intervalle, seul compte le numérateur. La dérivée S/, s’annule
en changeant de signe aux 2n + 1 points ¢ = 22—12 (1 <k<2n+1); elle est
strictement positive au voisinage de 0. Ainsi, S, est strictement croissante sur

10,¢1], décroissante sur [t1,t2], etc., et décroissante sur [ton+1, 7|

NB : On pourrait vérifier sans trop de peine que Sp(t1) = Sp(tan+1) > Sp(ts) =

Sn(tan-1) > ---. Autrement dit, M,, est le maximum de S,. Tout ce que l’on
vient de démontrer est attesté par les dessins.
(a) On a :
s 2k+1 s 2k+1
M ()5 in(5ipm) (2, 7 g sin(5ugm)
n = On = = .
2n+2/ S 2k +1 T n+lfZ Sfﬁéﬂ

Et 14, shazam ! On reconnait une somme de Riemann ! Pour tout k, le point
T = gz—:éw est le milieu du k-iéme intervalle de la subdivision réguliére
de [0,7] en n+1 intervalles et le k-iéme terme de la somme est g(xy), on
g(x) = % pour z € ]0,7]. Comme la fonction g se prolonge par continuité

en 0 par g(0) = 1, on déduit que

2 T Si
lim M, = lim S,[—"—]=2 f s 1)
n—+oo n—>+oo 2(Tl+-1) T JO xX

(b) Pour montrer que la limite de (M,,) est strictement plus grande que 1, on
pourrait se contenter d’un calcul approché, soit 1,179 a 10™* prés.

u 2°
Soit k un entier et soit uy = fk(fﬂ)ﬂ Sy, Sur [k, (k + 1)7], le sinus

est du signe de (-1)*. Par changement de variable (u < u — kr ou u «
u—(k+1)m),

™ 1 T 1
|sin u| |sin u|
ug| = —du> —————du = |ug41] -
e [0 km+u 0o (k+)m+u k]

On va le montrer en admettant que [, > $24dy = 2

Autrement dit, la série ¥, ug, dont la somme vaut 7/2, est alternée. D’aprés

le critére spécial, on a donc ug > 5, d’ou il ressort que limy,, 400 My, = %ug >

1.

Ainsi, limyioo [Sn = f|| > 2uo > 1, si bien que la convergence n’est pas
, = , q p

uniforme.

Remarque. On peut estimer la hauteur limite du deuxiéme extremum, du troisiéme
ou, pour p € N*, du p-iéme (si 2n+1 2 p, il y a bien p extrema). Avec la méme idée,

pT 2 X Sin(p2n+27r) 2 /ﬂ sin pu 2 fpﬂ sinv
S = — du=— dv.
n(2(n+1)) Z 2k+1 o 0 u m Jo v

2k+1

u v

n+1 pwrt T n—+oo

2n+2
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Remarque. Ce qui précéde permet de montrer que la convergence de S,, vers f est
uniforme sur tout domaine I. = [e,7—¢] (avec € > 0; idem sur [-7 +¢,—¢]). Ecrivons
en effet, pour ty = g et t €I, on peut intégrer par parties :

tsin(2n +2)u

2
Sn(t):Sn(t0)+—f : du
7 Jto sinu
_ S, (to) + 2 [ —cos(2n +.2)u ! ~ 2 ft cosuco.s(22n + 2)udu ;
| 2n+2)sinu |, (2n+2)7 Ji sin” u
2 2 2 e du
Sn(t) =1 <|Sp(to) - 1|+ —- + [ —
‘ ) ‘ ‘ (t0) ‘ 7 (2n+2)sine  (2n+2)7w Jr/2 sin’u

et les trois termes tendent vers 0 uniformément par rapport a t € [e, 7 —¢].

Remarque. Ainsi, la différence lim, 00 M;,, — f(0) vaut environ 0,18, ce qui repré-
sente 9 % du saut f(07) - f(07).

D’autre part, il est classique que I'on ait ‘f—Sn(f)| = O(1/n") pour une fonction f
de classe €. Par suite, la convergence de la série de Fourier d’'une fonction %> est
plus rapide que tout polynome (en n).

Il en résulte que le phénoméne de Gibbs est trés général pour les fonctions
classe € par morceaux qui n’ont qu’'un nombre fini de discontinuités. Une telle
fonction peut s’écrire comme somme d’une fonction de classe € et d’une somme de
fonctions créneaux semblables & f. La convergence de la série de Fourier est uniforme
hors des discontinuités et, en chaque discontinuité, il y a un écart d’environ 9% du
saut entre la limite de la série de Fourier et la limite de la fonction.

Exercice 41 (Polynomes de Bernoulli et fonction zéta)
On va définir une famille de fonctions polynémes, B,, n € N, omniprésente en
analyse, et tout particulierement en lien avec la fonction zéta de Riemann.

1. Montrer qu’il existe une unique suite de polynémes de R[X] (B, )nen telle que
Bo =1, B/, =nB,_1 pour n > 1, et fol B,, dt = 0 pour n > 1. Calculer By, Bs
dJBg.

2. Montrer que si n > 2, alors B, (0) = B,,(1).

3. Pour n > 2, soit f, la fonction périodique de période 1 telle que f,(t) =
B, (t)/n! pour t € ]0,1] et de période 1. Montrer que f, est continue sur R,
et que ses coefficients de Fourier sont : co(fn) =0; ¢,(fn) = —=1/(2ipm)™ pour

p#0.
4. En déduire que pour tout entier naturel non nul k, on a 1’égalité
-1 k+1 ~
c(awy = T (2,1), 2% 1% By (0),

ou la fonction zéta est donnée par ¢(s) = Y ps1 k%, pour s> 1.

Soluce
1. L’existence et l'unicité des B,, (n € N) se fait par récurrence. On suppose le
polynéme B,,_1 défini de facon unique. Alors, la condition P’ = nB,,_1 définit
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une famille de polynémes P = P, + k, ot k est une constante, et un unique

polynéme P, : la primitive de nB,,_1 qui s’annule en 0. La condition fol Pdt=0

impose une unique constante k = — /01 P, = 0. On en déduit l'existence et

I'unicité de B,,.

En voici les premiers termes :

— de B/ (t) =1, on tire : By(t) = ¢+ by avec fo (t +by)dt =0, donc by = -

— de B] (t) 2t — 1, on tire : Bo(t) = t? — t + by avec [0 (t2 =t +bo)dt = 0, donc
by = =

— de B3(t) =3t2—3t+— on tire : B3(t) = 3 - 3t + L+ by, avec fo ( 43 %_‘_
I+ bg)dt =0, donc b3 =0

— (gratos) on trouverait de méme : By(t) = t* - 2¢3 + 2 - i

. Soit n > 2. L'idée, c’est de comparer B, (1) et B,,(0), sachant trés peu de choses

sur B, : on en connait sa dérivée, qui, & un facteur prés est un autre polynéme
de Bernoulli, donc qui posséde une intégrale nulle. Mettons cela en formules :

Bn(l)—Bn(o)zfolB;(t)dtznfoan1(t)dt=0

la derniére égalité étant valable car n—1 > 1.

. En effet, la fonction fi est continue sur Z puisque Bx(1) = Bx(0). Elle est donc

continue sur tout R, et &1 par morceaux.
Pour tout n > 1, on a : ¢o(fn) = 5 fo B, (t)dt = 0. On note que f, = 3B}, =
%anl = fn-1. Pour p # 0, on effectue une intégration par parties :

—21p7rt 1 —21p7rt
R A e PO R A RIOR

_ fn(l) _fn(o) 4 Cp(fn—l)
- —2ipm 2ipr

Pour n =1, le terme intégré vaut

1 . 1 ,
cp(f1) = fo (t—§)e‘2”’”dt= fo te‘m’“dt:[t

ce qui amorce une récurrence. Remarquons, pour 'hérédité, que pour n > 2, le

ep(fn-1)
2ipm

Y 1 _9;
e 2ipmt le 2iprt
0

—2ipr |, 2ipm

terme intégré est nul car B,,(0) = B, (1), ce qui donne ¢,(f,) =

. La relation résulte directement du théoréme de Dirichlet appliqué & for, en

t =0. On déduit du caractére € par morceaux de f,, I'égalité :

—2ipmt + eQipﬂt

for(t) =) cp((for)e P = - > - (2ipm)2*

PEZ p>0
En évaluant en 0, cela donne

2
f2k(0) == .
pZ(:) 22k(_1)kp2k7r2k

D’ou

B
2k(()') = (L)l 22k S o2k (L qyerlg-2bel -2k (o).
(2]{2). p>1

Ceci permet de conclure.

dt = ~1/(2ipr),
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Remarque. Si 'on fait la méme chose pour la fonction for,1, avec k > 0, on
obtient for+1(0) = 0, c’est-a-dire, Bog11(0) = 0. On peut obtenir cette égalité par
des moyens plus élémentaires. Par exemple, si ’on pose U,,(t) = B, (t+ %), alors
on voit, par la dérivation des fonctions composées, que U/, = nU,,_;, puis, par
récurrence, que Uy, est de la parité de n. On en déduit B, (1-z) = (-1)"B,(x),
ce qui force B,,(0) a étre nul si n est impair.

Remarque. En lien avec cet exercice, il est intéressant de noter le résultat suivant. Si
f est une fonction polynomiale par morceaux, alors

1. les coefficients de Fourier ¢, (f) sont des O(%)7 méme si f n’est pas continue,
2. si f est de classe €%, alors, les coefficients de Fourier ¢, (f) sont des O(#),

Le premier point se prouve par récurrence sur le degré de f (le max des degrés de
polynomes qui constituent f par morceaux), en effectuant une intégration par partie
pour I'hérédité (what else 7). Le second point se fait ensuite par récurrence sur k en

utilisant la formule ¢, (f') = 27T%cn( f), ou T désigne la période.

Exercice 42 (Développement de la cotangente, le sinus comme produit)
Soit & € R\ Z. Soit f, : R — R, 2w-périodique telle que pour tout  dans |-m, 7],

fa(z) = cos(ax).
1. Calculer la série de Fourier de f, et en déduire

1 1
VI'ER\TFZ, COt$=—+2l’Zm.
x 51 a2 -nlm

2
2. En déduire que pour z € |-7,7[, on a : sinz =z H (1 - 2).
nx1 nem

Penser la cotangente comme une dérivée logarithmique : cot = (Inosin)’.

Soluce
1. La fonction f, est paire sur 'intervalle |-m, 7w]. Comme f,(-7) = fo(-7+27) =
cos(am) = cos(—am), la fonction f, est continue en —7 donc sur R. Elle est de
plus € par morceaux.
On en déduit aussi qu’elle est paire sur [-m, 7], et donc paire sur R, puisque,
pour tout z réel, il existe k entier tel que z — 2kw € |-m, 7], et donc

fa(x) = fo(x = 2km) = cos(ax — 2kmar) = cos(—ax + 2kmar) = fo(—1).
Par parité, les coefficients b,, de f, sont nuls. On a, pour n € N, vu que a ¢ Z :

1 rm 1 ”
ap = — f cos(at) cos(nt)dt = Py / (cos(a +n)t + cos(a — n)t)dt
T J-m mwJ-m

1 [Sin(oz +n)t . sin(a — n)t:|7r _1 (Sin(a +n)T N sin(a — n)ﬂ')

2 a+n a—n T a+n a—n

1 )_ (-1)" 2a sinam
B 2

1 1
= —(—1)"sina7r( +
7r a+n a-n

T a?2-n2 ’
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Par le théoréme de Dirichlet, il vient, en évaluant en x = 7 :

sinam  2asinar 1
+ >

ao
cosam = — + E Qp COSNT = 3 5
n>1 o ™ O 1)

En choisissant x € R\ 7Z et en posant o = = (de sorte que l'on a bien «a ¢ Z),

on en déduit en divisant par sinam =sinz (qui est non nul!) et en simplifiant
20@/m) 1 _ 2 .
7  (z/m)2-n? T z2-n2m2 °

1 1
cotx:—+2x2m.
T 1 LS —nem

. L’idée est de constater que la cotangente est la dérivée logarithmique du sinus.

Le sinus est strictement positif sur ]0,7[ donc, sur cet intervalle, on déduit
légalité (Inosin)’(z) = cot(x).
Considérons la fonction

g:]-m, [ — R, w'—msn( n272r2)

nx1
Le produit est bien défini car tous ses facteurs sont strictement positifs et
la série Y In(1 - 22/n?7?) converge absolument (et méme normalement) sur
]-7, 7| car, par convexité du logarithme, |In(1 - z%/n?r?)| < 2?/n?x? < 1/n”.
Ona:lng(z)=Inz+ ¥, In(1- ng—;) pour tout x € ]0,7[ par continuité du
logarithme.
Chaque fonction u,, : x — ln(l - n’f—;), n > 1, est dérivable sur 0, 7[ et on a :

S 2z
n 71' _
(a:)— T2 - p2p2°
71,27r2
Mieux : pour n > 2 et x € ]0,7[, on a : |uy ()| < —x5— de sorte que la série

> u;, converge normalement sur 0, 7[. Par le theoreme de dérivation sous le
signe somme, on en déduit que Inog est dérivable, et que

, 1 .
(Inog)'(z) = ot 2z ) o R cotx = (Inosin)’(x).

n>1 ¥ 2
Les fonctions continues Inog et Inosin sont donc égales, & une constante prés,
sur |0,7[, et g et sin sont égales & une constante multiplicative prés. Or,
lorsque x tend vers 0, on a : g(x) ~ z car, par convergence normale de la série
de terme général ln(l —2%/n?r?) (par application du théoréme de la double li-
mite), le produit dans g(x) tend vers 1 lorsque x tend vers 0. Bien str, sinx ~
aussi donc la constante multiplicative vaut 1.
On a donc : g(x) = sinz pour tout x € |0, 7[. Cette relation est évidente pour
x = 0 et se prolonge & |-m,7[ par imparité des deux fonctions. Ainsi, pour

x € |-m, m[, r

sinx = xH( 2 2)

nz1



7.4. SERIES DE FOURIER 95

Exercice 43 (Formule sommatoire de Poisson)

Soit f : R — C intégrable, et de classe €. On suppose qu’il existe a > 1 tel que
x> (1+ |z f(x) et x> (1+|z|*)f'(x) sont bornées. Soit w € RY, et T := 27/w.
Pour t réel, on pose

F(t)= > f(t+nT).

nez

Le but de cet exercice est de démontrer la formule sommatoire de Poisson :

VieR, > f(t+nT)s= % 3 (n)e™,

nez nez

ou Vn e Z, f* désigne la transformée de Fourier de f, définie par

)= [ pweeta

a) Justifier 'existence de F.

(
(b) Montrer que F est une fonction de classe €.
(

1. (a)
)

(¢) Montrer que F est périodique, de période T.
(d) En déduire la formule de Poisson.

2. (Application) Soit a > 0.

a) Calculer la transformée de Fourier de la fonction f : z — e %l a Paide de
la formule sommatoire de Poisson.

1

(b) En déduire une expression pour . o
n’+a

nez

71‘2

(c¢) Retrouver la formule ((2) = =

Soluce
1. (a) Remarquons tout d’abord que ’ f (t)e’m‘”t‘ = ’ f (t)|; comme [ est supposée

intégrable sur R, f* est bien définie.
Pour montrer que la somme existe, on va montrer que la série Y, f(t+nT)
converge simplement sur R. Prenons K > 0. Par hypothése, ¢ — (1+[¢|*) f(¢)
est bornée, donc il existe M > 0 tel que, pour tout ¢ € R : (1 +[¢[*) f(¢)] <
M. On obtient alors, pour tout ¢t € [-K,K] et tout n € Z, en supposant
[n|T >K :

M M

Lﬂt+nTH<1+n+nTP<\myr—K

)

ou la seconde inégalité vient de l'inégalité triangulaire et de |t| <K :
[t+nT|>|n|T-|t|>|n]T-K.

De plus, on a I’équivalent

M M1
|nT -K|*  Tene’
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qui est le terme général d'une série de Riemann convergente puisque «
a 6té supposé supérieur a 1. Par suite, la série Y,z f(t + nT) converge
normalement sur le segment [-K, K], ce qui entraine la convergence simple
sur le compact [-K,K]. Ceci étant valable pour tout K > 0, la convergence
est simple sur tout R ; F est donc bien définie.

ANPARY WPANPL

/YRS B VAR VAR

(b)

FIGURE 7.2 — Une fonction f et la fonction F associée, avec T =6

Pour montrer que F est de classe €', on va utiliser le théoréme de dérivation
des séries de fonctions.

On a déja montré que la série converge simplement en tout point de R.
Comme f est une fonction de classe €1, f, : t = f(t +nT) est dérivable
sur R pour tout entier n.

Soit K un réel strictement positif, on se place d’abord sur le segment
[-K,K]. On montre que la série de terme général f; converge unifor-
mément sur [-K, K] comme a la question 1, en utilisant ’hypothése que
x v~ (1+|z)*f'(x) est bornée. Alors, par le théoréme de dérivation des
séries, la fonction F est bien de classe ¢! sur [-K,K]. Ce résultat ne dé-
pendant pas du choix de K, la fonction F est de classe €' sur tout R.

Fixons t € R. Alors, pour tout N € N,

N N+1
Y f((E+T)+nT)= > f(t+nT).
n=-N n=-N+1

Vu les majorations de la question 1, les séries Y., f(t+nT) et 3,50 f(t -
nT) convergent : en faisant tendre N vers +oo, on en déduit que F(¢t+T) =
F(1).

Nous avons montré que F est une fonction périodique et de classe €' sur R
(donc, en particulier, continue sur R). Par le théoréme de Dirichlet, la suite
des sommes partielles (Sn(F)) converge uniformément, donc simplement,
vers F. Autrement dit, pour tout £t e R :

3 cn(F)e™™ = F(t).

nez

Il ne reste plus qu’a calculer les coefficients de Fourier de F, et I'affaire est
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dans le sac. C’est tout droit :

1 T .
VneZ, clF) = / F(t)e mtdy
0

1+oo

T .
== t+kT)e ™t
T JAGI T
1 +oo (k+1)T .
_ = ¢ —mw(t—kT)dt
T k’:z—:oo /kT f{te

= % [m f(t)e ™t
= 1),

Le passage de la premiére a la deuxiéme ligne mérite quelques justifications.
Comme on l'a vu, f, est continue sur R pour tout n € Z et la série de
fonctions Y. f, converge uniformément vers F sur R, donc en particulier
sur [0, T]. On peut donc bien intervertir somme et intégrale.

Finalement, on obtient bien la formule sommatoire de Poisson recherchée.

2. (a) La fonction f : x — el est intégrable, continue sur R, et de classe €
sur R*, et il n’est pas difficile de se convaincre que x — (1 + |z|*)f(z) et
x> (1+|z|*)f(x) sont bornées; la formule de Poisson s’applique donc
et 'on a

Z f* (n)einwt.

nez

1
T

Zf(t+nT) =

nez

FIGURE 7.3 — Les fonctions f:z — e et F, avec T =3

Il s’agit maintenant de calculer la seconde somme. Soit n € Z. On trouve

+00 i 0 ) +oo '
f*(n) = / e—a|t|e—mwtdt: f e(a—znw)tdt+/ e—(a+mw)tdt

oo 0
( e(a—inw)t) 0 e—(a+inw)t) A
- lim [— ] . [_—, ]
A—oo a —inw A a +1nw 0
1 1
= ; + ;
a —itnw a+ 1w
2a
a? +n2w?’

On en déduit que

F(t) _ Z e—a|t+nT| _ 2% Z

nez nez

eznwt

a? + n2w?’

6. Pas directement en fait, car f n’est pas ' sur R. Toutefois, on peut reprendre la preuve de
la question 1 : la fonction F est €' par morceaux et continue (elle est €* sur R privé de 'ensemble
discret TZ), et tout fonctionne a 'identique.
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(b) En appliquant la formule précédente avec w = 1 (c’est-a-dire T = 27), et
t =0, on obtient :

1 2a 1
F(O) _ _ Z e—2a|n\7r -9 Z e~2anm_1 _ 9 Z (e—2a7r)n_1 -9 . 1.
2 nez a? +n? nez neN neN 1 —e2om
Ainsi,
1 2 1+e20m 274
a ° © = coth(7a).

%neza2+n2 T ] _e2ar  glam ]
Finalement, on obtient

> _Lo.r coth(ra).

2 2
nez, @ +n a

(c) Isolons dans la somme le terme en n. =0 :

Z 1 i+22 1

2.2 2 2. 2
sz, a4+ nc  a neNe aF +

et posons
1 1
5 ¢t h:aw~ Z 55"

g!al—>

De l'inégalité ﬁ < #, on déduit que la série de fonctions continues
Y neN* Wan converge normalement, donc uniformément, et que h est conti-
nue sur R (comme somme uniformément convergente de la série des fonc-
tions continues hy, : a — ﬁ, neN*).

Trouvons un développement asymptotique de g en O :

x - 2 2 -1
coth(z)= S8 = (1 N % ¥ 0(x3)) 1 (1 N % N 0(3:3))
X

eCE — e—l‘

2
1 1+x—+o(ac3) =1+£+o(x2).
x 3 z 3

On a donc, en utilisant la formule précédente :

1 1
g(a) = T coth(ma) = T (— + 0(a2)) =+ Ty o(a).
a a\ma 3 a’> 3

Finalement, on a démontré 1’égalité

1 1 7
3t 2h(a) = g(a) = 2ty +o(a),

d’ou )
1 T

——=h(a)=—+ )

e a? +n? (a) 6 o(a)

En faisant tendre a vers 0 et, compte tenu du fait que h est continue, on

obtient ﬁnalement .
—1 = h(O) = —2
Z n2 6

neN*
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Exercice 44 (Noyau de Fejér et théoréme de Weierstrass trigonométrique)

Soit E l'espace des fonctions continues, périodiques, de période 27, de R dans
C. Pour tout n > 0, on note

1 n—1

n .
on(z) = ) ek K, = = > 0.
k=-n n j=0

La fonction K,,, qui est bien dans E, est appelée noyauEl de Fejér.
On fixe une fonction f de E; nous allons montrer que si ’on pose

K, * f(z) = % fozﬂ f(x - y)K,(y)dy,

alors, la suite (K, * f) est une suite de fonctions polynomiales trigonométriques
tendant vers f pour la norme uniforme de E.

1. Montrer, pour tout entier naturel, les formules

1 ron 7| e
L K@) =1, Ko@) = 225D g,
2w Jo n sin (%)

2. (a) Soit (j,k) € Z?, montrer que

0<j<n-1et —j<k<jest équivalent & —n+1 <k <n-1et |k|<j<n-1.

(b) En déduire 'égalité K, (z) = Xp__, (1 - %')eikx.
3. (a) On fixe £ > 0. Montrer qu’il existe > 0 tel que pour tout z,y € [0,27],
|z = y| <n implique |f(z) - f(y)] < 5.
(b) On fixe M > 1. Montrer que |K,, * f(z) — f(z)| < Me pour n assez grand.

En déduire que la suite (K, * f) est une suite de fonctions de E tendant
vers f pour la norme uniforme.

4. Pour tout n 2> 0, soit

n . 1 2 .
Sn = lkx? = f _Zkyd 9
(x) = ) ce™, o 5 J, ey

k=—n

les sommes partielles de Fourier, ou les ¢ désignent les coefficients de Fourier.
Montrer que K, * f = % ZZ;& Sk et en déduire le théoréme de Fejér qui stipule
que la moyenne arithmétique des sommes partielles de Fourier de la fonction
continue périodique f converge uniformément vers f.

Soluce
1. On sait que pour tout entier k, fozﬂ e dx = 2m80y. On en déduit fozﬂ op(x)dx =
27 et la premiére formule découle de la linéairité de I'intégrale.

Pour la seconde formule, on note que x ¢ 277 implique €™ # 1. On peut utiliser
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la formule de la série géométrique pour prouver que

 ina e(@n+l)iz _ 1 B e(ntlyiz _ —inz
on(x) =€ e prr
Il en résulte
1 n-l N .
K ()= ——— elitl)iz _ —ijx
(@) n(e“‘—l)jzo( )
1 ir enia: -1 (n-)iz enix -1
= - e - —e P
n(e® —1) er—1 e —1
nizx _nix 2
eim(enim — 1) (1 —nix) (eT —e ) SiHQ(%)
=——=(1-e€ = , : = .
n(e - 1) n(es —e"%)2  nsin®(%)

2. (a) Si0<j<n—-1let—j<k<y, alors, -n+1< —j <0 et il est clair que
-n+1<k<n-1. Denplus, |k|<j<n-1.
Réciproquement, si [k|<j<n—-1,alors —j<k<jet0<j<n—-1.

FIGURE 7.4 — Comptage de points du 2 (a)

(b) On a tout d’abord K, (x) = %Z;fol oj(z) = %2?2—01 i}j e Par ce qui
précéde, il vient

1 nzl n-l 1 n-l )
Kn(z)== > > ek = = > (n- k| etk
" f=—n+1j-|k| M g=—n+1

Il ne reste plus qu’a ajouter deux termes nuls aux deux extrémités de la
somme pour obtenir K, (z) =Y7__, (1 - &n')eikx.

3. (a) Comme f est continue sur le compact [0,27], elle y est uniformément
continue par le théoréme de Heine. L’existence n en découle.

(b) Par la question 1, on a f(x) = % 027r f(2)K,(y)dy. Ceci implique

1
T

2m
Kox f@) = f@) = 5= [ (e =9) = F@) Ka(w)ay.

Par la question 1, K, (z) est un réel positif. Il vient alors

Ko x 7(0) = @I <5 [ 15 =9) - S Kal)dy =Ts + o + Ty,
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avec

vz [ ) - F@IRawdy = o [ 1) - @) Ka()dy,

S~
¥

1 2w
L= 5= [ If(@=-y) - f(@)Kn(y)dy.
™ J27-n
Par 1) et 3a), I fo K, (y)dy = £, et de méme I3 < 5. De plus, comme

sin(t/2) > 8111(77/2) pour n <t < 2w - 17,

2m—
Lo [ 15 -0) - @) oy <

nsin®(1) nsin®(1)

ot ||fll., est la borne sup de f. On en déduit en faisant la somme des

inégalités
2|1 £1lso
|Kn*f(93)—f($)|<5+7n-
nsin®(3)
Comme M > 1 et que % tend vers 0 quand n tend vers l'infini, on
2
peut trouver n assez grand pour que 'on ait [K,, * f(z) - f(x)|<e+ (M-

1)e = Me.
Ceci implique bien que la suite (K, * f) tend vers f pour la norme uni-
forme. Le fait que K, * f soit périodique résulte de sa définition, et le
fait qu’elle soit continue provient des critéres de continuité d’une fonc-
tion définie par une intégrale; ici il est suffisant de voir que la fonction
f(x—y)K,(y) est continue en x et en t € [0,27], qui est fermé borné.

4. Par 2w-périodicité des fonctions, on a pour tout x
2 ik(z-y) w27 iky r iky
[ rweteay == [T p@-peay = [7 p@-yetiay
21 i
= f [z —y)e™dy
0

On peut écrire
n—-1

k . k T ..
@S a5 [ ey

1 7= 1 n—1

— Z Sk(z) =

k=
n-

S L ey = 5 [ Ky =Ko S o).

»—lO

1
n2m
1
n2m

Le théoréme de Fejér découle alors directement de la question 3.

Remarque. Voici quelques commentaires sur 1’exercice. Tout d’abord, on peut voir
la fonction K,, tendre vers un "Dirac", ce qui explique le résultat K, * f — f ob-
tenu. Ensuite, sur le résultat lui-méme, on peut dire qu’il s’agit d’un théoréme de
Weierstrass trigonométrique. En effet, la suite %ZZ;& Sp(z) est une suite de fonc-
tions trigonométriques (sous forme exponentielle), et cette suite tend uniformément
vers la fonction continue f, ce qui 'apparente au théoréme de Weierstrass, voir exer-
cices 5| et Pour finir, on note que ce résultat s’inscrit par rapport au théoréme
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FIGURE 7.5 — Graphe des premiers noyaux de Fejer K,

de Dirichlet qui, dans le cas d’une fonction continue et €' par morceaux, assure que
la suite de fonctions S,, converge simplement vers f. Par le théoréme de Cesaro, la
suite des moyennes converge également vers f, mais comme on vient de le voir, la
convergence est cette fois-ci uniforme.

Remarque (L’interprétation par le théoréme de Korovkin).

Cet exercice devient passionnant si on le regarde a travers le prisme du théoréme
de Korovkin, voir exercice 4l En effet, il n’est pas bien difﬁcilelﬂ d’adapter le théo-
réme de Korovkin pour montrer que les fonctions trigonométriques sont denses dans
I’espace E des fonctions continues réelles 27-périodiques.

Eclairons un peu le propos. On voit dans un premier temps qu’une variante facile
du théoréme de Korovkin dit que si (uy)nen est une famille d’opérateurs linéaires
positifs de E (ou, si 'on préfére, d’endomorphismes de E qui envoient une fonction
positive sur une fonction positive), et si u, (f) tend vers f (pour la norme uniforme)
lorsque f =1, cos(x),sin(x), alors u,(f) tend vers f, pour la norme uniforme, quel
que soit f dans E.

La premiére idée est donc d’utiliser 'opérateur u, qui envoie f sur la somme
partielle de Fourier :

L " 1 2 "
un(f) = > cke™™, avec ¢ = o [ F(y)e ™ dy.
k=-n ™ JO

Cet opérateur est bien linéaire, mais malheureusement, il n’est pas positif! Effec-
tivement, il s’agit de 'opérateur u,(f) = % 027r flx—y)on(y) dy, (penser a changer
x —y en y et utiliser la périodicité) avec

e(2n+l)iz _ ) e(n+l)iz _ —inx B sin((n + %)x)

n
_ ikx _ —inT _ -
on(@) = k;ne ‘ e —1 e —1 sin(§)

Il apparait clairement que cet opérateur n’est pas positif. L’idée (génziale, avouons-
sin® (&2

Ceci explique que l'opérateur f — K, * f est positif et que 'on peut appliquer
la variante du théoréme de Korovkin pour montrer que K, * f tend uniformément
vers f. Il suffit de le faire pour les trois fonctions 1,cos(x),sin(x), dont les sommes
partielles de Fourier sont évidentes a calculer.

le!) est de moyenner cet opérateur pour le rendre positif : K,,(x) =

8. Voir par exemple la vidéo https ://www.youtube.com/watch 7v=7qfhq9-QZ5g



Chapitre 8

Intégrales : généralisées, a
parameétre, multiples

8.1 Intégrales généralisées

Cadre (Gauss sous toutes les coutures)
Le but des exercices suivants est d’étudier et calculer 1'intégrale de Gauss :

+00
I= / e dz.
0

La méthode la plus expéditive reste tout de méme 'intégrale double de I’exercice[61]

Exercice 45 (méthode 1 : intégrales de WallisE[)
La méthode que l'on va suivre rameéne le calcul de I aux intégrales de Wallis, en
obtenant l'intégrale de Gauss comme limite d’une suite d’intégrales.

Soit, pour & € R et n € N¥,

fn(w)={(()1_%)n Bosesn

sixz>n

On définit également f(z) =e™ pour z € R*.
Enfin, on définit une autre suite de fonctions, pour x € R* et n € N*,

gn(x) = fu(2?), et g(x) = f(a?).

1. Montrer que

g

lim . gn(t)dt = 1.

n—+oo

2. En utilisant I’équivalent en 'infini des intégrales de Wallis, en déduire la valeur
de l'intégrale de Gauss.

103
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Soluce
1. Nous allons utiliser le théoréme de convergence dominée.
Tout d’abord, pour tout n € N*, la fonction g, est intégrable sur R*, puisqu’elle
est continue sur 'intervalle [0, \/ﬁ], et nulle partout ailleurs.

Fixons maintenant € R*. Pour x ¢ [0, \/ﬁ], les fonctions étant nulles dés que
T >\/n,ona:

gn(x) ) (1 ) x_g)n _ enln(l—%) _ en(—%wto(%)) _ e_x2+o(1)‘

On en déduit que la suite de fonctions (g, ) converge simplement sur R* vers
la fonction g.

A présent, majorons les fonctions (gn)n- Remarquons déja que, pour tout n €
N*, et pour tout x € R*, 0 < gn(x). De plus, fixons n € N*; on sait que, si
x 2+\/n,on a

gn(x) = 0.

Ensuite, pour z € [O, \/ﬁ[, on a

2

0<l1-—<1L
n

Comme, pour tout u € [0, 1], on aln(1-u) < —u, par inégalité des accroissements
finis, on peut écrire, pour n € N* et x ¢ R* :

22

gn(x) = o) () Joet g(),

qui est une fonction continue, et intégrable sur R* puisque, en 0, elle est négli-
geable devant x — 1/y/x, qui est intégrable, par le critére de Riemann, et qu’en
I'infini, elle est négligeable devant x + 1/22, intégrable, par le méme critére.

Ainsi, le théoréme de convergence dominée s’applique, et 'on obtient :

+00 +00 +oo
I ntdt:/ I ntdt:f £)dt = 1.
im o gn()dt= | lim ga(t) . 90

n—+00

2. L’égalité de la premiére question se réécrit de la fagon suivante :

n—+oo J(O n—+o00 n

+0oo \/ﬁ 2\"
I= lim gn(t)dt = lim (1—“3—) dz.
0

Il s’agit donc d’étudier le membre de gauche. Pour n € N*, posons

Vil a2\"
Jn—fo (“g) dz.

On effectue alors le changement de variables x/\/n = cos(t), qui est un difféo-
morphisme de |0, /[ dans ]0,7/2[. On a alors

Jn = ﬁo(l - c0s2(t))n(—\/ﬁ sin(t)dt) = \/ﬁ.[og sin?™*(¢)dt.

2

1. Prochainement dans le second TOM, découvrez la méthode Futuna !
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On reconnait ici une intégrale de Wallis, d’indice 2n+1. Or, par une intégration
par parties, et en étudiant le quotient des intégrales de Wallis d’indice pair sur
celles d’indice impair, quand n tend vers I'infini, on trouve 1’équivalent

—/Oisin”(t)dt ~ ] E

n—+oo 2n

T NZs
N e ~ X
Ml VI 2(2n + 1) no+oo 2

Finalement, en rapprochant ce résultat de la premiére question, on obtient la
valeur de l'intégrale de Gauss :

Donc, ici, on a

= lim J, = YT
n—+oo 2

Exercice 46 (méthode 2:intégrale & paramétre & équation différentielle)
Tout est résumé dans le titre : la valeur de l'intégrale de Gauss va provenir de
I’étude d’une fonction définie par une intégrale solution d’une certaine équation
différentielle.

Pour t réel positif ou nul, on pose

+00 e—t$2
h(t) = fo i,

1+ 22

1. Montrer que la fonction A est bien définie, et qu’elle est continue.

2. Montrer que h est dérivable sur R™ et calculer sa dérivée. En déduire que h
est solution d’une équation différentielle & déterminer.

3. Résoudre cette équation différentielle.

4. En comparant la limite de la fonction i en +oo et sa valeur en 0, déterminer
la valeur de la constante. En déduire la valeur de Iintégrale I.

Soluce
1. Dans toute la suite, notons

—tax?

e
fi(z,t) - 1522

définie sur R* xR*. Fixons t > 0. Tout d’abord, la fonction z — e_t$2/(1+x2) est
continue sur R*. De plus, z — e_th/(l + 22) est négligeable devant 2 + 1/z?
en l'infini, qui est intégrable par le critére de Riemann; cela montre que la
fonction f est intégrable sur R* donc que la fonction h est bien définie sur R**.
Pour montrer qu’elle est continue, on utilise le théoréme de continuité sous le
signe intégrale. Pour tout ¢ > 0, la fonction f(t,-) est continue (par morceaux)
sur R*; pour tout x > 0, la fonction f(-,z) est continue sur R**. De plus, pour
tous t et x positifs ou nuls, on a

t < :
)< —
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le membre de droite est une fonction indépendante de ¢ et intégrable sur R*
(c’est la dérivée de I'arc-tangente qui a une limite en l'infini).

Ainsi, par le théoréme de continuité sous le signe intégrale, la fonction h est
bien continue sur R™.

2. Pour montrer la dérivabilité sur R**, on utilise le théoréme de dérivation sous
le signe intégrale. Tout d’abord, pour tout ¢ > 0, la fonction f(¢,-) est continue
et intégrable sur R*. De plus, pour tout x > 0, la fonction f(-,z) est continue,
dérivable sur R**, et la dérivée est

2
%(t,x) - L gt

)

1+22

qui est une fonction continue en les deux variables. De plus, si ’on fixe a > 0,
alors, pour tout (¢,x) € [a,+oo[ x [0, +00[, on a

2

x
1+ 22

fonction continue et intégrable sur R*, par le critére de Riemann, toujours.

Ainsi, par le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, on en déduit que la
fonction h est dérivable sur [a,+oo[, et sa dérivée est donnée, pour tout ¢ > 0,

par :
+00 O f +o0 2 5

h’t:/ 9 d:—f T oty

(t) 0 815( )de o 14220 o

Ceci étant valable pour tout a > 0, la dérivabilité est valable sur tout R**.

Maintenant, en écrivant 22/(1+z?) = (1+22? -1)/(1+2?), on trouve alors que
la fonction h est solution de ’équation différentielle suivante, sur R** :

, too o +00 e—tIQ too o
h(t):—/o e da:+f0 —dw——[) e " dx+h(t).

1+22

En effectuant le changement de variables u = v/tx, qui est un difféomorphisme
de R* dans lui-méme, on obtient I’équation différentielle satisfaite par h :

W (t) = —%I+h(t). (%)

3. Il s’agit maintenant de résoudre cette équation sur R**. L’équation homogéne
h'-h=0

se résout de maniére classique. Ses solutions sont déterminées par une constante
réelle C : pour tout ¢ > 0,
h(t) = Ce'.

Quant & la solution particuliére, utilisons la méthode de variation de la constante.
Si C est une fonction dérivable telle que h = Cexp est solution de ’équation (*),
alors on a pour tout ¢ >0

C (1)t + C(t)e = 1 (1) = —%1 £ C(1)e,
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et donc
ot

Vi

qui permet d’écrire une solution particuliéreﬂ

Ct) = —I[Ot%du.

On récrit cette intégrale en effectuant le changement de variables v = \/u, qui
est un difféomorphisme de ]0,¢[ sur |0, /%[ :

C'(t) = —1,

Vi
O(t) = -21 fo e’ do.

Finalement, on peut affirmer que pour tout ¢ strictement positif,

2

¢ P [V
h(t) = Ce" - 2Ie / e ¥ do,
0
ot C est une constante a déterminerf]
4. Commencons par étudier la limite de la fonction h en 0 : d’une part, on a par

définition de h,

+oo 1 +00 s
h(0) = [0 112 dz = [arctan(x)]o =5

D’autre part, I’expression de h obtenue a la question précédente donne :
lim h(t) = C.
t—0+ (t)

En utilisant la continuité de i en 0, on trouve

c=I
2

Pour tout z de R**, on a : limy, .+ f(z,t) = 0. De plus, la majoration uniforme
0 < f(z,t) < 1/(1 + 2?) par rapport & t permet d’appliquer le théoréme de
convergence dominée et de permuter la limite en I'infini et I'intégrale :

+00 +00
lim h(t):tgglwfo f(x,t)dx:fo Jim_f(,t)de = 0.

t—>+o0

On a donc également
lim h(t)e™* =0,

t—>+o0

c’est-a-~dire, en utilisant I’expression trouvée précédemment,

Vi,
lim C—QIf e Vdv]=0,
t—+o00 0

2. Ici, on cherche une solution particuliére, pas la peine d’écrire la constante d’intégration.
3. Noter ’abus consistant & changer le statut de C toutes les deux lignes.
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ou encore

+0o0
O:E—Qlf e dv= T~ 912,
2 0 2

Comme I est I'intégrale d’une fonction continue et strictement positive sur R*,
I'intégrale de Gauss est positive et ’on obtient enfin :
VT

I=—.
2

Exercice 47 (Intégrale de Fresnel)
Le but assumé de cet exercice est de déduire de 'intégrale de Gauss et de 'inégalité
%x <sinz (ou z € [0,7/2]) la valeur de 'intégrale de Fresnel :

+oo .,
J= f e’ dux.
0

Pour r réel positif, on définit un chemin par la concaténation de trois courbes
(figure 8.1]) :

— S, le segment [0, 7], parcouru de 0 vers r,

— T, T’arc de cercle de centre 0 et de rayon r compris entre les arguments 0 et

7/4, parcouru dans le sens trigonométrique,

— U, le segment [re™/* 0] parcouru de re’™* vers 0.

1. On veut montrer que pour toute courbe fermée I, [ e’ dz = 0.

a) Montrer que pour tout n € N et toute courbe fermée I', on a : [~ z"dz = 0.
que p r

Utiliser le fait que 2" [(n + 1) est une « primitive » de la fonction a
intégrer.

(b) Développer e en série entiére et justifier la permutation de la série et

de l'intégrale. En déduire le résultat annoncé.
2. On veut montrer que lim,_ ;o /Tr % dz = 0.
(a) Vérifier que pour u € [0,7/2], cos(u) > 1 - 2u/m.
(b) Calculer le module de e lorsque z € T et en déduire la limite annoncée.

3. Démontrer enfin que J existe et la calculer a I'aide de I = lim,_ o -[Sr e de.

FI1GURE 8.1 — Contour pour l'intégrale de Fresnel
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Rappel. Pour T' une courbe paramétrée par v : [a,b] - C (supposée €' pom. et
€°) et pour f une fonction continue sur un voisinage de T', on définit I'intégrale
curviligne de f le long de T :

b
/Wf(z)d“fa F(v () (t)de.

Soluce
1. Supposons que la courbe I' est paramétrée par « : [a,b] — C. Dire qu’elle est
fermée, c’est dire que v(a) = y(b).
(a) Posons, pour z complexe, f(z) = 2" et F(2) = 2"} /(n+1). Pour t € [a, b],

(Foy)'(t) =7 () (v(1)" = F(v()7' ().
Il vient, puisque v(a) = y(b) :

[2raz= [ faz= [T iGN 0t = [FGM)], = F((@) () =0
vy v a

(b) La courbe I" est compacte donc contenue dans un disque de centre ’origine
et, disons, de rayon R. On a :

[e#ae- [ 5 E 0 5y ETW),

nz0 @ nx0
Posons, pour t € [a,b], fu(t) = fy’(t)(—’y(t)Q)n/n!. Pour tout ¢, on a la
majoration :

2n

[fa(t)] < C f|fn(t)|dt C(b- a)

ot C = SUPy[q,p] o (t)‘ La convergence de la série Y. [ ab | fn| permet d’échan-
ger la somme et 'intégrale, et on voit que chaque terme est nul :

f n>0f( 2 4 _7;0( 1.)71] 220z = 0

2. (a) Cela vient de la concavité du cosinus sur [0, 7/2] car sa dérivée seconde y
est négative.

(b) Un point T, est de la forme z = re’ ot t € [0,7/4]. On a :

.2 _n2,2it 2 _p2(1-4
‘ez‘:‘ ree :ercos2t<er(1ﬂ.
On a donc :
2 /4 r2e2it
‘f e ? e ireldt
T
71'/4 4’7‘
Srerf e ldt
0
.2
me "

2 ™
Ar (eT _1)<E'

4. Abus : ce qui est écrit n’est vrai qu’en-dehors des points de discontinuité, il faudrait recoller.
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Remarque. L’estimation est assez bonne puisque d’aprés des calculs nu-
meériques, le module de l'intégrale semble étre équivalent a 1/(2r) (exer-
cice...).

3. On parameétre S, par z =z pour z € [0,r]... Vu le sens de parcours, l'intégrale

sur U, est I'opposée de D'intégrale sur le segment paramétré par z = te'™/*

C2 0 O
€[0,7]. On a alors : e =e . On a donc :

T T . .
O:fe_Zde:f e_xQda:+f e_Zde—[ e it i/ gy
r 0 T, 0

Or on sait que quand 7 tend vers l'infini, la premiére intégrale tend vers I'in-
tégrale de Gauss, la deuxiéme tend vers 0. Par conséquent, la troisiéme a une
limite, ce qui prouve 'existence de 'intégrale de Fresnel et donne :

/'+oo e—itZdt = lim T e—’itZdt - e—iﬂ‘/4 f+00 e—xde — e—iﬂ'/4ﬁ
0 27

r—>+00 J() 0

ce que 'on peut écrire :

+ 00 +o00 1 T
t2 dtzf in(t? dtz—\/:
/0 cos(t?) ; sin(t“) 5\ 5

Exercice 48
Soit A € .#5(R) une matrice symétrique définie positive. Calculer l'intégrale :

I:= f/;m exp(~'XAX)dzdy ot l'on a noté X = (:;) .

Soluce
Comme A est symétrique définie et positive, on sait, par le théoréme de Sylvester,
qu’il existe une matrice réelle inversible P telle que A = PP, ce qui implique en
particulier det(A) = det(P)?.

Comme ’application X » PX est un diffeomorphisme de I'espace R?, le change-
ment de variables U = PX est licite (son jacobien est le déterminant de P); il donne,

en notant U = (Z) :

I= /]R? exp(-'UU) det(P) 'dudv = det(P) ! ffRz exp(—u? - v?)dudo.

On passe alors en coordonnées polaires : u =7 cos(f), v = rsin(f), pour obtenir

I=det(P)™? _[[IR+><[0 - exp(—r?)r dr dé.

Par le théoréme de Fubini (on est dans un cas de séparation de variables, avec
deux fonctions continues, respectivement, en u et v), on a :

1 +00 9 2m
I=det(P)” fo exp(-r )rdr/o dé.

Une primitive de exp(-r2)r est —% exp(—r?). On obtient en définitive :

™

Vdet(A)
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Exercice 49 (Wallis et les hyperboules)
On considére 'espace R™ muni de sa structure euclidienne usuelle. On veut calculer
le volume V,(R) de I'hyperboule B, (R) de rayon R définie par

Br(R) := {(mh...,xn) eR", Zx? < R2}
i=1

On propose de montrer les formules suivantes

2
Vn(R) = pnR", avec p1 =2, pa =7, pin = — pin-2.
Puis,
%Rzm si m = 2m est pair,
Vn(R) - 2m+1,.,1-m
%—T&Rzm” sin=2m+ 1 est impair

1. Vérifier la formule pour n =1 et 2.

2. On veut calculer I'intégrale de Wallis I, := [, sin" (¢)dt.
(a) Montrer, par une intégration par parties, que nl, = (n —1)I,,_. En dé-
duire, au passage, que nl,l,1 = 3.
(b) Calculer Ig;41, puis, Ioy,.

3. En vous ramenant & 'intégrale de Wallis aprés changement de variable, mon-
trer par récurrence la formule proposée.

4. Etudier les variations du volume de la boule B, (1) en fonction de n.

Soluce
1. Pour n =1, on trouve B1(R) = 2R, qui correspond bien & la longueur du segment
[-R,R], et pour n = 2, on a Bo(R) = mR2, la surface du disque, formule qui n’est
plus a présenter, et qui en a séduit plus d’'un, d’Archiméde & Grothendieck.

2. (a) On peut commencer par décomposer,

™ s ™

I, = '[05 sin"(t)dt = /05 sin" 2 (t) (1-cos?(t))dt = In_g—'[oi sin"2(t) cos?(t)dt.

On suppose . > 1 et on intégre par parties en posant u’ = sin” 2(t) cos(t),

v =cos(t), et donc, u = % sin®1(t), v' = —sin(t), pour obtenir :

5 ) cos(t)  n1,q5. 1[5, 1
A sin" () cos (t)dt=[m31n (t)]ngn—l./(; Sin (t)dt:n_lln‘

D’ou légalité I, = 1,9 — ﬁln, et donc, nl, = (n-1)I,_2.
On en déduit alors, en multipliant par I,_; cette égalité, que la suite de
terme général nl,I,_; est constante. Il vient donc

T

™
’I’LInIn,l = 1110 =1- 5 = 5

En effet, on trouve, en intégrant sin(t), que Iy = 1,
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(b) On a par récurrence Ig,.1 = %Il Comme I; =1, il vient :

(2m)(2m -2)--(2)  (2m)*(2m -2)%-(2%)  22™(m!)?
(2m+1)(2m-1)--3 (2m +1)! C@2m+ 1)

Iome1 =

Puis, la relation (2m + 1)Igpm+11om = %, prouvée plus haut, montre que

o @m)! 7

Tom = 22m (ml)2 2

3. La boule B, (R) est I'ensemble des n-uplets (r1,...,2,) tels que 27, 22 < R
inéquation que 'on peut aussi écrire

Ceci implique

Bn(R) = {(U7:En) eR"! x R, u e By (\/ R? _CU%), -R<az, < R}

Par un corollaire classique du théoréme de Fubini, il vient

R
V., (R) = d =/ f dudz,.
(R) B, (R) R Bn,l(\/RQ—z%) uae

On suppose, par récurrence sur n, que V,(R) =y, R", pour un réel p,, dépen-
dant de n. Notons cette hypothése H,,. L’hypothése H; est vraie, avec up = 2.
Supposons H,, vraie, alors, d’aprés ce qui précéde,

R R 2 .2 \n/2
Vn+1(R) :[R fn(m) dden+1 = _[R Nn(R _xn+1) d$n+1.

Le changement de variables x,.+1 = Rcos(t) donne

0 ™
Vo1 (R) = —pin, [ R"sin™(¢)Rsin(t)dt = R" ', / sin™" (¢)dt.
s 0
Notre récurrence est donc bien établie, avec

T
Hn+1 = Hn /0‘ Sinn+1(t)dt = 2pnlni,

en utilisant sin(7 —t) = sin(¢). En particulier, cela implique

27
tn = 2pn-11n = 4pinolply 1 = ?,U/n—Q‘

Comme 1 =2 et pp =, on trouve les formules annoncées.

4. Le volume de la boule unité en dimension n est V, (1) = .
Comme p, = 27” ln-2, ON constate, par exemple en prenant le logarithme, que
1n tend vers 0, ce qui ne manque pas de décevoir sur la représentation intime
que l'on pourrait se faire d’'une hyperboule.
Plus précisément, comme la fonction sin est comprise entre 0 et 1 sur [0, T ],
on voit que sin™*!(t) < sin™(t) sur ce méme intervalle, et donc, la suite I,
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décroit. On peut noter, par un petit calcul utilisant les formules de 2)b) que
2I5 > 1 > 2Ig. On obtient alors, puisque p, = 2l, -1, que la suite p, croit
jusqu’a ws, puis, décroit pour tendre vers 0.

On peut, par pur voyeurisme, regarder cela de plus prés, en calculant p; = 2,
pp =7 3,14, g = 4T 2419, g = T 24,93, ys = 8T = 5,26, pg = = = 5,16,

.
3
)

Remarque. On peut voir facilement & I'aide de la formule de duplication de Legendre
(exercice que V,(R) = up,R™, avec pin, = V(1) = /2

r(z+1)’

Remarque. Les hyperboules expliquées aux amateurs de « Petits Lu ». Voyons un
Petit Lu comme un carré plein. Quand on en grignote les « oreilles » pour n’en
laisser que le disque intérieur, on en mange en proportion 1 -7, c’est-a-dire 21,46 %
environ. Si on prend un Petit Lu cubique (en dimension 3), alors, le grignotage passe
a une proportion de 47,62 %, puis 69,19 % pour un Hyper Lu en dimension 4... Et
ce nombre ne fait qu’augmenter en atteignant rapidement quelque chose de proche

du 100 %. Moralité, il faut se méfier du grignotage, surtout en grande dimension !

w3

Remarque. On peut trouver un équivalent de u, a I'aide de la formule de Stirling,
pour voir que u, converge rapidement vers 0. On peut aussi décliner sans peine le
probléme avec des boules pour la norme N,,, donnée par

1
Np(@1,... ) = (Joa " + - fan ") 7

Remarque. Et 1’ « hypersurface » de ’hyperboule, alors ? Il suffit de dériver la formule
du volume que 'on vient de déterminer !

8.2 Intégrales & parameétres

8.2.1 Fonction gamma

Exercice 50 (Formule des compléments)
On fixe z € ]0,1[, si bien que I'(z) et I'(1 — z) sont bien définis.
Le but de cet exercice est de démontrer la formule des compléments :

s

F'(z)T(1-2)=

sin(mz)

Plus précisément, nous allons montrer qu’elle est une conséquence de la formule
de duplication de Legendre, qui fait I’'objet des exercices [62] et [53] de ce recueil.
On rappelle que, dans ’exercice en question est démontrée la formule sui-
vante, valable pour z € ]0,1[ fixé, et lorsque n - +oo,
n*n!

L) = nl—igrnooz(z +1)(2+n)

1. Démontrer la formule suivante, qui donne un développement de la fonction
sinus sur R en un produit infini :

+00 2’2
VzeR i = 1-——=].
zeR, sin(z) z;j[l( 772132)



114CHAPITRE 8. INTEGRALES : GENERALISEES, A PARAMETRE, MULTIPLES

2. A l'aide de la formule rappelée ci-dessus, en déduire la formule des complé-
ments.

Soluce
1. On ne présente plus la formule suivante, qui donne I’exponentielle comme une
limite polynomiale :

T n
VreR, &%= lim (1+—) ,
n—>+oo n
ainsi que la formule reliant exponentielle et sinus :
T e—im

VrxeR, sin(z)= 5;
i

Cela donne l'idée de poser, pour z € R, et pour tout n entier naturelEL

. 2n+1 . 2n+1
Po(2) = — (1+ e ) —(1— v )
21 2n+1 2n+1

Par une étude classique de limite, on voit que, pour z € R,

liIP P,(z) =sin(z),

comme attendu. Dans toute la suite, on fixe n € N.
Etudions maintenant les racines de ce polynéme ; on cherche les z € R tels que

. 2n+1 . 2n+1
(1 . 12 ) B (1 iz ) _0,
2n+1 2n+1

ce qui s’écrit encore
; 2n+1
1z
(1 MPTES] ) _1

1- 2:111
Fixons k € {-n,...,n}; définissons alors zj par la formule
1+ 2 2k
T eXp(2 1)'
1- 2n+1 n+

Comme le membre de droite exp ( 22;]“:;) n’est jamais égallﬂ a —1, quel que soit k

entre —n et n, I’égalité précédente équivaut a :

2ikm
e2n+l — |

2ikm
e2n+1 4+ 1

2k = —i(2n + 1)

Enfin, en factorisant I'angle moitié, on obtient :

%% si k
2p = —i(2n + 1)%
2n+1

- (2n+1)tan(27j+1) (-n<k<n).  (»)

5. On verra pourquoi choisir 2n + 1 au lieu de n plus tard.
6. C’est 1a l'intérét d’avoir considéré les termes impairs, de la forme 2n + 1.
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On obtient alors 2n + 1 éléments, distincts, qui annulent le polynéme P, (il
suffit de le vérifier) ; on a bien trouvé les racines de P,,.

Enfin, notons que le polynéme P,, n’est pas nul, au moins & partir d’un certain
rang, puisque lim,,, o Py (2) # 0 (en général) ; et son degré est au plus 2n + 1.
Cela assure que les 2n + 1 racines (distinctes) exhibées précédemment sont
toutes de multiplicité 1.

On peut donc écrire, pour tout z € R et tout n € N, et en regroupant les termes
par pairesﬂ

n z - 22
Pn(z) =Zk:_1;[k¢0(1— (2n+1)tan( k )):Z;:Il(l_ (2n+1)2tan2( k ))

2n+1 2n+1

On aimerait maintenant pouvoir faire tendre n vers l'infini... Hélas, 1'étude
d’une suite doublement indicée s’impose. Fixons dans tout ce qui suit z € R, et
posons alors

k 22
zH 1 m.) sil<kg<n

vg(n) =1 ja (2n+ 1)2 tan? (71
P,(2) sik>n.
Pour w € [0,7/2[, on a par convexité de la tangente : tanu > u. Pour 1 <k < n,
on a donc :
ok (n) = vp-1(n)| = s vg-1(n) < ﬁka(n)-
(2n +1)2tan? (Z£) (7k)?

Par ailleurs, supposons que z # 0 (le résultat est trivial si z = 0) et utilisons
Iinégalité In(1 — u) < —u, valable pour u € ]0,1[. On écrit :

22

(2n + 1) tan? (524)
2

z

k
In|vg(n)| <Infz[+ ) In|l -
j=1

k
<In(lz]) + Z

j=1 (2n + 1)2 tan2 (l)

2n+1
e 5 L
<Inlz| + — < +00
) jzl(ﬂ-j)Q

(Dans la derniére ligne, on a utilisé & nouveau la majoration tanwu > u pour
u e [0,7/2[.) Grace a cette seconde inégalité, pour tout 1 < k < n, le logarithme
de vk (n) est borné, ce qui implique que v(n) est borné. Il existe donc un réel
C,, dépendant du réel z, tel que pour 1 < k < n,

C.
vk (n) = vg_1(n)| < 2

Cette majoration est aussi valable pour k > n, puisque pour un tel k, on a
v — k-1 = 0. On en déduit que la série de fonctions

Z (vk — Vr-1)

k>1

7. Et sachant que le terme en k£ =0 vaut 1...
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converge normalement, donc uniformément, sur N. Or, par télescopage, cette
série est égale a la limite de la suite des (vg)g ; on en déduit donc que la suite
(vg) converge uniformément.

Enfin, comme, pour tout k > 1, la suite (Uk(n))n?1 admet une limite finie, le
théoréme de la double limite s’applique donc, et 'on a, pour tout z € R,

+00 22
i = lim P = li li = i li = 1-——
in(z) = A Pale) = Jlim Jim oelm) = Jim D ven) H( o
Finalement, on obtient la formule désirée : pour tout z € R,

2

: A z
sin(z) = Zﬂ (1 gy ) .

2. Observons la formule rappelée dans I'énoncé. Etudions alors le produit :

z2(z+1)(z+n) (1-2)(2-2)-(n+1-2)
n#n! nl=#n!

En distribuant les facteurs de n! dans les facteurs du numerateur, et en regrou-
pant les différents éléments du produit deux par deux pour faire apparaitre des
égalités remarquables, on obtient

z2(z+1)(z+n) (1-2)(2-2)-(n+1-2)

n#n! nl-znl
_ 2(1+2)(1+ %)(1 + %) . (1-2)(1- %)(1 - %)(1 -z+n)
n? nl—z
z2(l-z+n 22 2"
= “T”(l_Z?) (1_2_2)...(1_E)

En utilisant le résultat de la question précédente, on en déduit alors que, lorsque

n — +00,
1 o2z 1) (z4n) (1-2)(2-2)(n+1-2)
D(2)[(1-2) n—+oo n#n! nl=2n!
n 22

:nliﬂfg(l - ﬁ)
+00 22

i
k=1

Or, par la question 1, ceci est égal a sin(7wz)/7. On a donc démontré la formule
des compléments : pour tout z € ]0, 1[,

1 _ sin(7z)
F(z)I'(1-=2) T
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Soluce
1. On a, par définition de T,

+00 1 oo +o0 400 Lia/-1
I'(a)l(a) = f s e ds [ t* et dt = f s@ 1 e ds dt.
0 0 5=0  Jt=0

On pose alors le changement de variables (u,v) ~ (uv,u(1-v)), dont on vérifie
qu’il définit bien un €!-diffeomorphisme, de R**x]0, 1[ vers R**xR**, d’inverse
(s,t) = (s+1,555). On calcule son jacobien

v U
1-v -u
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Par le théoréme de Fubini, on obtient :

/ a-1a'-1_-u T aral-1 —u ! a-1 a’-1
F(a)F(a)=[fR*x]Ol[(uv) u® e ududv=/u u e du/; v* (1-v)* 7 do.

La formule T'(a)T'(a’) =T'(a + a’)B(«, ') en découle.
2. Pour a€]0,1[ et o/ =1-q, il Vient, en constatant que I'(1) = 1 et en faisant

le changement de variable t = £

B 1 1 d + 00 ua_l d 1 ua—l d +00 uOl—l d
- B(a,1- :f o (1-) t:/ :f f .
(p(a) (a a) 0 ( ) 0 1+u “ 0 1+u ur 1 1+u “

Dans le terme de droite, on pose, fagcon de parler, «u = % », pour obtenir

pla) = / Cl+u du.

Pour en déduire le développement désiré, on va développer 1/(1 + u) en série
entiére : pour N e N et u € ]0, 1[, on écrit :

(_ )N+1
— 1)+~
z< e,
puis
fl ua—ld % (_1)n . fl (_U)N+1ua—1d
——du= — —— du,
0 1+u cha+n 0 1+u

1, N+1 1 1
ol 0 < f du < / uNldy = .
0 1+u 0 N+2

En passant a la limite N - +o0 et en procédant de méme (« ~ 1 - «) pour la
deuxiéme partie de l'intégrale, on trouve :

1)" 0o 1)" o0 (17 +oo (1 n+1 1)
)—E( ) Z( ) ‘Z( )+Z( ) Z( )"
coa+n l-a+n Ha+tn [pHa-n-1 ‘= a+n
3. Par ailleurs, pour z ¢ 77,
x cosf  2cos’ % - 1 1
cot - —cotx = —5 — ——— — = — —=—.
2 sing  2sinjcoss  2sinjcosg  sinw
D’apres l'exercice 2] en écrivant = = ma
T 1 1 2a 1 1 1
7TCOt7TO[:—+27T2Oé W:—‘FZﬁ:—‘FZ( + )
e’ sl et —nfme o jSjaf-nt o si\a-n oa+n
d’ou :
T T 1 1 1 1
- =mcot — —mecotmau = — + Z = Z( + )
sin oy 2 a 1\5-k —+k: si\a-n  a+n
_— 2 1 1
=—+ lim - lim +
a  No+too T\~ 2k a+2k N—>+o<> a-n a+n

S %(ﬂ+<-1>"):l+z(ﬂ+(—l>"):Z(—1)”_
1

a Notoo = \a-n a+n a Si\a-n a+n) ‘Za+n

Justifications :
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— de l'antépénultiéme égalité (notée =) : pour n pair, n = 2k, on trouve

2 2 1 1 1 1
(a—2k+a+2k)_(a—n+a+n):a—n+a+n;

pour n impair, on trouve juste

1 1
antasn)
axn azxn
— de la derniére égalité : elle est justifiée par la convergence des séries alternées
—-1)"
Zn21 (oz:tzz :
On peut alors conclure.

Cadre (Formule de duplication de Legendre)

Le but de cet exercice est de démontrer la formule de duplication de Legendre. On
rappelle tout d’abord que la fonction gamma est définie pour = réel strictement
positif par :

_ oo —tyx—-1
[(x) = e 7 dt.

La formule de duplication est alors la suivante :

Ya> 0, 2a-1r(%)r(o‘; 1) - V7 I(a).

Exercice 52 (méthode 1 :intégrale multiple et changement de variable)
Partie 1
Pour a >0, et x >0; on pose

+00 o
Hy(z) := fo o @) g,

On rappelle également le résultat suivantEl :
+o00
/ et dt = ﬁ
0 2

Montrer que la fonction Hy, : [0, +00] — R est continue.
Calculer H,(0).

Montrer que la fonction H, est dérivable sur ]0, +oo].

= 80 D=

Calculer, pour = >0, H/, (x) en fonction de H,(x).

On pourra utiliser le changement de variables t = <, pour a convenablement
choisi.

5. En déduire que, pour A >0 et >0,

1 W - ax
Hy(z) = 5\/56 ez
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Partie 2
Pour o > 0, on pose

~(ey*+%) a-1
Ja)= [ dzdy.
() (R:)2e v % 2dady

1. En utilisant la partie 1, montrer que

NZ3
J(a) = St ().
u = xy?
2. En effectuant le changement de variables . montrer que 'on a
==,
Yy

- (3)r(257).

3. En déduire la formule de duplication de Legendre, pour tout « > 0.

Soluce
Partie 1
1. 11 s’agit ici d’utiliser le théoréme de continuité sous le signe intégrale. Tout

(at?+ 2
d’abord, pour tout ¢ > 0, la fonction = — e (at+3%) ost continue sur [0, +0o] ;

de méme pour la fonction ¢ + —(at? + 1) sur ]0,+oo[, pour tout > 0. De plus,
pour tout (x,t) e Ry xR}, on a

—(at?+= _at?
e (%) (gt

qui est une fonction continue, indépendante de x, intégrable sur [0, +oo[, puisque

-at? _ l
¢ B t—>?—oo (tQ) ’

Ainsi, d’aprés le théoréme de continuité sous le signe intégrale, la fonction H,
est bien continue sur [0, +oo].

2. On a, par définition,
+o0
H,(0) = [0 e s,

En s’inspirant du résultat sur 'intégrale de Gauss rappelé dans I’énoncé, effec-
tuons le changement de variable u = \/at (on rappelle que a > 0), qui est bien
un difféomorphisme de [0, +oo[ dans [0, +oo[. On obtient alors

1 +oo 2 1 [/«
Ha():—/ ’“dt:—\/:
0) Va Jo ¢ 2V a

8. Il s’agit de l'intégrale de Gauss, qui peut se calculer de plusieurs fagons : intégrale de Wallis,
passage en coordonnées polaires... Voir les exercices [45] et @
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3. On utilise ici le théoréme de dérivation sous le signe intégral. Tout d’abord, pour
tout x > 0, la fonction f: ¢+~ e (P 455) gt intégrable sur ]0, +oo[. En effet, elle
est continue, donc intégrable sur tout segment inclus dans ]0, +oo[ ; en l'infini, f

est équivalente & la fonction ¢ — e‘atQ, qui est, comme on 1’a vu précédemment,

négligeable devant la fonction t — t%’ qui elle-méme est intégrable en 'infini,
par le critére de Riemann. En 0, de méme, f est équivalente & la fonction

- 1 N . . :
t—e 2= o0 (t‘i ), fonction intégrable en 0, par le méme critére de Riemann.

t—

De plus, pour tout t > 0, la fonction f admet une dérivée partielle en z,

—1 (a4 3)

of
Vt>0, Vx;(), %(x,t):t—Qe s
et cette dérivée partielle est continue en ¢ et en x, respectivement sur ]0, +oo[
et sur [0, +oo[, et, pour tout ¢ > 0,2 >0, on a

i —at?
)

qui est une fonction continue, indépendante de x, et intégrable sur ]0, +oo[.
Ainsi, par le théoréme de dérivation sous le signe intégral, la fonction H, est
dérivable sur |0, +oo.

4. Dans la question précédente, on vient de démontrer que la fonction H, est
dérivable sur ]0,+o0o[; la dérivée est également donnée par le théoréme de
dérivation sous le signe intégrale : pour tout x > 0,

+00 1 s
H;(x)=—f0 t—26_(at2+72)dt.

On effectue alors, comme indiqué dans ’énoncé, le changement de variable
t = afs, avec a > 0 que l'on déterminera plus tard; c¢’est un difféomorphisme,
de ]0, +oo[ dans lui-méme; on obtient alors, pour tout x > 0,

1 0 _( a2, 2 1 +oo o2 42
H(’l(x)zaﬁ e (a52+xa2)d5=__[0 e (as2+x02)ds.

[ (6]

Pour retomber sur l'intégrale H, (), on pose alors a = \/% , bien défini puisque
x est strictement positif, et I’on obtient alors, pour tout x >0, :

—+00 z
() =2 [Tt s = - [ @)
x JO A

5. Une primitive de la fonction = —\/g est x = —2+/ax ; 'équation différentielle
précédente donne alors :

Ho(z) = Ce Vo7,

ol C est une constante réelle, et ott > 0. De plus, par continuité de la fonction
H, en 0 par la question 1, on a

%\/g ~H,(0) = C.

On en déduit que pour a >0 et x >0,

1 T _ axr
Ho(e) = 5\ e 2
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Partie 2

1. En utilisant le théoréme de Fubini (la fonction intégrée sur (R*)? est positive),
et en se servant du résultat de la partie 1, on écrit, pour >0 :

+00 +00 (2, @ 1
J(a) :f [f e +y2)dy]a:°‘ 2de
0 0
+o00 1
:.[0 H,(x)x" 2dx
+00 1
:A mﬁeﬁzxa*%dx
+00
_VT f o201,
2 Jo

Ne reste plus qu’a faire le changement de variables difféomorphe u = 2x, de
[0, +0o[ dans lui-méme, et 'on tombe sur le résultat désiré :

in ().

J(a) =

2. On effectue le changement de variables préconisé dans ’énoncé. On vérifie que
c’est une bijection de (R**)? dans lui-méme : la réciproque est donnée par

x =\/uv, y = \/ufv. De plus, le jacobien est égal a

non nul par hypothése sur z et y. En I’exprimant en fonction de u et de v, cela

donne
3

13
—4uivs.
L’intégrale J devient alors, pour « > 0,
+o0 +o00
J(a) = f f o=ty 3(a=3)y3(a=3) (lu_}lv_i) dudw,
0 0 4
soit, en invoquant le théoréme de Fubini,

1 +00 o +00 o 1 1
J(oz)=—[ efuuTlduf e Yv2ldy = —F(a+ )F(g),
4 Jo 0 4 2 2

ce qui est exactement le résultat désiré.

3. Il suffit maintenant de regrouper les deux questions précédentes :

(3 foreo

et par simplification, on obtient la formule de duplication de Legendre,

(B (e5)- L
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Exercice 53 (méthode 2 : formule de Weierstrass)
La formule de duplication de Legendre peut étre vue comme une conséquence de la
formule de Weierstrass :

1 m+oo T =
Ve>0, ——=z?J](1+=]en,
F($) n=1 Lo

ou 7y désigne la constante d’Euler.
On rappelle que la fonction bétaﬂest définie comme suit :

1
Vr,y >0, B(z,y)-= _[0 tx_l(l = t)y_ldt

1. Commengons par démontrer quelques résultats sur la fonction B.

(a) Montrer que la fonction béta satisfait aux équations fonctionnelles sui-
vantes :

Vx>0, Vy>0, B(z,y)=B(y,z) et B(x+1l,y)= %B(x,y).
T+y

(b) Pour n e N*, et x >0, on pose

IEE= fon (1 - %)n " Ldt.

Montrer que, pour tout z > 0,
lim I, (x) =T(z).
n—+00o

(¢) En exprimant la fonction I, en fonction de béta, en déduire que pour

tout x > 0,
n'n!

Lle) = nEIwa(:L‘ +1)(z+n)

2. En utilisant le développement limité du logarithme, démontrer la formule de
Weierstrass.

3. En déduire la formule de duplication de Legendre.

Soluce
1. (a) La premiére égalité s’obtient en effectuant le changement de variables
u=1-t, qui est un diffécomorphisme de [0,1] dans lui-méme ; on obtient
bien, pour tout z,y > 0,

Blry)= [ w0 (1) (~du) = B(y,).

Quant a la seconde égalité, il suffit d’utiliser une intégration par parties, a
condition de régler le probléme d’existence en 1 : pour cela, on commence

9. Un béta majuscule s’écrit B.
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par étudier I'intégrale sur un intervalle de type [O, 1- %], ou tout est défini,
puis on fait tendre n vers I'infini ; le probléme d’existence de 'intégration
par parties en 1 est réglé. On écrit alors

B(z,y) = fol (%)x (1-t)"v1de

() ] ) o

0
o
B(z,y).

Tr+y

On obtient ’égalité désirée.

(b) Fixons x > 0. On définit la suite de fonctions (g, )nen+ sur R} par :

gn(t) = Lo, () (1 - %)nt“

ot 1y () désigne la fonction caractéristique de I'intervalle réel [0,n].
Utilisons le théoréme de convergence dominée. D’abord, en écrivant pour
tout ¢ >0,

gn (1) = Loy (D) ),

et en utilisant un développement limité du logarithme & l'ordre 1, on
obtient

Ctio(1)) e oD e
gn(t) = 1[0?n](t)e"( Tro(3))pr-1 1[0,n](t)e teo(1)y L

ce qui montre que la suite de fonctions (g )pen+ converge simplement vers
la fonction
te et g o0y (1)

De plus, de I'inégalité
log(1-u) < -u,

valable pour u € ]0,1[ et qui s’obtient par l'inégalité des accroissements
finis, on tire en posant u = t/n,
t

n
Vte [0,n], (1 - —) <e ™
n

Ainsi, pour tout ¢ € [0, +oo[, on obtient la majoration
g ()] < 777,

qui est une fonction intégrable sur R, , puisque, en 'infini, elle est négli-
geable devant ¢ +— 1 /t2, fonction intégrable, par le critére de Riemann ; et
qu’en 0, elle est équivalente a la fonction ¢ — t*~!, qui est intégrable, tou-
jours par le critére de Riemann (on rappelle que z est supposé strictement
positif).

Ainsi, par le théoréme de convergence dominée, on obtient, pour tout
x>0,

+0o +00 +o00
lim I,(z) = li f n(1)dt = f lim g,,(¢)dt = f “Eldr = T(2).
im In(z) = lm o gn(t) L R gn(?) . © (z)

n—>+00
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(c) Effectuons le changement de variables u = ¢/n, qui est un difféomorphisme
de R, dans lui-méme. On obtient alors, pour tout x > 0,

I,(z) = /01(1 —u)"(nu)® ndu = n® [01(1 —u)"u"  du = n"B(z,n + 1).

A présent, en utilisant les résultats de la question 1 (a), on obtient, pour
tout n € N*,

n!
) x(x+1)(z+n)’

B(z,n+1)=B(n+1,z) = (1,2)

|
n! B
(x+1)-(z+n)
puisque
1 i 1
B(1,z) = f (1-t)dt = =
0 x
Finalement, en regroupant les résultats obtenus, on a, pour tout x > 0,

n*n!
r(z+1)(z+n)’

I,(z) =n"B(z,n+1) =

et donc, toujours par la question 1 (c¢), pour tout z > 0,

n*n!

I(z) = lim I,(z) = I ,
() nerio () nirflwa:(a:+1)---(x+n)

comme voulu.

2. On rappelle tout d’abord la série harmonique, qui donne un développement

limité du logarithme :
n

1
logn=> —-~v+o0(1).
kzlk

On en déduit que

$(.T + 1)2:‘(1' +n) _ l‘e—xlogn H (1 + E) — xe’yflero(l) H e—% (1 ¥ E) .
n n! k=1 k k=1 k

Or, ceci converge vers 1/T'(x), d’apreés la question 1 (¢). On en déduit

n = +00 ©
1 lim z(z+ D)z +n) = lim ze?®e®(M) [Je*® (1 + %) =z’ ] (1 + E)e_ﬁ,

F(x) n—+oo nn! n—+oo ] el n

et la formule de Weierstrass est démontrée.

3. Fixons = > 0. D’aprés la question 1 (c) (encore!), et en multipliant par 22"+2

numérateur et dénominateur, on a, lorsque n - +oo,

1 22+ 12 92n+2 2241 12
F(x)I‘(a:+—)~ o 2(n!) _ n="z(n!)
2) z(z+z)-(z+n)(@+n+3z) 222r+1)(20+2n)(22+2n+1)
N I'(2z) 2n+2n2m+%(n!)2
(2n+1)%*(2n+1)!
T(22)22" 22 (n!)?  T(22)227172% (n))?2
22z(2n)!(2n) ni (2n)!
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Or, d’aprés la formule de Stirling, lorsque n — +oo,

(n!)? n*e " (2rn) (7‘(’71)%

(2n)! (2n)2ne-2n(47n)? ~ 2

Finalement, on en déduit la formule de duplication tant attendue[")

1\ T(22)221-2% (1p)3 o
F(x)F(J: + 5) ~ r = r(22)2"7% /7.

1
n2

Remarque. La seconde méthode a ’avantage de pouvoir étre utilisée dans la preuve
de la formule des compléments, voir pour cela 'exercice

Exercice 54 (Propriétés élémentaires de la fonction gamma)
La fonction gamma est définie pour tout réel z > 0 par la relation :

+00
[(z)= /(; t*le7tdt.

1. (a) Vérifier que la définition a un sens.

(b) Vérifier, pour tout réel z strictement positif, la relation
I(z+1)=2T(2).

(c) En déduire que I'(n) = (n — 1)! lorsque n est un entier naturel non nul.

(d) En admettant provisoirement la continuité de I' sur R**, montrer au
voisinage de 0" Pestimation I'(z) ~ %

2. (a) Montrer que I' est de classe € sur |0,+oco[ et que l'on a, pour tout
entier k£ et tout réel x strictement positif,

+00
() = fo (Int)* t*~ e tdt.

(b) Décrire les variations de I" sur 0, +oo[.
3. Soit z un réel strictement positif.

(a) Montrer que
n 1 t\"
I'(z) = lim f - (1——) dt.
n—>+oo J() n
(b) Faire un changement de variable affine pour ramener la deuxiéme in-

tégrale a une intégrale sur le segment [0,1] et montrer la formule de

Gauss :
n”® n!

F(x)=7%l—{£l°x(x+1)(x+n)

10. La formule n’est pas exactement celle de ’énoncé de I'exercice ; pas de panique, = a juste été
remplacé par 2zx...
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Soluce

1.

(a)

Soit > 0. La fonction g, : ]0, +oo[, t +> t*7te™" est continue. Au voisinage
de 0, on a : g,(t) ~ t*7! et la fonction t +> ¢*71
sur ]0,1]. Au voisinage de +o00, ¢, (t) est négligeable devant e
intégrable sur [1,+oo[. Ainsi, la fonction g, est intégrable sur 0, +oo|.

est positive et intégrable
“t/2_ fonction

Soit x > 0. Soient a et A deux réels tels que 0 < a < A.

Pour calculer faA t*e~tdt; on pose, pour t € [a, A], u(t) = t% et v(t) = —e*
— c’est une primitive de ¢ — e ; on intégre par parties (c’est légitime car
les fonctions u et v sont €' sur R¥) :

A —t]A A ol -A - A o1
f tYe ' dt = [—txe ]a +z / t* et dt = —ATe M +a"e 4z / t* et dt.
a a a

Puisque x > 0, on a aussi x +1 >0 (donc I'(x + 1) a un sens); quand a
tend vers 0 et A tend vers +oo, on obtient : I'(x + 1) = 2 '(x).

On a pour initialiser une récurrence :
+00 — _4+00 |
P = [ etdt= [T =10

Soit n un entier naturel non nul. Supposons que I'(n) = (n - 1)!. La
relation I'(z + 1) = 2'(x) est vraie en particulier pour tout naturel n > 2,
douT'(n+1)=nl'(n)=n-(n-1)!=nl

D’aprés I'équation fonctionnelle, pour z > 0, on a zI'(z) = I'(z + 1).
Quand z tend vers 0, en utilisant la continuité en 1 de la fonction T’
et la valeur I'(1) =1, il vient :

1
r ~ -
() 0 x

Prouvons par récurrence sur k que I' est k fois dérivable sur ]0,+oo[ et
que 'on a :

P(k) : Va0, W (z) = fo o)kt ar,

Pour k£ =0, il n’y a rien & démontrer. Soit k € N. Supposons que I" soit k
fois dérivable et que £ (k) soit vraie. Considérons un intervalle Ja,b[ ou
0O<ac<hb.

Pour tout entier p, on note
Yyt Ja, b x 10, +0o[ — R, (z,t) —> (Int)Pt* te .

Remarquons que pour tout z de |a,b[, la fonction ¢ ~ 1, (z,t) est conti-
nue et intégrable sur ]0,+oco[. (Au voisinage de 0, on peut prolonger par
continuité si x > 1 et si x < 1, on a : Y,(z,t) = o(t“/Q_l); au voisinage
de +o0, on a encore ¥, (t) = o(1/t?)).

Vérifions les hypothéses du théoréme de dérivation des intégrales & para-
meétre :

— pour tout x € Ja, b[, la fonction t — Yy (x,t) est intégrable sur ]0, +oo[ ;
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— la fonction ¢, admet une dérivée partielle continue par rapport a x
sur Ja,b[ x ]0,+oo[ qui est donnée pour (z,t) € Ja,b[ x ]0,+oo[ par

0Py,

a—(:n, t) = (Int)F1-let,
T

— pour (z,t) € Ja,b[ x J0,+oco[, on a: t" 1 <t* P sit<Let t"F <Pt si
t>1 donc:

Oy

Y%k < |1nt|k‘+1 (ta—le—t + tb_le_t),
or

(2,t)

qui est une fonction intégrable sur ]0,+oo[ et indépendante de x.
Par hypothése de récurrence et par le théoréme de dérivation sous une
intégrale, I'®) est de classe €' sur ]a,b[ et, pour tout x € Ja, b,

+o0o
1“““1)(3;):/0 (In¢)F* 1=t t qt.

Comme a et b sont arbitraires, on étend cette relation a ]0,+oo[ et on
conclut par récurrence.

(b) De l'expression de I'" comme 'intégrale d’une fonction positive, il résulte
que I est convexe (on verra mieux plus bas) et donc que I' est strictement
monotone sur |0, +oo[. Comme I'(1) = 0! = 1! = T'(2), la dérivée I'' s’annule
en un point ¢ compris entre 1 et 2 — on trouve numériquement c ~ 1,46---.
Ainsi, T' est strictement décroissante sur ]0,c] et strictement croissante

sur [c, +oo[. Voir la figure
3. Soit  un réel strictement positif.

(a) On pose, pour tout n naturel non nul et ¢ € ]0, +oo] :

£.(0) = 1 (1 - %)n site]o,n[,

0 sit>n.

Alors :

— pour tout n, la fonction f,, est continue (et intégrable) sur ]0, +oo ;

— pour t fixé, on a : t < n a partir d’'un certain rang et, lorsque n tend vers
Vinfini, In(1-£) =L +o0 (%) ; par conséquent, nln(1-=1) = —t+o(1),

nln(l—%) _ e—t+o(1) —t

qui tend bien vers e™* car ’exponentielle est

—ttx—l 7

donc e
continue ; ainsi limy, 400 fn(z) =€
— on va dominer |f,| par une fonction f indépendante de n et intégrable
sur ]0, +oo[ ;
en effet, In(1-u) < —u pour tout u < 1 (par concavité du logarithme, la
courbe de u — In(1-u) est toujours en dessous de sa tangente en zéro) ;
d’ot, si 0 < t < n, donc In(1 - %) < —%; en multipliant par n > 0 et
par croissance de la fonction exponentielle, on obtient : (1 - %)n <et:
finalement, que l'on ait ¢ <n ou t > n, il vient : |f,(t)| < e 't*1, qui
est intégrable sur |0, +oo[ (condition de domination).
D’apres le théoréme de convergence dominée, on peut donc intervertir la
limite et l'intégrale; d’ot le résultat.
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(b) Soit I,,(z) l'intégrale de f,. Le changement de variable u = ¢/n donne :
"1 t\" L z-1_x-1 n T L -1 n
L,(z) = f t (1 - —) dt = f u T n (1-u)" ndu=n f u’ (1-u)" du.
0 n 0 0

1

En posant v(t) = (1-t)" et w(t) = —t*, on peut intégrer par parties (v et
x

w sont €' sur 10,1], v'w est intégrable et vw se prolonge par continuité

en 0) :

Jn(x) = foltx-la—t)"dt _ [%]

En utilisant itérativement cette relation, il vient :

! 1 tr n
—f (=" e = g, ().
0 0 X xT

n(n-1)-(n-(n-1)) nl

Jn = Jn—n = .
(@) z(z+1)-(x+n-1) (+n) z(z+1)-(x+n-1)x(x+n)
Par conséquent,
n*n!
I.(z) =

(@) z(x+1)-(x+n-1)(x+n)
et donc : .

['(z) = lim nw

n—+oo x(x +1)-(x+n)

Exercice 55 (Fonction gamma dans le plan complexe)
Considérons le demi-plan I = {z € C, Re(z) > 0}. Pour z € II, on pose :

+o00 1
I'(z) = f t*le7tdt.
0
1. Vérifier la convergence de l'intégrale ci-dessus et 1’équation fonctionnelle :
Vzell, T'(z+1)=2z2I(2).

2. (a) Montrer que la fonction I" est continue sur II.
(b) On définit deux fonctions P,Q : R™ xR — R par :

V(z,y) eR™ xR, P(z,y) +iQ(z,y) =T(z +1iy).

Montrer que P et @ admettent des dérivées partielles et que l'on a :
op_oq . oq_ op
oxr Oy Ox oy’
3. (a) Définir un prolongement de I' & C\Z~ a ’aide de I’équation fonctionnelle.

(b) Déterminer le signe du prolongement ainsi construit sur R\Z~ et donner
un équivalent au voisinage des entiers négatifs ou nuls.
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Remarque. La version complexe de I' n’est pas obligatoire mais le jury pose la ques-
tion, de méme que le prolongement par ’équation fonctionnelle.

Soluce

1. Fixons z dans IT et notons z sa partie réelle. La fonction t — ¢

e~! est continue.
Elle est méme intégrable car |tz_1e_t‘ = t*le7t pour tout ¢. On en déduit en
particulier : |['(z)| < I'(Rez) pour tout z de II.

2. (a) Soit z € II. Pour montrer la continuité de I' en z, il suffit de montrer que
pour toute suite (z,) d’éléments de II qui converge vers z, la suite (F(zn))
converge vers I'(z). Fixons une telle suite et choisissons a et b réels tels
que 0 < a < Re(z) < b. Quitte a supprimer les premiers termes, on peut
supposer que a < Re(z,) < b pour tout n.

On note, pour ¢ réel strictement positif,
gn(t) =ttt

La suite de fonctions (g,) converge simplement vers ¢ + t*~le™t,
Si0<t<1,alors [t <t et sit>1, alors [t*»7!| <t*~!. On a donc :

ve>0, [ teTt < (10 + e

Comme t — (t% 1 +t*1)e™ est intégrable, le théoréme de convergence
dominée entraine que l'intégrale de g, converge vers I'(z). La continuité
de T' en résulte.

(b) Introduisons la fonction suivante de trois variables réelles :

h: R xRxR"™* — C
(z,y,t)  — "Wl

Notons que ‘h(:z:,y,t)| =t L7t pour tout (z,y,t) et, bien sir, que pour
tout (x,y),

L(z,y) =T(x+iy) = f0+oo h(x,y,t)dt.

Fixons y dans R et étudions la dérivée partielle par rapport & z. On a,
pour tout (x,t) e R™* x R™ :

h A
on (x,y,t) = In(t)t* W,
ox

Ayant fixé 0 < a < b, on a une inégalité de domination sur la bande définie
para<x<b:

<nt| (¢t + 2 H)e

oh
%(1‘7 Y, t)

Par le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres, il vient, si
a<xr<b:

f‘ +00 .
g—(:):,y) = fo In(t)t"+ ¥ tetds.
x

Comme a et b sont arbitraires, cette relation est vraie sur R** x R.
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A présent, fixons z dans R** et étudions la dérivée partielle de I' par
rapport & y. On trouve, pour tout (y,t) e Rx R™™ :

Oh

5 @y t) =il Ve et <[Intft" e
Y

%($
ay 7y7

(rappel : x est fixé). Par le théoréme de dérivation des intégrales a para-

meétres, ~ ~
r +oo , r
g—y(az, y) =i fo In(#) ¥ Letds = z%(x, y).

Il n’y a plus qu’a séparer partie réelle et partie imaginaire : avec I =
I’égalité précédente s’écrit :

P+iQ,

8P 8Q (8P 8Q)

8y (9y or  Ox
d’ott les relations de Cauchy-Riemann :

or _0Q 8_Q opP

ox 83/ Oz 8y

Remarque. On dit que la fonction I' est holomorphe. Cela traduit que la
matrice de la différentielle de [ est celle de la multiplication par le nombre
complexe g—g(:c, y) (vérifier ! c’est donc une similitude) et elle entraine que
I’on peut developper I' en série entiére au voisinage de tout point de II
(hors programme).

Pour p € N, notons II, le demi-plan {2z €C, Rez > -p}. Ainsi, IIp =II. On
note de plus II,, = I, ~ {0,...,—p + 1} (on enléve les entiers négatifs ou

nuls de II,, voir la figure .

A
z  z+1
. IT
> i - i o o o o .
0 -1 0 -p—-1-p -1 0
11,

FIGURE 8.2 — Les demi-plans épointés I, IT; f[p+1

Soit p € N, supposons que I' soit définie sur f[p et que I'équation fonction-
nelle soit vérifiée (c’est le cas pour p = 0). Pour z dans la bande IT,.q \1I,,
on définit I'(z) par :

I(z) =

Cela a un sens pour tout p > 1. En effet, z € H si et seulement si z +1 ¢
Hp 1 : par conséquent, I'(z+1) est bien défini et z # 0. De plus, I’équation
fonctionnelle est satisfaite sur Hp+1 puisqu’elle I'est sur Hp par hypothése
de récurrence et sur Hp+1 N 11, par construction.

I'(z+1)
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(b) On se restreint désormais & R \ Z. Comme I" est strictement positive sur
10, +0o[, elle est strictement négative sur |-1,0[. Lorsque x tend vers 07,
I'(x) ~ 1/xz (mémes raisons qu’en 07) donc I'(z) tend vers —oo. Lorsque z
tend vers —1%, z+1 tend vers 0" donc I'(x) ~ —1/(z+1), qui tend vers —co.
Plus généralement, une récurrence immédiate fondée sur ’équation fonc-
tionnelle montre que I' est du méme signe que (-1)P~! sur ]-p— 1, —p[ et
tend vers l'infini aux bords de lintervalle (figure [3.3)).

10

) ﬂz [

FIGURE 8.3 — Graphe de la fonction gamma (prolongée a R \ Z)

Remarques. Ce prolongement est holomorphe et c’est le seul! C’est pourquoi il est
moins arbitraire qu’il ne pourrait paraitre.

On peut, comme le fait parfois le jury, se contenter de prolonger I' & R\ Z~ grace
a l’équation fonctionnelle, en procédant sur chaque |-p — 1, —p[ par récurrence sur p.

Exercice 56 (Log-convexité et théoréme de Bohr-Mollerup)
1. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que I" est logarithmique-
ment convexe sur |0, +oo[, c’est-a-dire que In ol est convexe sur cet intervalle.

2. Soit ® une fonction définie sur ]0, +oo[, strictement positive, de classe €2 sur
cet intervalle, logarithmiquement convexe et telle que ®(z + 1) = 2 ®(z) pour
tout z. On pose H = ®/T".

(a) Montrer que H est 1-périodique ; exprimer H'/H en fonction de ®'/® et

de IV/T.
(b) Soit z un élément de ]0,1]. Montrer que, pour tout entier naturel non
nul n,
®'(n) I'(n+1) . H'(z+n) . ®'(n+1) TI'(n)
®(n) T(n+1) H(z+n) @&(n+1) I'(n)’
puis que

H(n) n H(z) H(m+1) n

H'(n) 1 P H'(x) P H'(n+1) +1

(c) En déduire que, pour tout réel strictement positif z,
O(z)=P(1) -T'(z).

C’est le théoreme d’Artin ou de Bohr-Mollerup.
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3. Application et application de I’application.
(a) Etablir la formule de duplication de Legendre :

(g (51) - o

On admet provisoirement que T'(1/2) = /7 (cf. Uewercice [61]).
1
(b) En déduire que ./0 InI'(¢)dt = InV27.

Soluce
1. Tout d’abord, I'" est bien & valeurs strictement positives car la fonction ¢t ~
t* et est continue et strictement positive sur ]0,+oo[. Cela a un sens de
calculer Inol.

Montrons que Inol est convexe grace a sa dérivée seconde (puisque In et T’
sont €°°) :

T -1

o0 = I <I'T  (car I'? > 0).

(Inol')" >0 <
Or, pour x > 0, on a d’apreés 'inégalité de Cauchy-Schwarz :
2 oo -1 _~t 2
' (z) = fo In(¢)t* e " dt
+oo xz—1 t z—1 t 2
= 1 2 ) 2 2
(fo (n(t)t2e2)(t2e2)dt)
+00 +oo
< (fo (Int)?t* te dt) (/0 7t dt)

<I(2)(x).

2. (a) Soit z >0, on a :

O(z+1) ad(z)

M+ D)= 50 ™ ot

H(z)
donc H est périodique de période 1. Par ailleurs,

O'T - oI
=—  — donc

H oT-o1" T & T
— =X — = .
2 H 2 ® & T

H/

(b) Soit z un élément de ]0,1], soit 7 un naturel non nul. Comme Inol" est
convexe, (InoI')" est croissante; de méme (Ino®)’ est croissante. Mais
(InoT') =T'/T et (Ino®)" = ®'/P.

Comme 0<z<1l,onan<n+z<n+1 et donc, par croissance :

®'(n) I'(n+1) . H'(x +n) . ®'(n+1) I'(n)
®(n) T(n+1) H(z+n) &(n+1) I'(n)
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De plus : % = HE, + 1%,donc :
H'(n) . ['(n) I'(n+1) . H'(z +n) . H'(n+1) . ["(n+1) I'(n)
H(n) T(n) T(n+1) H(z+n) Hm+1) T(n+l) TI'(n)

En dérivant I’équation fonctionnelle I'(u + 1) = ul'(u) et en divisant par
I'(u+1), on obtient :

Mu+l) T(u)-ul'(u) 1 I'(u)

Tu+l)  ul(w)  u T(a)

Cela donne, en remplacant dans les inégalités précédentes :
H'(n) 1<H’(:L“+n)<H'(n+1)+1
H(n) n H(z+n) Hn+1) n

Comme H est 1-périodique, H' l'est aussi, de méme que H'/H, ce qui
permet de conclure.

(c) Par périodicité, la fonction H'/H prend en particulier la méme valeur K
en tous les entiers. Finalement, pour tout n,

/
KoL H@ el L

-—x +—.
En faisant tendre n vers l'infini, on obtient

H'(z) _
H(x)

Du fait que (H'/H)(z+1) = (H'/H)(z) pour tout z > 0, I’égalité précédente
est vraie sur ]0, +oo[. Elle équivaut a dire que la dérivée de 2 — e K*H(z)
est nulle sur ]0, +oo[. Il existe donc une constante X telle que H(z) = AeR®
pour tout z € ]0,+oo[. L’égalité H(1) = H(2) donne alors Xe¥ = XX,
Comme H est le quotient de deux fonctions strictement positives, on a
A>0, d’ou K = 0. Ainsi, pour tout z de ]0,+oo[,

®(z) = d(1) [(z).

3. (a) On pose, pour x>0 :

o(z) = 2x-1r(g)r($;1).

On va montrer que ¢ satisfait aux hypothéses du théoréme de Bohr-
Mollerup et donc ¢ est proportionnelle & I' avec comme coefficient de
proportionnalité :

6(1) :20r(%)r(1) _ A

En effet :
— la fonction ¢ est définie sur ]0,+oco[ et a valeurs dans |0, +oo[ ;
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— pour z >0,
d(z+1) = Q‘EF(QS; 1)P($;2) - 2~”ﬂr($; 1)r(§ +1)
=or(TL ) er() = (5)r(T ) = o)
ainsi, ¢ est solution de I’équation fonctionnelle.
— enfin, Ino¢ est convexe : pour x > 0,
In ¢(z) = (x—l)ln2+lnF(§) +nT (2 1),

ce qui exprime In o¢ comme la somme de trois fonctions convexes (si f
est convexe et €2 et si a est affine (a” = 0), alors f oa est convexe car
(fea) =a'-(f oa) et (foa)" =a™(f"0a)).
On peut appliquer le théoréme de Bohr-Mollerup, d’oti la formule de du-
plication de Legendre.

Soit x > 0. On part de la formule de duplication : 29”‘1F(§)F(‘TT+1) =

V7 [(x). Comme tout est strictement positif, on prend le logarithme de
chaque membre :

(x - 1)1n2+1nI‘(§) +lnF($T+1) =In/7m+InT(2),

puis on integre entre 0 et 1 :

1 1 T 1 z+1 1
—§ln2+[0 1nr(§)dx+f0 nr(% )dlenﬁ+fo InT(s).

Dans la premiére intégrale, on effectue le changement de variable u = £ et

2
dans la deuxiéme s = %1 :

1 1 1
—%1n2+2/21nf(u)du+2ﬁ InT'(s) :lnﬁ+f InT'(s),
0 i 0
ce qui donne :
1
/0 Inl'(s)ds = ln(2%) +In/7 = In(V/27).

Remarque. On a passé sous silence l'intégrabilité de Inol' au voisinage
de 0! (Ce n’est pas parce que 'on vient de trouver un réel que pour
autant cette intégrale existe.)

Au voisinage de 0, on a : I'(z) = T'(x + 1)/z, avec limg+ I'(z + 1) = 1. 1
en résulte que InI'(z) = —Inz +Inl'(x + 1), dot InI'(z) ~ —Inz. Comme
x — —Inz est intégrable sur ]0,1] (sa primitive z In 2z — 2 admet une limite
en 0) et positive, Inol' I'est aussi.
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Soluce
1. Soit a < t; <ty dans I. On applique I'inégalité de convexité a g avec A := €

_li-a
to—a
]0,1[. On obtient avec élégance

Mo+ (1-Na=a+Ata—a)=t;

et donc,
g(t1) < Ag(t2) + (1 - A)g(a).

En divisant des deux cotés par (t1 —a) > 0, il vient

9(t)  g(t2)  g(a)  g(a)
tl—a\tg—a tl—a tz—a7

et ainsi
9(t1) —g(a) _ g(t2) —g(a)
tl - a S t2 - a '




8.2. INTEGRALES A PARAMETRES 137

Si maintenant t; < to < a, on obtient également la croissance. En effet, h :
t — g(-t) est convexe sur —-I et —a < —t9 < —t; implique (avec les notations
évidentes)

ga(tl) = _h—a(_tl) < _h—a(_tQ) = ga(tQ)-

Cette croissance sur les deux intervalles implique immédiatement le théoréme
des trois pentes, puisque = < y < z implique

gx(y) < gz(z) = gz(x) < gz(y)'

2. Soit donc g =1In f. Cette fonction est convexe sur R}, par hypothése sur f. On
applique le théoréme des trois pentes a4 n, n+1, n+1+x, puis, an+1, n+1+x,
n+2 pour n € N* et z € ]0,1]. Ceci donne

<g(n+1+az)—g(n+1)

g(n+1)-g(n)< . <gn+2)-g(n+1),
ln(M)glln(M)sln(f(an?))'
f(n) x f(n+1) f(n+1)

En utilisant 1’égalité satisfaite par f, ceci donne

1 (f(n+1+:13)

Inn< -1
ST T e

x
En multipliant par x et en passant a l’exponentielle, qui est croissante, on
obtient

)<ln(n+1)

. fn+1l+x) -
§W§(n+l) .

3. Par récurrence, on écrit que
fn+l+z)=z(zx+1)(z+n)f(x)

et que
f(n+1)=nlf(1).
L’inégalité ci-dessus devient alors
< z(x+1)(x+n)f(x)
nlf(1)
En divisant par n”®, ceci donne bien

1<%<(1+%)x.

4. Par l'exercice [p4] on sait que I',(z) - I'(z) quand n — +oo. On sait aussi que

<(n+1)".

1 x
(1+—) - lquand n - +oo.
n

Ainsi, par le théoréme des gendarmes, on obtient

f(x) = F)T ().
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Attention, ceci n’est pour Uinstant valable que pour x € ]0,1]. Le cas général
se fait facilement avec I'égalité

fy) = (@+n-1)-zf(z).

En effet, soit y > 1, on écrit y =n+x avec 0 <z < 1 et n € N*. Par propriété de
I', on obtient finalement

f)=(@+n-1)-xf(z)=f(1)(@+n-1)-2l(z) = f(YI (n+z) = fF()I(y).

Ceci achéve la preuve du théoréme.

8.2.2 Autres fonctions

Exercice 58 (Injectivité de la transformation de Laplace)

Le but de cet exercice est de montrer 'injectivité de la transformation de Laplace,
%, définie sur I’ensemble des fonctions continues sur R, a valeurs réelles ou com-
plexes, et donnée par la formule :

L(f):R, — C, 5—> f0+°° ¢t F()dLt.

1. (a) Soit g: [a,b] — R une fonction continue, et (Py, ),y une suite de fonctions
polynomiales qui converge uniformément vers g. Montrer la convergence
suivante :

[ Pawoar — [P

(b) Soit f:[a,b] = C une fonction continue telle que

b
VneN, ft”f(t)dt:O.

Montrer, & I'aide du théoréme de Weierstrass, que f est nulle.

2. Soit f une fonction continue sur [0, +oo[, & valeurs réelles ou complexes. On
suppose qu’il existe un réel strictement positif sg telle que :

lim e™*0"f(t) = 0.

t—>+o0

(a) Montrer que, pour tout s > sq, la fonction t — e™ f(¢) est intégrable sur
[0, +oo].
On définit alors la fonction Z(f) sur |sg,+oo[ par :

2= [

(b) Montrer que Z(f) est de classe € sur |sg, +oo[.

(¢) Langons-nous au coeur de la preuve de l'injectivité de .Z. Supposons que
Z(f) est la fonction nulle.
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i. Montrer que, pour tout entier naturel n,

+00
f e (ot (1) At = 0 .

0

ii. Soit alors g la fonction définie sur ]0,1] par
o) = f(~In ) .

Montrer que g se prolonge en une fonction continue sur [0, 1], et que
pour tout entier naturel n :

1
/(; u"g(u)du = 0.

En déduire que g, et donc que f, est la fonction nulle, montrant ainsi
que la transformation de Laplace .Z est injective.

Soluce
1. (a) Notons que, par hypothése sur la suite (P,) :

sup [Pa(t) — g(t)] —— 0.
te[a,b] n—too

De plus, on a, pour tout n € N,
| [MPawoae- [ o] =| [ o0 @aw - g
< [1ot) ®a) ~ gl
b
< sup [Pu(t) - 90+ [ lg(o)lat

te[a,b]

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient le résultat demandé.

(b) Quitte a écrire f = h+ig, avec h: [a,b] > Ret g: [a,b] > R deux fonctions
continues sur [a, b], on peut supposer que f est a valeurs réelles.

De plus, pour tout n € N, on a

fbt” F(t)dt =0,

donc, par linéarité de l'intégrale, en effectuant une combinaison linéaire,
on en déduit que, pour tout polynéme P,

be(t)f(t)dt - 0.

De plus, d’aprés le théoréme de Weierstrass, il existe une suite (Q,) de
polynoémes convergeant uniformément vers f sur [a,b].

En utilisant le résultat de la question précédente, on en déduit :

[Tamsoa—— [P
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Comme, pour tout n € N, d’aprés ce qui précéde, on a

[ auswyae=o

on en déduit que
b
f fA(#)dt = 0.

Enfin, comme la fonction f? est positive, et continue, sur le segment [a,b],
on en déduit que f2, donc f, est la fonction nulleE.

2. (a) Fixons s > sg. Commengons par noter que la fonction t — e ' f(t) est
continue sur [0, +oo[.

De plus, on a

o f(1)] = "m0 £ ().

Or, par hypothése,
lim e St f(t) =0,
—+00

donc il existe M > 0 tel que, pour ¢ assez grand,
e | f(#)] < M.

Ainsi, on obtient

o™ F(£)] =< e (5T,
Or, pour s > so, la fonction ¢ = e~ (57500t est intégrable sur R*, puisque
s—sg > 0. Par comparaison, cela implique que la fonction ¢ ~ e ' f (t) est
intégrable sur R*.

(b) Montrons que .Z(f) est de classe €' sur ]sg, +oo[ & I’aide du théoréme
de dérivation sous le signe intégral. Pour cela, on considére a et b tels que
[a,b] c ]sg, +oo[. Notons ¢ la fonction définie sur R* x [a,b] par

p(t,s) =e " f(1).

Tout d’abord, pour tout s > sg, la fonction ¢(¢,-) est continue (donc, par
morceaux), et intégrable sur R,.

De plus, ¢ admet une dérivée partielle par rapport & s qui est continue
en les deux variables sur R x [a, b] :

a—90(75, s) = —te S f(1).
Js
Enfin, pour tout (¢,s) e R* x [a, b],

9 -a —(a-s -5
|22 k)| <t (0] = e et o)

Or, ]
e—(a_SO)tt = [0) (—) et e SOt|f(t)| t ( )’
- —+00

t—+o00 t2

11. Elégant, n’est-il pas?
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(c)

0
d’aprés ’hypothése de I’énoncé. Cela montre que la fonction ¢ — 8—90(75, s)
s
est intégrable sur R*.

Ainsi, d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégral, £ (f) est
de classe € sur [a,b]. Cela étant vrai pour tout a et b tels que sp < a <
b < +oo, Z(f) est donc €' sur ]sg, +oo[.

En appliquant ce théoréme a toutes les dérivées, on montre que Z(f) est

de classe € sur |sg, +oo].
)

i. Comme, par hypothése, .Z(f) est la fonction nulle, on en déduit le
résultat suivant :

VneN, Z(f)(n+1+s9)=0,

ce qui se traduit, par définition, par le résultat souhaité :
+o00
f e—nt—(80+1)tf(t)dt =0.
0

ii. Effectuons le changement de variables ¢t = —In(u), qui est un difféo-
morphisme de ]0, 1[ dans ]0, +oo[.
On a alors :

g(u) = e " f(2).

Comme, par hypotheése, on a

lim e ' f(¢) = 0,

t—+o0

on en déduit
lim g(u) = 0.
u—0

Le prolongement par continuité sur [0,1] s’obtient alors en posant
g(0) =0.

Pour la suite, en effectuant le méme changement de variables que
précédemment, et en se rappelant que .Z(f) est la fonction nulle, on
a, pour tout n € N,

1 1
/(; u"g(u)du:—/0 w0 f(~1Inu)du
0
=—f e e f(t)eTldt

+o00

+00
_ f e—(n+1+$0)tf(t)dt

0
=Z(f)(n+1+sp)

=0.

Grace a la question 1 (b), on en déduit que g est nulle sur ]0,1]. Cela
implique alors que la fonction f est nulle sur [0, +oo].
Ainsi, la transformation de Laplace est injective.
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Exercice 59 (Formule de Stirling)
1. Soit 2 > 0. A I'aide du changement de variable s = (¢ — z)/\/z, montrer que

T 1 L x\/— e o(z5)q

+1)=(= ’
(x+1) (e) x[ﬁe s
ol, pour x>0 et s> -/,

s
x,8)=xln({l+—)-sx.
o(x,s) ( ﬁ) vz
2. Montrer que pour x >0 et s € ]—\/5, 0], o(z,s) < —5%/2.
3. Montrer que pour s >0 et z > 1, p(x,s) <p(1,s).

4. En déduire que
lim o e?(®9)qg = /6_52/2ds.
x—>+oo J—/x R

T T
5. Conclure : I'(z +1) ~ (—) 2rx.
e

Remarque. Cet exercice est tiré d’un document|de Patrice Lassére.

Idée-clé. C’est la méthode de Laplace efficacement présentée. On cherche, a x fixé€,
pour quelle valeur de t l'argument de ’exzponentielle t“e™ = exp(xInt —t) est mazi-
mal : c’est pour t = x. FEn principe, ’exponentielle rend négligeable les parties de
Uintégrale ot l'argument est plus petit que le mazimum. On rameéne ce mazimum
en 0 par une translation uw =t —x. On doit calculer l'intégrale de

exp(:ﬂln(x +u)-—z-— u) = exp (xlnx -+ :cln(l + E) - u) )
x
On factorise exp(xlnx — ) = (z/e)*. Un développement limité autour du mazimum
u=0 donne :

xln(l+g)—u:x(g—2u—;+0(z—z))—x:—£+o(§).

On fait alors un « changement d’échelle » s =u/\/T : au voisinage de 0, on est donc
a peu prés ramené a ['intégrale de o5’/ ; ce qui est ailleurs (lorsque w n’est plus
« tres petit » ) ne compte pas car c’est « écrasé » par exponentielle de quelque chose
qui tend vers —oo. Le changement de variable composé est bien celui qui est proposé

dans la question [1]

Soluce
1. Ce changement de variable affine est astucieux mais ne pose pas de probléme.
D’une part, s = (t — z)/\/r équivaut a t = x + s\/x, ce qui donne dt = \/zds.
D’autre part, on a :

frat - rnt—t _ exp (xln(m +8V/x) - s\/x —x) = exp (xlnx —x+ln(1 + %) - s\/E),


https://www.math.univ-toulouse.fr/~lassere/pdf/2013-AI_pbmeanalyse.pdf

8.2. INTEGRALES A PARAMETRES 143

d’ou
+00 +00 x +00
F(I‘+1) _ A e tdt = [\/E exlnm—xe@(x,s)\/;ds - (%) \/E[\/5 e‘P(ﬂC,S)dS‘

2. Ca fleure bon la formule de Taylor! Pour = > 0 fixé, on a pour tout s €

]—\/E,+oo[ :

0 T 0? 1
_80('7:75): \/_ _\/E et 6_;20(3375):_

e R
0s 1+\/E (1+ﬁ)

Fixons également s ¢ ]—\/E, O] et écrivons la formule de Taylor-Lagrange a
Pordre 2 pour u — ¢(x,u) sur [0,s] : il existe 0 € |0, 1] tel que

382

282( ,05s).

o(x,s) = (x,0) +5 (.’E 0) +
Op 0%p .
Comme ¢(z,0) =0, 8—(:6,0) =0et W(m,ﬁs) < -1 (car s < 0), on obtient la
s s
majoration voulue.

3. Pour s>0etx>1,0na:

Ox

On s’intéresse, avec u = s/\/x, & :

u+l-1 wu u+1 1

Alu) =In(t+u) = 5a—ms 5 =l rw) = ==+ 577

On peut dériver cette fonction de u, provisoirement libéré :

A’(U)ZL_E_ 1 20u+l)-(u+l)?’-1
utl 2 2(u+1)? 2(u+1)2 2u+1)2

On en déduit que A est décroissante sur R™, d’ot A(u) < A(0) =0, d’on g—f <0
tout s > 0 et pour tout =, d’ou enfin (=, s) o(l,s) sixz>1.

4. Posons, pour x > 0 et s réel quelconque :

$ons) = {e@(“) s> Ve

sinon.

Pour z > 1 fixé, la fonction s — 1 (x, s) est continue par morceaux sur R. Pour s
réel fixé et x supérieur & s2, on a : s > —\/z, et alors un développement limité
lorsque x tend vers I'infini donne :

o(z,s) = xln<1+—) s\ = s\/z- —+O( -s\/x, dou hm P(z,s) =€ 12,

v vk

Enfin, on peut dominer : si s <0, on a : ¢¥(z,s) < o2 (vu a la questlonl
si s> -/, évident sinon); si s > 0, e?(®) < e¥(15) = (1 4 5)e™®, qui est une
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fonction continue, intégrable sur R* et indépendante de x. Par le théoréme de
convergence dominée, il vient :

lim /@Z)(:ﬂ,s)ds:f lim w(m,s)dS:[e_s2/2ds=[e_tQ\/ﬁds=\/27r
R R &—>+00 R R

T—>+00

(on fait un anodin changement de variable ¢t = V25 et on utilise la valeur de
I'intégrale de Gauss de l'exercice .

La conclusion saute aux yeux : l'intégrale dans l’expression de la premiére
question a une limite non nulle, ce qui donne I’équivalent souhaité.

Exercice 60 (Convolution et transformée de Laplace)

Soie

nt f et g deux fonctions continues, intégrables sur R, et & valeurs réelles. Le

produit de convolution de f par g est la fonction

frg: R >R, x»/(;xf(u)g(:v—u)du.

1. Montrer que f » g est continue sur R,.
2. En utilisant une intégrale double, montrer que, pour tout réel A positif,
A +00 +00
[ g@laz< [Tisix [ lol
0 0 0
En déduire que f » g est intégrable sur R,.
3. En appliquant le théoréme de Fubini, montrer que l'intégrale de f x g est le
produit des intégrales de f et g.
4. La transformée de Laplace d’une fonction A continue, intégrable sur R, , est
la fonction définie pour tout x réel positif par :
+00 ;
L(h)(x) = [O e~"h(t)dt.
Montrer que la transformée de Laplace de la convolée est le produit des trans-
formées :
ZL(f~g9)=2(f)xZ(g)-
Soluce
1. La variable x se trouve a la fois dans une borne de l'intégrale et dans la fonction

intégrée. On fait donc le changement de variables u = zv qui donne :

(f*g)(x) :$_/01f(m})g(l’(1—v))dv.

Définissons alors

h: Ryx[0,1] — R
(z,v) — f(m;)g(a:(l—v)).



8.2. INTEGRALES A PARAMETRES 145

Pour tout = € R,, la fonction ¢ = h(z,t) est continue sur [0,1] (« continue par
morceaux » suffirait). Pour tout ¢ € [0, 1], la fonction x — h(z,t) est continue
sur R,.

Soit A un réel positif. Si (z,v) € [0,A] x |0,1], alors av et (1 — v) sont
dans [0,A]. Mais f et g, continues donc bornées sur tout compact ; on a donc

V(J},’U) € [OaA] X [07 1]7 |h(.fC,'l))‘ < C? ot C = NOO(fl[O,A])NOO(g“O,A])v

et la fonction ¢ : v — C est indépendante de x et intégrable sur [0,1].

Par le théoréme de continuité des intégrales & paramétre , f * g est continue
[0,A]; comme A est arbitraire, elle 'est sur R,.

2. Pour tout A > 0, la fonction f x g est intégrable sur [0, A] car elle est continue
sur ce segment et on a :

_/OA |f * g(x)|dx < /OA (/Ox‘f(u)| |g(gg —U)‘du) da
< [[ 1119w - w)lduds

ou K est le triangle défini par
(u,x) e K < 0<u<xz<A.

On a appliqué le théoréme de Fubini. En 'appliquant de nouveau, on trouve :

Sl ot - wjaudz= [ [7@] lote -wlar) au
- fOA\f(u)\ ([uA\g(x—uﬂdx) du
-l ol )
<l )
(L) (L)

Cela prouve bien le résultat demandé ; on peut méme dire que

[ g@lae< ([ T1) ().

3. Soit n 2 0. Les mémes calculs et les mémes applications du théoréme de Fubini
que dans la question précédente conduisent a ’égalité :

fonf*g(x)dfc= fonf(U)(fon_ug(y) dy) du,

égalité que 'on peut réécrire, en utilisant une fonction caractéristique :

fonf * g(z)dx = _[O+Oo X(0,n) (w) f () ([On_ug(y) dy) du.
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Définissons alors la suite de fonctions (¢,,) par
O+ [0, 400> R, 1w o) f(w) [ g(y)dy.

La suite (¢,) converge simplement vers la fonction u — f(u) [;"™ g(y) dy et
on peut majorer, pour tout n € N et u € [0, +oo[,

on)| < |f@)] [ o) dy.

Or la fonction u ‘f(u)‘f0+°°|g(y)‘dy, indépendante de n, est intégrable sur
[0, +00[ car f l'est. On peut donc appliquer le théoréme de convergence domi-
née, et on conclut :

me f*g(z)de = (fom f(fﬁ)dw) (fom 9(y) dy) :

4. Fixons y > 0, et considérons les deux fonctions
frize e i(z) et gyiar e Vg(a).
Calculons, pour tout x :
xX
fira@ = [T A=t a
xr
- f o F(t)e @Dy (1) dt
0
=e Y fxg(x)
En intégrant sur [0, +oo[ de chaque coté, on obtient
+ 00
[ heq@da=2(5 <) w).
La formule démontrée plus haut, & savoir

[O+DO firxgi(x)dz = ([;m fl(ZE)dIE) (/O+Do gl(x)d:c) ,

donne alors le résultat.

8.3 Intégrales multiples

Exercice 61 (Valeur de I' en 1/2 et intégrale de Gauss) oo
On rappelle que la fonction I' d’Euler est définie sur R} par: I'(z) = f et qe.
0

+00
1. Montrer que, pour tout z >0, I'(z) =2 [ o 1221 qo
0

+o00
2. On souhaite calculer I =T(1/2) =2 [) e du = /Re_“2 du.

(a) Ecrire I? sous forme d'une intégrale double sur R?.
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(b) Calculer alors I? & I'aide d’un changement de variable en coordonnées
polaires. En déduire 1.

3. La fonction bétalE d’Euler est définie par :

1
B(x,y) = fo #1(1 - )V L at.,

(a) Montrer que B est bien définie pour = >0 et y > 0 et que
T2 gm1g.. 2yl
B(z,y) = 2[) cos“™ fsin“Y"" 0 d6.

(b) A l'aide d’'un changement de variable en coordonnées polaires, établir,
pour z >0 et y > 0, la relation :

_ (@) T(y)
PN )

Soluce
1. Soit = > 0. On devrait prendre a et A deux réels tels que 0 < a < A afin de
travailler sur 'intégrale de a & A et ensuite faire tendre a vers 0% et A vers +oo,
ce travail a déja été fait a I’exercice précédent, donc je m’abstiens ici de prendre
ces précautions...

On pose u(t) = V/t, la fonction u est un ¢ difféomorphisme de ]0, +oo[ vers
10, +00[. On a t = u? soit dt = 2udu, donc, pour tout z > 0,

+00
[(z)=2 / e 2y,
0

En particulier, I =T'(1/2) est l'intégrale de Gauss.

2. (a) Ona:
+00 2 +o00 2
I? = (2[ e ¥ du) X (2f e’ dv).
0 0

Comme les fonctions & intégrer sont continues et positives sur ]0,+oo],
d’aprés le théoréme de Fubini, on a :

I?=4 f/}R _— e e~ dudv.

(b) Pour (r,6) €]0,+oo[ x |0, g[, on pose (u,v) = p(r,0) = (rcosd,rsinf), ce
qui définit un € '-diffeomorphisme ¢ sur R** x R** dont le déterminant
jacobien vaut classiquement r. Le changement de variable donne :

=4 ﬂ ey drd#,
10,+00[x]0, 3

12. La lettre B est bien un béta majuscule.
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puis en appliquant de nouveau le théoréme de Fubini :

:4f d6’f re "
E 0,+00[
2 +00
—4x—x[ ]
1
2 .

wl>1

Comme I est positive, I = /7.

3. (a) Soient x >0 et y > 0, la fonction ¢ : ¢ —> t*71(1 — )Y~ est continue sur
10,1[, donc les seuls problémes pour étudier I'intégrabilité sont en 0 et
en 1.

En 0, on a ¢(t) It t*~1 qui est intégrable au voisinage de 0 pour z > 0
(intégrale de Riemann). En 1, on a ¢(t) -~ (1-)¥"! qui est intégrable au

voisinage de 1 pour y > 0. Donc la fonction béta d’Euler est définie pour
z>0ety>0.

Ensuite, on effectue le changement de variable t = cos?6 (en effet, la
fonction 6 + cos? 6 est un %'-difféomorphisme de ]0,7/2[ sur ]0,1[), ce
qui donne dt = -2 cosfsinf df :

1 0
B(z,y) = f() TN - )Y de = f/2 cos** 20 sin* 2 (-2 cos sin 0) df
w2
=2 /0 cos® 1 0sin® 1 9dl = J(z,y).
oient z >0 et y > 0. D’aprés la premiére question, on a :
b) Soi 0 0. D’ 1 i i
+00 + 00
L'(x)T'(y) = 4/0 e 2y fo o dy
- 4/]}0 . [e_("2+”2)u2$_102y_1dudv (Fubini)
,+00[x]0,+00
=4 ﬂo - eyl cos® 1 (0)r* 1 sin®~1(0) rdrdd (polaires)
+oo[x]0,7
T 2meay-1 12 ™2 el 2yl o
=2[0 A erer2A cos™ " @sin®?"" 0 df (Fubini)
=T'(z+y)B(z,y).

Comme I' est partout non nulle, on peut diviser. Pour tout x et tout y
strictement positifs,
I'(z)T
Ba.y) - LETW)
I'(x+y)



Chapitre 9

Espaces vectoriels normés

9.1 Espaces vectoriels normés en dimension quelconque

La dimension quelconque fournit des topologies relativement contre-intuitives
pour ceux qui ont I’habitude de 'ambiance douce et feutrée des espaces vectoriels
normés en dimension finie, ou les normes sont équivalentes, les sous-espaces fermés,
et les boules compactes.

Avant de regarder ’exercice qui suit, il est bon de se demander ce qu’est réel-
lement un hyperplan d’un espace E. En dimension finie, il s’agit d’un sous-espace
de dimension dim E — 1. Mais en dimension infinie, ce nombre n’a pas cours et cette
dimension n’a pas de sens. On peut toujours dire qu'un hyperplan H est le noyau
d’une forme linéaire non nulle, mais on peut aussi dire, et c’est plus intuitif, que H
est un sous-espace maximal de E, parmi les sous-espaces distincts de E. Il est facile
de voir que les deux définitions coincident. D’une part, si H est maximal, tout a ¢ H
va vérifier, par maximalité E = H @ Ka. Il suffit de choisir la forme linéaire f sur E
telle que f(h+ka) = k, pour obtenir une forme linéaire de noyau H. Réciproquement,
si H = ker f, avec f € E*, non nulle, alors, on voudrait montrer que si H est un
sous-espace contenant H et distinct de H, alors H = E. En effet, on peut trouver a
dans H' tel que f(a) = 8 # 0, et quitte & diviser a par 3, on peut supposer f(a) = 1.
Si z € E, alors z — f(x)a € ker f = H, ce qui prouve z € H'| et donc H' = E.

Exercice 62 (L’alternative fermé-dense pour un hyperplan)
1. Soit E un espace vectoriel normé réel.

(a) Soit V un sous-espace de E. Montrer que ’adhérence de V est un sous-
espace de E.

(b) Soit H un hyperplan de E. Montrer que H est soit dense dans E, soit
fermé.

2. Soit E = €([0,1],R) et F le sous-espace de E formé par les fonctions qui
s’annulent en 0.

(a) On munit E de la norme | - |o. Montrer que H est fermé.

(b) On munit E de la norme | - |;. On munit E de la norme |- |;. Montrer
que H est dense dans E.

149
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Soluce
1. (a) Notons F l'adhérence de V dans E.

— Il est clair que 0 e F.

— Soient x, y dans F et A\ un réel. Il existe deux suites (x,) et (yn)
de V convergeant respectivement vers z et y; la suite (Azy, + yp) est
une suite d’éléments de V ayant pour limite Ax + y, ce qui prouve que
Ar +y est dans F.

— Conclusion : 'adhérence de V est un sous-espace de E.

(b) Soit H un hyperplan de E. Supposons que H n’est pas fermé, i.e. H # H,
et choisissons a dans H\H. On a alors E = HeRa c H+H = H , la derniére

égalité venant du fait que H est un sous-espace. Donc H est bien dense
dans E.

2. (a) On munit E de la norme | - ||oo. Soit (f,) une suite d’éléments de H
convergeant vers f. La convergence uniforme entrainant la convergence
simple, on a en particulier, quand n — +o0, 0 = f,,(0) - f(0), ainsi f est
dans H, par suite H est fermé.

(b) On munit E de la norme |- ;. Soit f dans E. Considérons la suite (fy)
(que 'on appréhende mieux avec un dessin) définie par :

Vte[0,1], VneN*,  fu.(t) =nf(1/n)tsite[0,1/n] et fo(t) = f(t)site[l/n,1]

Chaque f, est dans H; estimons | f, — f[1. On a :

1 1/n 1/n 1/n
fa=fl= [ U= gl= [ U=l [ 1Rl [0
MM e 31

2n n 2n

La quantité majorante de I'inégalité précédente tendant vers 0 quand n —
+00, la suite (f,,) converge vers f pour la norme |-||; prouvant ainsi que H
est dense dans E.

Exercice 63 (Normes et formes linéaires non continues)

Soit A une partie fermée de R. On considére l'application sur l’espace R[X]
définie par
[IPlls = Supgea [P(z)].

1. Montrer que ||-||, définit une norme si et seulement si A est une partie com-
pacte de R.

2. On suppose A compact et on note a un réel quelconque. Montrer que ’applica-
tion d’évaluation d,, définie par 6,(P) = P(a), est une forme linéaire continue
pour la norme ||-|| si et seulement si a € A

Soluce
1. On suppose que A est un compact infini. Dans ce cas, |||, est bien définie
puisque A est compact. Montrons que c’est bien une norme.
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(a) Séparation. Si ||P||, =0, alors P s’annule sur tout A. Or, A est infini, donc
P s’annule sur un ensemble infini; ¢’est donc le polynéme nul.

(b) Homogénéité. Soit X\ € R. On a |AP(z)| = |A\||P(z)|, ce qui donne, par
positivité de |A|, que Supgea [AP(z)] = |A|Sup,ea [P(2)], et donc ||AP][, =
APl 5

(c) Inégalité triangulaire. Soient P, Q deux polynomes et z € A. On sait que
[P(z) + Q)] <[P ()] +|Q(2)]-

On a donc [P(z) + Q(x)| < Supyea [P(y)| + Supyea [Q(y)|- En passant au
sup le membre de gauche, il vient ||P + Q|| <[[P|[5 + Q]| A-

Conclusion, ||—||, est bien une norme sur R[X].
Réciproquement, et par la contraposée, on veut montrer que si A n’est pas
compact ou n’est pas infinie, alors ||—||, n’est pas une norme.
Si A n’est pas compact, alors A n’est pas borné, puisque A est fermé. Donc,
en posant P =X, on voit que ||P||, n’est pas défini.
Si A est fini, alors, on pose P := [T,ca (X —a), pour voir que P est non nul, alors
que ||P||5 = 0. L’axiome de séparabilité n’est donc pas vérifié.

2. On voit rapidement que d, est une forme linéaire sur R[X].
Supposons dans un premier temps a € A. On a donc, par construction, |§,(P)| =
|P(a)| <||P||5. La forme linéaire d, est alors 1-lipschitzienne, donc continue.
On suppose maintenant a ¢ A. Nous allons construire une suite de polynomes
(P,) qui tend vers le polynéme nul pour la norme |||, , mais telle que [0, (P5,)]
ne tend pas vers 0. Comme §(0) = 0, cela prouvera la non-continuité de d.
Comme A est fermé et o ¢ A, il existe a > 0 tel que Ja—a, a+a[ n’intersecte pas
A. Soit m,M deux réels tels que Ja - a,a+ a[UA c [m,M], ce qui est possible
car A est borné.
Soit f une fonction continue s’annulant sur A et telle que f(a) = 1. On peut
prendre par exemple la fonction (continue) affine par morceaux

0 si m<r<a-c«
rate o g-a<z<a
f(.’L‘): —ztbta ) (91)

o si a<r<a+o«
0 si a+a<z<M

Le théoréme d’approximation de Weierstrass (sur le compact [m, M]), voir exer-
cice 5, permet de voir qu’il existe une suite (P, ) de polynémes qui approchent
f sur le compact [m,M], plus précisément, telle que

1
Supx&[m,M] |f($) - Pn(x)l < E

En particulier, si z € A, le fait que f s’annule sur A implique

P <[Pa() = F@)] + @) < -

1

Il vient que Sup,a [Prn(z)| < o, et donc, la suite P, tend vers 0 pour la norme

||-I|5- Pourtant,
162(Po)] = [Pa(a)| > £(a)| - [Pu(a) - F(a)] > 1 ~,

n

et donc [0, (P,)| ne tend pas vers 0.
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Remarque. On peut méme dire ici que la suite (P, (a)) tend vers 1, puisque par les
deux inégalités triangulaires P, (a) = f(a) + (Pr(a) - f(a)) implique

1= 2 < (@) - [Pa(a) - £(@)] < 8a(Pa)] = [Pu(@)] < |F(@)] + [Pu(a) - F(@)| <1+ .

n n

On voit alors que si A est une partie compacte de R et si a ¢ A, alors ’hyperplan
H, des polynémes qui s’annulent en a, c’est-d-dire I’hyperplan des polynémes divi-
sibles par (X-a), est dense dans R[X] pour la norme ||-||,. En effet, par I’alternative
fermé-dense, voir exercice il suffit pour le montrer de voir que H, n’est pas fermé
pour cette norme. Or, la suite (P,, — Py (a)) est dans H,, alors que sa limite, pour la
norme ||—||5, est 0—1=-1¢ H,, ce qui prouve que H, n’est pas fermé.

Exercice 64 (Norme et espace réel non complet)

Dans l'espace R[X], on pose ||P|| = X150 ‘P(k)(k)|.
1. Montrer que 'on obtient bien une norme sur R[X].

2. En considérant les polynémes P,, € R[X], tels que Pglk)(k) = 27% montrer que
I’espace ainsi normé n’est pas complet.

Soluce

1. La norme est bien définie car la somme est finie. Elle est séparable (seule
difficulté) car si ||[P|| = 0 et (par I'absurde) P est non nul, notons n son degré
et a, son coefficient dominant. Alors nla, = P (n) = 0, absurde.

2. On vérifie facilement que les formes linéaires oy (P) = P*®)(k), 0 < k < n, sur
R[X],, sont indépendantes : on applique pour cela une combinaison linéaire
nulle de ces formes a la base canonique de R[X],,. Elles forment donc une base
du dual, et P,, est le polynéme dont les composantes sont 27 dans cette base.

Exercice 65 (Théoréme de Riesz)

On veut montrer le théoréme de Riesz qui dit que si E est un espace vectoriel
normé sur un corps K égal & R ou C, alors E est de dimension finie si et seulement
si la boule unité est compacte. On notera ||z|| la norme de z € E.

1. En utilisant la caractérisation d’un compact en dimension finie (fermé-borné),
montrer I'implication.

2. On veut montrer la réciproque. On suppose, par la contraposée, que E est un
espace de dimension infinie et on veut montrer que la boule unité n’est pas
compacte.

(a) Soit F un sous-espace de dimension finie de E et a dans E . Montrer
qu’il existe  dans F qui minimise |ja — z||. On notera dans la suite

d(a,F) :=|la - z||.
(b) Soit a € E, ueF, A e K*. Montrer les égalités

d(a,F) =d(a-u,F), d(Aa,F) =|\d(a,F).
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(c) Montrer alors qu’il existe un vecteur a de norme 1 dans E tel que

d(a,F) =1.

(d) Construire par récurrence une suite (a, ), telle que pour tout n, ||a,|| =1

Soluce

1. Sil’espace E est un espace de dimension finie, la boule de rayon 1 est forcément
bornée pour la méme norme (on n’a méme pas besoin de dégainer le fait que
toutes les normes sont équivalentes...)

2.

et d(an,Fn-1) =1, avec F),_1 := (ag,a1,...,a,-1), puis conclure.

Il reste & démontrer que la boule est fermée. Appelons N la norme (pour des
raisons d’esthétique), alors la boule n’est rien d’autre que N1 ([0, 1]). 11 suffit
donc de montrer que N est continue. Mais ceci est clair car N est 1-lipschitzienne
par 'inégalité triangulaire qui dit que |N(z) - N(y)| < N(z - y).

(a)

Soit donc d(a,F) := infer [|ja - y||, qui est bien définie puisque {||a-y||,y €
F} est une partie de R minorée par 0. Par définition de la borne inférieure,
pour tout entier n > 0, il existe x, € F tel que

1
d(a,F) <|la -z, <d(a,F) + —.
n

On a donc trouvé une suite (zy,)pen+ dans F telle que limy,, o0 ||a — 24| =
d(a,F).

La suite (x)nen+ est bornée puisque

[znll = llen — a+ all < [lzn - all| + |al| < d(a, F) + 1+ [|al|.
Comme F est de dimension finie et que la suite est bornée dans F, elle
posséde une valeur d’adhérence (une boule en dimension finie est com-
pacte) = dans F. Soit (z.(,)) une suite extraite qui converge vers . On
a, par continuité de la norme,

fla=all= lim_la- ) = d(a. F).

On a montré que la borne inférieure était bien un minimum (car z € F).

Pour la premiére égalité, on va se permettre d’utiliser le changement de
variable y' = —u+y, vy, € F. On a

d(a,F) = inf [la -yl = inf [la - (4" +w)l| = inf [[(a - u) - y'[| = d(a - u,F).
yelF y'eF y'eF

Pour la seconde, on utilise le changement de variables y = Ay’ (car A est
non nul).

d(Xa,F) = inf [[Aa -yl = inf [|Aa = \y/|| = |\l inf [la - o/ = |\|d(a, F).
yeF y'eF y'eF
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(c) C’est une conséquence directe des deux égalités précédentes : soit b dans
E, avec b ¢ F, ce qui est possible puisque E # F, par considération de
dimension.

On a donc d(b,F) # 0. En effet, d(b,F) = ||b — z|| pour un z € F, donc, en
particulier, x # b.

On pose a = Hg:iﬂ' On a alors ||al]| = 1 et de plus,

1
16— ]|

b—x

1
d(a,F) :d(— F) = Md(b—x,F) =

, d(b,F) = 1.
b |

(d) On part d’'un vecteur non nul arbitraire by que 'on normalise en ag :=
ﬁ. Par récurrence, une fois les vecteurs ag, a1, -+, a,, déterminés, on dé-
nit, grace a la question qui précéde, le sous-espace F,, engendré par
ag,ai, -, an, et le vecteur an41 tel que ||ans1]| =1 et d(ans1,Frn) = 1.
La suite (ay), est, par construction, dans la boule unité. Montrons que
I’on ne peut pas en extraire une sous-suite convergente. On note que, pour
tout n > m dans N,

llan = am|| > d(an, Fm) > d(an, Fp-1) = 1.

Donc, aucune sous-suite de la suite (a,, ), ne peut étre une suite de Cauchy.
On en déduit que la boule unité n’est pas compacte.

Remarque (Sur compact=fermé-borné en dimension finie).

Le fait que compact implique fermé-borné est chose claire. Mais, la réciproque se
fait classiquement en trois étapes : 1) un intervalle fermé borné de R est compact,
2) le produit cartésien de compacts est compacts et donc le produit d’intervalles
fermés bornés est compact, et 3) un fermé borné est un fermé dans un compact,
donc compact.

9.2 Distance a un fermé dans un espace de matrices

Exercice 66 (Distance d’une matrice & un sous-groupe)
On considére l'espace .#,(R) muni de la norme quadratique Ny donnée par

Na(M)?= Y mij;, M= (my).

1<6,j<n

Le but de I'exercice est de prouver que si M € SL,(R), alors No(M) > \/n, avec
égalité si et seulement si M € SO,,(R).

1. Premiére méthode : par décomposition polaire
(a) Montrer que pour toute matrice M, No(M)? = tr(‘MM). En déduire que
si M e O,(R), No(M) = /n.

(b) Soit M € SL,(R) et M = OS sa décomposition polaire. Montrer, a 1’aide
de I'inégalité arithmético-géométrique, que si \;, 1 < ¢ < n, sont les valeurs
propres de S, alors ¥; \? < n et en déduire I'inégalité No(M) > \/n.
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(¢) A Taide du cas d’égalité de I'inégalité arithmético-géométrique, montrer
que I'égalité No(M) = \/n est atteinte si et seulement si M € SO, (R).
2. Seconde méthode : par les extrema liés

(a) Soit A un réel et L la fonction de .#,(R) dans R définie par
L(M) := tr("MM) — A(det(M) - 1).

Calculer la différentielle de L en une matrice M.

(b) En utilisant le théoréme des extrema liés, déduire le résultat demandé.

Soluce
1. Premiére méthode : par décomposition polaire
(a) Soit N 'MM. En posant N := (n;;), il vient, pour tout j, nj; = ¥; nijni; =
Zj e On en déduit

tr("MM) = an > ng; = N2 (M),
i\j

En particulier, si M € O,(R), No(M)? = tr(I,) = n, ce qui fournit le
résultat voulu.

(b) On sait que S est symétrique définie positive et O € O, (R). On en déduit
det(S) > 0 et det(O) = +1. Comme det(M) = 1, on en déduit que det(O) >
0 et donc O € SO, (R). Il vient alors det(S) = 1. L’inégalité arithmético-
géométrique[ﬂ donne

1 n
(— A?) > =det(S)* =1,
nw i

et donc ;A2 > n

On en déduit le résultat annoncé, puisque

No(M)? = tr(*MM) = tr(*ST00S) = tr(S?) E)\Q

(c) La question précédente prouve que 1’égalité No(M) = \/n est atteinte si et
seulement si ’égalité est atteinte dans 'inégalité arithmético-géométrique,
c’est-a-dire si et seulement si tous les )\ZZ sont égaux entre eux. Comme les
A; sont des réels positifs, ceci implique que tous les A; sont égaux, et comme
leur produit vaut 1, tous les \; valent 1. Comme S est diagonalisable, de
spectre réduit a 1, S=1,, et M = O € SO, (R).

Réciproquement, si M € SO, (R), on a bien M € SL, (R) et No(M)? =
par la question 1.

2. Seconde méthode : par les extrema liés

1. L’inégalité arithmético-géométrique dit que pour tout n-uplet (z;) de réels, la moyenne géo-
métrique est inférieure a la moyenne arithmétique, avec égalité si et seulement si les x; sont tous
égaux. Elle découle de la stricte concavité du logarithme, qui se prouve avec sa dérivée seconde
strictement négative.
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On sait, voir [4, V-7.2.1], que la différentielle d’une forme quadratique en
un vecteur u vaut 2b(u, 7) ou b désigne sa forme polaire. On sait également,
voir [5, Proposition IX-1.6.7], ou 'exercice que si A est une matrice
inversible, alors la différentielle du déterminant est H — tr(KH), ot A
désigne la transposée de la comatrice de A, c’est-a-dire det(A)A~L. 11
vient donc

dvL(H) = 2tr("MH) - M tr(M'H) = tr ((2'M - AM ™) H).

Le théoréme des extrema liés dit que si le minimum de No(M)? est atteint
avec la contrainte det(M) = 1, alors dyL = 0.

D’aprés la question précédente, soit M e SL,(R) tel que ce minimum
est atteint, alors H — tr((2tM—)\M_1)H) est nulle. Comme la forme
bilinéaire (A,B) ~ tr(AB) est non dégénérée, voir [CVA ? 7], cela signifie
que 2'M = AM~! = 0 et donc 2°MM = AlI,,. En prenant le déterminant,
il vient 2™ = A", donc A = 2 puisque A est réel, et qu’il est positif, car
'MM est une matrice symétrique positive. On en déduit ‘MM =1I,, et donc
M € SO, (R), puisque det(M) = 1. La réciproque est claire.

Exercice 67 (La matrice orthogonale la plus proche de chez vous!)

On considére I'espace .#,,(R) muni de la norme quadratique Ny donnée par

No(M)?2 = > m?j pour M = (my;).

1<i,j<n

Soit A une matrice quelconque de ., (R) et S 'unique matrice symétrique positive
telle que S? =*AA. Le but de I'exercice est de montrer que pour tout M € O, (R),

No(A - M) > Ny(A)? +n - 2tr(S),

et que 'égalité a lieu si et seulement si M = O et A = OS est une décomposition
polairef| de A.

1. Prouver l'inégalité proposée.

2. On suppose O € O, (R) tel que A = OS. Montrer que l'égalité a lieu pour

M =

0.

3. Réciproquement, soit M € O,,(R) tel que 1’égalité ait lieu. Montrer que A = MS
est une décomposition polaire de A.

Soluce

1. On a vu dans Iexercice [66] que No(B)? = tr(*BB) pour toute matrice B. 11 en
résulte que pour tout M de O, (R),

No(A -M)? = tr ("(A - M)(A -M)) = tr(*AA) + tr("MM) - tr(*AM) - tr("MA)

=tr(*AA) + tr(I,) - 2tr(*AM) = tr(*AA) + n - 2tr(*AM).

2. Attention, si A n’est pas inversible cette décomposition n’est pas unique.
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Soit A = OS une décomposition polaire de A (on sait qu’alors nécessairement
'AA = S% et quil existe une unique S positive qui vérifie 'égalité). Par le
théoréme spectral, il existe une matrice orthogonale P telle que S = PDP!,
avec D = diag(dy,...,d,,0,...,0), ou r est le rang de S (et, au passage, le rang
de A), et ot, pour tout i de 1 a r, d; > 0. Il vient

tr("AM) = tr(S'OM) = tr(PDP~'*OM) = tr (D(P"'O"'MP)) = tr(DN),

avec N := P1O7!MP € O,(R). Posons N = (n;;), ce qui implique n;; < 1
(puisque toutes les colonnes de N sont de norme 1). Par positivité des d; :

(DN) = Y din < Y d; = tx(D) = (S).

T
i=1 i=1
L’inégalité en résulte. Notons pour la suite que I'égalité est équivalente a
tr(*AM) = tr(S).
2. Si A = 08, alors tr(*AO) = tr(S'00) = tr(S), ce qui fournit le résultat de-
mandé.
3. On suppose M dans O, (R) tel que tr(*AM) = tr(S), et on veut montrer A = MS.

On rappelle les notations ci-dessus. On a fixé une décomposition polaire A = OS
de A, S la racine carrée de ‘AA, S = PDP!, D = diag(ds,...,d,,0,...,0),
et enfin N = (n;;), avec N = PLOIMP € O,(R) de sorte que si I'égalité
tr(*AM) = tr(S) a lieu, alors tr(DN) = tr(D). Ceci entraine ¥; diny; = ¥; d; et
comme d; > 0 avec ny < 1, 'égalité force ny; =1 pour 1 < i < 7. Comme N est
une matrice orthogonale, ses colonnes sont de norme 1, et il vient que N est de

la forme -
N- (5 N,) |
Cette forme implique 'égalité ND = D et donc
MS = OPNP~!S = OPNP~'PDP ' = OPNDP ' = OPDP ! = 0S = A.
Voila qui achéve la preuve.

Remarque. Pour continuer sur ce théme de distance d’une matrice & un fermé, on
vous invite & regarder 'exercice [115| qui utilise le théoréme des extrema liés.
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Chapitre 10

Equations différentielles linéaires

10.1 Généralités

Exercice 68 (Entrelacement des zéros d’une équation différentielle)
Soit I un intervalle de R. Pour p,q : I - R deux fonctions continues données, on
considére une fonction f, solution non partout nulle de I’équation différentielle

y" +p(t)y' +q(t)y = 0. (E)

1. Montrer que f ne peut pas avoir de zéro commun avec sa dérivée.
2. Montrer que tout zéro tg de f posséde un voisinage ouvert sur lequel f ne
s’annule qu’en tg.
3. Soit J un segment inclus dans I. Montrer que f ne posséde qu'un nombre fini
de zéros dans J.
4. Soit g une autre solution de I’équation (E), linéairement indépendante de f .
(a) Montrer que leur wronskien w = fg’ — f’g ne s’annule pas sur I.
(b) Montrer que f et g ne possédent pas de zéro en commun.

(c) Montrer que, si f et g sont réelles, alors g posséde un unique zéro dans
tout intervalle de la forme Jto, 1], ol ¢y et ¢; sont deux zéros consécutifs
de f (sl en existe).

Soluce
1. Supposons, par ’absurde, que la fonction f posséde un zéro commun avec sa
dérivée ; il existe alors tg € I tel que f(tg) =0 = f'(¢p). Le probléme de Cauchy
suivant :
y"+p)y +a(t)y=0
y(to) =0
y'(to) =0

admet alors deux solutions : la fonction f et la fonction nulle. Comme p et ¢
sont des fonctions continues sur 'intervalle I, le théoréme de Cauchy-Lipschitz
s’applique : la fonction f est alors la fonction nulle. Contradiction avec I’hypo-

159
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thése de I’énoncé. On en déduit que les fonctions f et f’ n’ont pas de zéro en
commun, comme voulu.

Au voisinage du zéro tg de f, on a :
f(to+h) = f(to) + ['(to)h + o(h) = f'(to)h + o(h).

Ainsi, si h =0, on en déduit que f(to+h) =0, et si h # 0, alors f(tg+ h) =
f'(to)h+o(h), avec f'(tp) + 0 par la question précédente. 11 existe donc un réel
h >0 tel que le seul zéro de f dans U'intervalle ouvert |tg — h,to + h[ soit ty. On
a bien démontré que tout zéro tg de f posséde un voisinage ouvert sur lequel
f ne s’annule qu’en .

Supposons, par I’absurde, qu’il existe une suite injective (t,)nen de zéros de f
dans un segment J. Comme il est compact, on peut extraire une sous-suite
(to(n))nen de (tn)new qui converge vers un réel £ € [a,b]. Comme la fonction f
est continue sur I, on en déduit par passage a la limite que f(¢) = 0. Ainsi, ¢
est un zéro de f et tout voisinage de £ contient des zéros de f; cela contredit
la question précédente. Ainsi, f n’admet qu’un nombre fini de zéros dans J.

(a) C’est une conséquence du rappel de la page : comme les fonctions f et
g sont linéairement indépendantes, leur wronskien ne s’annule par sur I;
cela s’écrit

Vtel, wf,g(t) 0.

(b) Supposons, par l'absurde, que f et g possédent un zéro en commun, t.
Alors on a

0=wy4(to) = f(to)g'(to) — f'(to)g(to),

avec tg € I : contradiction avec la question précédente. Ainsi, f et g ne
possédent pas de zéro en commun.

(c) Supposons qu’il existe ty et t; deux zéros consécutifs de f dans I. On a
donc f(t9) =0 = f(t1), ce qui implique

wy.q(to) == f'(to)g(to) # 0. (1)

De méme,
wyg(ti) = =f(t1)g(t1) #0. (2)

De plus, puisque,d’aprés ce qui précéde, le wronskien de f et de g ne
s’annule pas sur I, on en déduit que wyy(to) et wyq(t1) sont de méme
signe, soit :

wyg(to)wyg(ti) > 0. (3)

De plus, ty et t1 étant deux zéros consécutifs de f, fonction continue,
f'(to) et f'(t1) sont de signe contraire, c¢’est-a-dire :

f'(to) f'(t2) <0,

ce qui implique, en combinant (1), (2) et (3) :

9(to)g(t1) <0.
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Cela signifie que que g(tp) et g(¢1) sont de signe contraire ; la fonction g
étant continue, le théoréme des valeurs intermédiaires assure alors 1’exis-
tence de « € |tg,t1[ tel que g(«) = 0. Lexistence est démontrée.

Quant a I'unicité, supposons qu’il existe au moins deux zéros de g dans
Jto, t1[, que Pon nomme zp et x1. En inversant les roles de f et de g, on
montre alors qu’il existe un zéro de f, disons p, compris entre xg et x7 :
contradiction avec le fait que ¢y et ¢; sont deux zéros consécutifs de f.
L’unicité est ainsi démontrée.

Exercice 69 (Equations a coefficients constants, un théoréme chapeau)
Soit T un intervalle de R et soit & = € (I,C) algébre des fonctions indéfiniment
dérivables de I dans C. On note D : & - &, y = 3y’ opérateur de dérivation.
1. Soit y : I - C une fonction de classe €.
(a) Résoudre I'équation différentielle 3’ = 0.
(b) Soit m € N*. Résoudre I'équation différentielle y(™ = 0.
2. Soit v € C et soit eq : 1 - C, x — ™.
(a) Soit y € & et soit z = y/e,. Comparer y' — ay et 2.
(b) En déduire, pour tout m entier et pour tout y dans &, une expression
simple de (D - aId)™(y).
(c) Décrire les éléments du noyau de (D — o 1d)™.
(d) Soit gor:1—-C, z zFe®® . Montrer que (9o k)o<k<m €st une base de
ker(D — a1d)™.

3. Soit un entier n non nul et soient ay, . ..,a,-1 des complexes. On note P(X) =
X”+Z§”=_01 a; X" et & I'ensemble des fonctions g : I - C qui sont n fois dérivables
et telles que

n-1 )
Y™+ Y aiy® = 0. (E)
=0

Montrer que . est un sous-espace de & et qu’'une base de . est formée par
les fonctions gy o, oit @ parcourt I’ensemble des racines du polynéme P et k
est un entier inférieur & la multiplicité de oo comme racine de P.

4. Soit £ un entier et soit 8 un complexe. Indiquer comment trouver une solution
particuliére de I’équation

n-1 )
y ™+ 3 ay D = gg g
i=0

Soluce
1. (a) Siy’ =0, alors y est constante sur tout intervalle I. En effet, par le théo-
réme des accroissements finis, pour a et b dans I avec a < b, il existe
c € la,b[ tel que y(b) —y(a) =y'(c)(b-a) =0.
(b) On montre par récurrence que si y(™ = 0, alors y est sur chaque intervalle I
une fonction polynomiale de degré au plus m — 1. On vient de traiter
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le cas m = 1. Pour I'hérédité, on peut fixer zp € I et écrire : y(x) =
Jag ¥ (@)dt +y(ao).

2. (a) Comme e, ne s’annule pas et est dérivable, z est bien définie et indéfini-
ment dérivable. On a : y = ze,, d’olt :

y' =2eq+aze, =2'eq +ay,
ce que 'on peut récrire ainsi :
(D-ald)y = (Dz2)eq,.
(b) On montre par récurrence que pour m entier non nul,
(D-ald)™y=(D"2)eq.

On a vu le cas m = 1. Soit m € N*. Supposons que (D-aId)™y = (D™z)eq,.
On applique la relation connue pour m=14a Z2=D"z et g = (D™2)e, =
Zéq, il vient :

(D-ald)™'y = (D-ald)j= (D2)eq = (D(D"z2))eq = (D™'2)eq,

ce qui permet de conclure.

(c) Soit y € & et soit z = y/eq. Comme e, ne s’annule jamais, on a I’équiva-
lence :

yeker(D-ald)™ < (D"z)eq =0 < zekerD™,

ce qui équivaut a dire que z est un polynéme de degré au plus m — 1.
Autrement dit, y est le produit de e, par un polynéme de degré au plus
m— 1.

(d) On vient de montrer que (gq i )osk<m €st une famille génératrice de ker(D-
ald)™. Comme e, ne s’annule jamais, une relation de dépendance linéaire
entre les g, entrainerait une sur les monodmes go j : = zF dont on saitE|
qu’ils sont linéairement indépendants.

3. Soit y € .. Pour k € N, on note Hy, Passertion : «y, v/,..., y™ V) sont k fois dé-
rivables ». Elle est vraie pour k = 1 par hypothése et, comme y appartient & .7
et que par conséquent y(") est une combinaison linéaire de (y,y/,... ,y(”‘l)),
on peut en déduire que Hj implique Hy,q1. D’ot, par récurrence, le caractére
indéfiniment dérivable de y. Ceci montre que . ¢ &. Comme D est un endo-
morphisme de &, on a :
& =ker P(D).

Notons (agq,...,q;) les racines distinctes de P et (myq,...,m,) leurs multipli-
cités respectives, de sorte que

P(X) = ﬁ(X — ;)"
j=1

1. Par exemple parce qu’'un polyndéme non nul a un nombre fini de racines ou grace au détermi-
nant de Vandermonde.
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Comme les polyndomes (X — a;)™ sont deux & deux premiers entre eux, on a
par le lemme des noyaux :

< =kerP(D) = @Pker(D — a; I1d)".
=1

Autrement dit, toute solution de I’équation différentielle E s’écrit de facgon
unique comme somme d’éléments des ker(D-a;Id)™, c’est-a-dire comme com-
binaison linéaire des g, ; x ot j € {1,...,7} et ke {0,...,m; - 1}.

En particulier, on a la relation :

dim.¥ = Z mj =n.
j=1

4. Soit m la multiplicité de 8 comme racine de P (avec m = 0 si P(3) # 0). On
sait que I’équation admet pour solution une combinaison linéaire des g g avec
0<k<l+m.

Exercice 70 (Equation de Hill-Mathieu)
On s’intéresse ici au caractére borné des solutions de I’équation

y" +q(t)y =0, (E)

ol ¢ est une fonction de R dans R, continue, w-périodique, et paire.
On note (y1,y2) la base de I'espace des solutions de (E) associées aux conditions
initiales

y2(0) =0, y5(0)=1

On note W c ¢%(R,C) I’ensemble des solutions complexes de (E). On considére
I’application

{ y1(0)=1, 21(0)=0

A: W - W
y =y(+m)

Dans la base (y1,y2), Uapplication A sera notée ( Z ; ), et on nomme T la
trace de A.

1. (a) Justifier 'existence de la base (y1,y2) telle que décrite dans I’énoncé.

(b) Montrer que A est bien définie, et que sa matrice dans la base (y1,y2)

s’écrit
( n(m) () )
yi(m)  yo(m)
2. Montrer les assertions suivantes :
(i) y1 est paire;
(i) y2 est impaire;
(iii) det(A)=1;
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(iv) y1(m) = yy() (ie a =d).
3. On va maintenant pouvoir s’intéresser au caractére borné des solutions de

(E), comme annoncé. On va voir que cela dépend de la valeur de la trace T.
Montrer que :

(i) si|T| <2, alors toutes les solutions de (E) sont bornées;
(ii) on a ’équivalence |T|=2 <= bc=0;
(iii) si|T| =2, alors (E) posséde une solution non nulle bornée ;
)

(iv) si [T| > 2, alors toutes les solutions non nulles de (E) sont non bornées.

Soluce
1. (a) L’existence d’une telle base repose essentiellement sur le théoréme de Cauchy-
Lipschitz. On considére le probléme de Cauchy suivantE] :

y' = —q)y
y(0) =0
y'(0) =1

Par le théoréeme de Cauchy-Lipschitz, ce probléme admet une et une seule
solution maximale. En d’autres termes, ’application

W — R?
T (x(O),:c’(O))

est un isomorphisme de I’ensemble des solutions W vers R%. On en déduit
que l'image réciproque d’une base de R? est une base de W. L’existence
de y; et de yo est alors assurée : y1, resp. yo, est I'image réciproque de
I’élément (0,1), resp. (0,1), de la base canonique de R2.

(b) Pour montrer que A est bien définie, il suffit de se rappeler que ¢ est
une fonction w-périodique ; donc, si y est dans ’ensemble des solutions, la
fonction y(- + 7) lest également.

Soit maintenant z € R. On calcule :
yi(z+m) = Ay (z) = ayr () + bya2(2),
qui donne en dérivant
(@ +m) = ayy () + bys (@)

Il n’y a plus qu’a évaluer ces deux égalités en 0, puis en 1, pour trouver

a =yi(m)
b =yi(m)
On remplace enfin y; par y9, et on trouve les expression souhaitées pour ¢

et d.

2. En fait, on aurait pu prendre le probléme de Cauchy avec des conditions initiales quelconques,
pas forcément (0,1); ce qui importe, c’est d’obtenir I'isomorphisme qui suit, entre W et R?.
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2. (i)

(iv)

On considére la fonction z(z) = y1(-x). Comme la fonction ¢ a été sup-
posée paire, et que la fonction y; vérifie I'équation (E), en dérivant deux
fois, on obtient :

() + q(2)=(2) = 5} (~) + g(~x)y (~) = 0.

De plus, z(0) = y1(0) = 1, et 2’(0) = —y1(0) = 0. Ainsi, la fonction z vérifie
le méme probléme de Cauchy que la fonction y; ; par unicité de la solution
dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on obtient z = y; ; autrement dit :
y1 est une fonction paire.

On raisonne de fagon similaire que dans le (i), avec cette fois z(z) =
~y2(-).

On pose w(z) = y1(z)ys(z) —y2(x)y)(x). On dérive w : pour x réel, on a
w'(z) = y1(@)yy (2)-y2(2)y1 (2) = —q(@)y1(2)y2 () +q(2)y1 (2)y2(2) = 0.
Ainsi, w est constante, égale & w(0) = 1. On obtient finalement :

det(A) =w(w) =w(0) = 1.

On étudie la réciproque de A, qui & y associe y(- — 7). Une rapide étude
nous donne 'expression de sa matrice dans la base (y1,y2) :

Al :( yi(-m) ya(-m) ):( a -c )
y1 (=) yy(-m) -b d
Un calcul direct de A~! donne :

AL d -b
-c a ’

ul nous donne 'égalité a = d, comme voulu.
b

On invoque le théoréme de Cayley-Hamilton :
0=xa(A)=A? - (tr(A))A +det(A)Id =A% -T.A+1d.

Ainsi, si le module de T est strictement inférieur a 2, le discriminant
de xa est strictement négatif, ce qui implique que xa a deux racines
complexes distinctes, conjuguées, p et p; et ces racines sont de module 1,
car |p|? = pp = det(A) = 1, d’aprés la question 2 (iii).

Soit alors (u1,us) une base de W formée de vecteurs propres de A, res-
pectivement associés a p et & p. Pour x € R, on écrit :

Aui(z) =w(z+7) =pur(x)
Aug(z) =ug(z+7) = pus(x)

Cela implique que, pour j = 1,2, u;(- +7) et u; sont de méme module;
comme u] et ug sont continues et m-périodique (car appartenant a ’en-
semble W), on obtient que u; et ug sont bornées. Tout élément de W
s’écrivant comme combinaison linéaire de u; et ug, toute solution de (E)
est ainsi bornée.
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Dans le sens direct, si on suppose que T = +£2, on en déduit, grace a la
question 2 (iv) :

a+d=+2=>a=d=x1=1=det(A)=ad-bc=1-bc=bc=0.
Réciproquement, si bc = 0, alors,
l=det(A)=ad=a’=>a=d=+1=T=22.

On raisonne comme dans le (i) : si |T| = 2, c’est-a-dire T = +£2, alors, le
discriminant est nul, ce qui nous permet d’exhiber une solution, u, non
nulle, telle que u(z + 7) = xu(x), et comme dans le (i), on en déduit que
cette solution u est bornée.

Si |T| > 2, alors de méme, le discriminant du polynome caractéristique
de A est strictement positif, ce qui permet d’obtenir deux valeurs propres
pour A, p et p!, ot p € R, de module strictement supérieur & 1. On
note w1 et us les deux vecteurs propres associés aux valeurs propres p
et p~'; notons que (uy,us) forme une base de W.
Soit y une solution non nulle de (E); alors y s’écrit comme combinaison
linéaire de u; et us; notons « et B tels que y = auy + Bug. Si « est non
nul, alors, soit x tel que uj(x) #0. On a, pour n e N :

A'(z) =y(z +nm) = ap"ui(z) + fp"ug(z)  ~ ap"ui(),
et comme le module de p est strictement supérieur & 1, cela implique
que y est non bornée.

De méme, si 5 # 0, on obtient, pour x tel que ua(x) # 0,
AM(z)=y(z+nm) ~ Bp " us(z),
n—+oo

et dong, ici encore, y est non bornée. L’assertion est démontrée.

10.2 Fonctions de Bessel

Exercice 71 (Fonctions de Bessel : définition des fonctions Jg)
Soit € C. Le but de cet exercice est d’étudier des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que I’équation différentielle :

2y +axy’ + (2% - p)y =0 (Eu)

dit équation de Bessel posséde une solution développable en série entiére au voisi-

nage de 0.

1. Etudions d’abord les conditions nécessaires a 'existence d’une telle fonction.

On fixe dans la suite p € C.

(a) En supposant y développable en série entiére et solution de (E,), déter-

miner une relation entre les coefficients de la série.
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(b) Supposons dans cette question que p n’est pas le carré d’un entier. En
déduire que I'équation (E,) n’admet pas de solution développable en
série entiére non nulle.

(¢) A contrario, si p est le carré d’un entier, montrer que 1'éventuelle solu-
tion y a les propriétés suivantes :

(i) la parité de y est celle de k;

(ii) tous les coefficients de la série d’indice strictement inférieur a k
sont nuls ;

(iii) les coefficients restants satisfont a la relation de récurrence

BT e = 0, (a)
L (R 2m)2—p)

2. Inversement, montrer qu'une fonction définie par les relations des questions
précédentes posséde un rayon de convergence infini et est solution de I’équa-
tion (EkQ )

3. Donner une expression de I'unique solution J; de (Ej2) développable en série
entiére telle que Ji(z) ~ 2¥/(2F k!) au voisinage de 0.

Soluce
1. (a) Soit donc y:x = ¥,50anx™ une fonction développable en série entiére sur
un intervalle non vide de type I:= ]-R,R[, ot R € R**. Pour z € I, on
obtient classiquement :

y'(z) = Z nanz™ xy'(z) = Z napx" = Z napx”,

n>1 nxl n20
y'(z) =Y n(n- Danz" 2, z%y"(z) = Y n(n-1)azz™ =Y n(n-1)a,z".
n>2 n>2 n>0

Pour que toutes les sommes partent du méme indice, on pose de plus
as=a_1=0.
On obtient alors

2?y(r) = Y apa"? = Y an_oa™.
n>2 n=0
Ainsi, y est solution de (E,) sur I si et seulement si
Vrxel, Z n(n-1)a,z" + Z napx" + Z oz + Z —payx’ =0,
n20 n20 n20 n>0

c’est-a-dire :
Vel Z ((n2 - p)an + an_g)x” =0.

n20

Comme le développement en série entiére de y est unique, si elle est solu-
tion de I’équation (E,), alors nécessairement

¥n>0, (n®-p)an=—an-s, (o)

o, rappelons-nous, a_s et a_1 ont tous deux été définis comme étant nuls.
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(b) Dire que u n’est pas le carré d’un entier c’est dire que n? - # 0 pour
tout entier n. Pour n = 0, on a fixé a_o = a_; = 0; par une récurrence
immédiate fondée sur la relation obtenue a la question [Ia] cela implique
que, pour tout k € N,

ask = 0 et A2fk+1 = 0.

Autrement dit, si p n’est pas le carré d’un entier, la fonction nulle est la
seule solution développable en série entiére au voisinage de 0 de I’équation

(En)-

Soit k un entier naturel et soit p = k% Soit y une solution de (Ej2)
développable en série entiére au voisinage de 0.

(i)

(iii)

Etudions la parité de la fonction y. Remarquons que pour tout n # k,
onan?-pu# 0. Cest le cas de tous les entiers de la forme n = ¢+2¢, ot
q € {-1,-2} est 'entier qui n’a pas la méme parité que k et £ est un
entier quelconque. Par récurrence sur ¢, on déduit de la relation (#)
que pour tout £ € N, ag.9¢ = 0. Ainsi, si k est pair, alors ¢ = —1, et tous
les coefficients d’indice impair de la série y s’annulent ; la fonction y
est donc paire. De méme, si k est impair, alors la fonction y est
impaire.

On applique la relation (#) a n = k; on obtient alors ax_o = 0. De
méme, en prenant cette fois n = k-2, on obtient ag_4 = 0, et ainsi de
suite par récurrence. Suivant la parité de k, on en déduit bien que
tous les coefficients d’indice n < k sont nuls.

Calculons les coefficients ag 9 (¢ € N). Pour £ = 0, rien & démontrer,
et pour £ = 1, c’est exactement la relation (&) de la question . Soit
£ un entier, supposons connaitre aj.o¢. Par hypothése de récurrence,
on a (en prenant n =k +20+2) :

1
(k+2042)2—p
1 (-1)°

B _(k:+2€+2)2 - g an:l((k’+2m)2 —u)ak’

A+2(0+1) = Ak+20+2 = Af120

ce qui prouve I’hérédité.

Cette relation exprime que l’ensemble des solutions de 1’équation
(Ej2) développables en série entiére au voisinage de 0 est au plus
une droite vectorielle, puisque toute solution éventuelle est multiple
de la solution caractérisée par la condition ag = 1.

2. On suppose toujours que p = k% pour un entier k et on considére la somme de

la série entiére Y a,x™ définie par

ar € R (fixé);

an =0 sin<kousin#k[2];
(-1)°

[Tine1 (k4 2m)2 - )

Ayof = ap pour £ €N,
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Alors, le critére de d’Alembert assure que le rayon de convergence de la série
est infini puisque pour £ € N,

AL+2(0+1) _ 1 o0

ot (k+2(0+1))° = pp toreo

Enfin, par construction, une telle série entiére vérifie bien I’équation (Ezz2).

3. On a, les lettres étant quelconques :
(k+2m)? —k* = (k+2m - k)(k+2m + k) = dm(m + k),

ce qui donne pour nos solutions :

1 £, k+2¢0 -1 0, k+2¢0 k! 1 1 k+2¢
y(x) = Z (1) ap = ( )2;: x ak=2kk!ak2 (-1) ( ) .
50 ]‘[ 1 4m(m+ k) o 22! (k+2)! S0l (k+ )1\ 2

L'unique valeur de a;, pour laquelle y(z) ~ /(2" k!) en 0 est a; = 1/(2F k!),
ce qui donne :

( 1)[ k+2¢
VreR, Ji(z)= ;)ﬂ(;ﬁg)'( ) '

Remarque. Pour k complexe quelconque, on peut grace a la fonction gamma définir
la fonction de Bessel Jj sur C par :

(-1)* k+2¢
VeeC, J = .
veC, (@)= ;()K'F k:+€+1)( )

\

FIGURE 10.1 — Fonction Jy de Bessel

Exercice 72 (Fonctions de Bessel : expression intégrale)
Pour k entier naturel et x réel, on pose :

1 T
Je(x) = - [0 cos(kt — xsint)dt.

1. (a) Justifier la dérivation sous le signe intégrale et donner une expression
de Ji et Jy/.
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(b) Démontrer que J est solution de 1’équation de Bessel (Ej2) de 'exer-

cice [Tl
On pourra récrire k*Jj,(z) —2? (I () +J} (z)) sous une forme qui permet
une intégration par parties.

(a) Calculer, pour k et n entiers naturels,

1 s .
Vkm = o f e "t sin™ tdt.
mwJ-7

(b) Démontrer que J; admet un développement en série entiére et que c’est

bien la fonction définie a Iexercice [Tl

1. (a) Soit f:Rx[0, 7], (z,t) = cos(kt—xsint). Cette fonction est de classe €

donc toutes ses dérivées sont bornées sur les compacts de la forme [-X, X]x
[0,27] pour tout X réel positif. Une application routiniére du théoréme de
dérivation sous le signe intégrale donne (en commengant sur [-X, X] pour
majorer les dérivées partielles uniformément puis en étendant le résultat
a R), pour x réel quelconque :

1 ™
Je(x) =— f cos(kt — xsint)dt ;
m Jo
1 T
Jip(z) == fo sin(t) sin(kt — xsint)dt ;
T
" 1 T i 2 :
Ji(z) =— [ —sin“(t) cos(kt — xsint)dt.
w Jo
Fixons z. On regroupe ensemble les termes de I'équation (Eg) qui se

ressemblent, le critére étant ici que la fonction de (kt — zsint) est la
méme. Cela conduit a considérer :

$2(Jk($) +Ji(z)) = 1 foﬂ 2% cos?(t) cos(kt — xsint)dt,
T

2

puis, en factorisant k? — 2% cos®t :

k2Jk(a?)—:c2(Jk(3:)+Jg(x)) 1 v[OW(/ﬁxcost)(k—x cost) cos(kt—x sint)dt,
T

On reconnait dans les deux derniers facteurs la dérivée de v : ¢t — sin(kt -
xsint). On fait une intégration par parties en posant u : t — k + xcost
et v comme ci-dessus. Le terme intégré est miraculeusement nul :

1

:c2(Jk(az) +Ji(z)) = [(k: +x cost)sin(kt — xsint)]o =

=zJy(2).

Ainsi, la fonction Jj définie par U'intégrale est bien solution de (Ey).

K
f —xsintsin(kt — zsint)dt
0
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2.

(a) La question revient a calculer les coefficients de Fourier complexes de
t — sin™t. Il est donc commode d’exprimer cette fonction comme somme
d’exponentielles, d’ou I'idée de développer pour t réel :

it _ -t

sin t = (e ,e )n = 1, Z(—l)q(n) i (n=2a)t
21 2m 5 q

Soit (-,-) : (f,g) ~ % [ fg le produit scalaire hermitien habituel sur
les fonctions continues 2m-périodiques et e, : ¢ ~ e”* pour p entier, on a

donc :
- n 1)q(n)e )
5T 271 n Z: q n-zq

Or la famille (ep)pez est orthonormée. Par suite, si k # n mod 2 ou si
n < k, alors k # n —2q pour tout ¢ € {0,...,n}, donc v, = 0. De plus, si
n est de la forme k + 2¢g avec ¢ entier naturel, alors

(-1)¢ (k+2q) o1 (k+2q)'

Vh,k+2q = k+2qk+2q q T ok+2qk q

(b) Pour faire apparaitre des coefficients de Fourier, on remplace I'intégrale
sur [0, 7] par une intégrale sur [, 7] en exploitant la parité de la fonction
intégrée. Puis on écrit, pour z réel fixé :

1 ™ 1 ™
Je(x) = o [w cos(kt) cos(xsint)dt + Py [W sin(kt) sin(x sint)dt.

On développe pour ¢ réel le cosinus et le sinus qui dépendent de «x :

1)P —1)P 2+l
cos(zsint) = Y 51n2p(t)( ik et sin(zsint) =)’ sin2p+1(t)L.
p=0 (2 )‘ p=0 (217 + 1)!
Répétons que x est fixé. Soient, pour p entier et t réel,
—1)Py2p —1)P 2+l
up(t) = cos(kt) SinQp(t)% et vy(t) = sin(kt) sin2p+1(t)((21))%)!,

Chacune des fonctions u, et v, (p € N) est continue sur [-7, 7] et
|x|2p |x|2p+1
up(t)| <
1< ) (2p+1)!
pour tout p et tout t et les séries ¥ |z[?P/(2p)! et X |x[*P*1/(2p + 1)!
convergent, de sorte que les séries de fonctions ) u, et )’ v, convergent nor-

malement sur [-m, 7] (le membre de droite est indépendant de t). Comme
I'intervalle d’intégration est compact, on peut permuter somme et inté-

et Jup(t)] <

grale :
(e
Jk(x)—j;] f cos(kt) sin?? (¢)dt S
- ( 1)px2p+1
;;) / sin(kt) sin? 1(t)dW
-1 px2p+1

(-1 (
_Z;)Re(VHp) e ), —;)I (V2p1) TR
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Si k est pair, disons k = 2k, tous les Vk2p+1 sont nuls et 7y 9, est nul
si 2p < k. Il ne reste plus que les termes de la somme paire de la forme
2p=k+2q (qeN):

1 (k+2q) (-1)F*ah+2 (D)7 (a\k+2a
Jip(x) = —( )— - 2
( ) ;)2k+2q2k q (k+2q)' q20 C]'(k+Q)'<2)

Si k est impair, disons k = 2k’ + 1, tous les Vk,2p sont nuls et vy 2p.1 est
nul si 2p+ 1 < k. Il ne reste plus que les termes de la somme impaire de la
forme 2p+1 =k +2q (q € N). Les signes sont pénibles a suivre : p = k' + ¢,
1/i% = (=1)¥ }i = =(-1)¥'i, d’on :

SR )G
k == T L = -
=50 2k+2q5k\ ¢ (k +2q¢)! S0d\(k+q)!\2

On retrouve ainsi, indépendamment de la parité de k, le développement
en série entiere de 'exercice [71]

Exercice 73 (Développement asymptotique des fonctions de Bessel)
1. (a) Vérifier que pour tout z réel, Ji(x) est la partie réelle de

1 T . el
Hk(w):%‘[o ezkt—zazsmtdt.

(b) Démontrer que
Hk($) _ ge—ix+ik7r/2 fﬂ/Q COS(k‘u)em(l_Cosu)du.
7r 0

(c) Justifier que 1’égalité 1 — cosu = v%/2 définit un changement de variable
classe €2. Leffectuer pour démontrer que

2 V2 :
Hk(ac) _ ;e—zxﬂkﬂ/Q A‘ g(v) ez:r;v2/2 dv,

pour tout z réel, ot g est une fonction de classe €' sur [0, \/5] que l'on
précisera.

2. (a) Vérifier que la fonction h : v = (g(v) — g(0))/v est de classe *. En
déduire par une intégration par parties que

/(;ﬂg(v)eizv2/2dv —g(O) ‘/Oﬂeizv2/2 _ O(l),

T

ou la constante dans le « O » dépend de g.

(b) Grace a ’exercice en déduire que lorsque x tend vers l'infini :

2 T m 1
Je(z) = \/; cos(m - ka - Z) + o<ﬁ).
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FIGURE 10.2 — Fonctions de Bessel Jo et Js, leur et la
différence

Remarque. Ce développement asymptotique n’est pas un équivalent car Jp(x) et
cos(x -k5 - %) ne s’annulent pas aux mémes points : le quotient n’est pas défini, a
fortiori il ne tend pas vers 1. Les courbes de Jo et J5 et celles du premier terme de
leur développement asymptotique sont représentées sur la figure

C’est un cas particulier de la méthode de la phase stationnaire, analogue de la
méthode de Laplace employée pour la formule de Stirling dans I'exercice Dans
une intégrale fI f (t)ei”¢(t), seules comptent les zones oul la phase ¢ est « presque
constante », c’est-a-dire le voisinage des points critiques. Ici, il y en a un seul, le
changement de variable u = t—7/2 le rameéne en 0. Au voisinage de 0, on a : 1 —cosu ~
u?/2. Le choix de v transforme cet équivalent en égalité : 1-cosu = v?/2. Cela raméne

4 une intégrale fJg(v)eixUQ/de, ol seul compte le voisinage de 0.

Soluce
1. Soit x réel.
ikt—izsint )

(a) L’intégrale de la partie réelle (de e est la partie réelle de l'inté-

grale. D’ou :

1 T . L
Jr(z) =ReHi(z) ou Hg(z)= —/0 cikt-izsint 4y
s

(b) On fait le changement de variable ¢ = u+ /2 (noter que —sint = —sin(u +
m[2) = —cosu) et on décale la phase —ixz cosu d’une constante pour que
son maximum soit nul :

Hk((L’) _ l fﬂ—/Q eik:uﬂlkﬂ/Qefixcosudu _ l efi:v+ik7r/2 —/ﬂ—/2 eikueix(lfcosu)du'
™ J-m/2 T /2

On coupe l'intégrale et on la replie comme une omelette (en posant v = —u
puis u = v) :

Hk(l') _ l e—i:z:+ik7r/2 (/‘F/2 eikueix(l—cosu)du I fﬂﬂ e—ikueim(l—cosu)du)
s 0 0

2 .. /2 ,
_z e—z:):+zk7r/2 ‘/O COS(kU)em(l_Cosu)du.

™

(c) Pour justifier que le changement de variable est licite, on pose pour u €

[0,7/2]
o(u) =+/2(1 - cosu).
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Notons qu’au voisinage de 07, on a : p(u)? ~ u? donc ¢(u)?/u? tend vers 1;
comme @(u) >0 et u > 0, cela entraine : ¢(u) ~ u (diviser p(u)?/u® -1
par o(u)/u+1).

La fonction ¢ est strictement croissante, continue sur [0,7/2] et elle est
de classe €1 sur ]0,7/2] car 2(1 - cosu) # 0 sur cet intervalle. On a pour
ue]0,m/2] :

2sinu
2p(u)
Par le théorémelﬂ dit de la limite de la dérivée, ¢ est de classe € et
bijective. De plus, sa dérivée est partout non nulle donc c’est un difféo-
morphisme.

o' (u) = d’ou lil’I(l) o' (u) =1.

On a pour tout u € ]0,7/2] et v =p(u) :

o(u) o(u) v 2

On en déduit que ¢ est de classe €2 puisque 4 — ¢? ne s’annule pas sur
[0,7/2].

Le changement de variable donne :

w/2 ) V2 2 . 2
/ cos(ku)eeosw)qy, = [ cos (k arccos(l - U—)) efrv*/2 dv.
0 0 2 4 — 2

oy Vimwu e V7(27%) vice
¢ (u) = = _ |

Cela donne 'expression souhaitée avec, pour v € [0, \/ﬁ] :

v? 2
g(v) = cos (k: arccos(l - 5)) .

4— 02

La fonction g est de classe €2 car le facteur qui contient I’arccosinus n’est
autre que la composée de ¢! (qui est bien de classe €2 car ¢ l'est et ¢’
ne s’annule pas) avec u — cos(ku) et I'autre facteur est sans probléme sur
[0,v2].

2. On peut par exemple écrire, en faisant dans I'égalité g(v) — ¢(0) = [ ¢'(u)du
le changement u = tv (avec v fixé), que h(v) = h(0) + [01 g'(tv)dt, puis appli-
quer le théoréme de dérivation des intégrales & parameétre. Il vient : h'(v) =
fol tg" (tv)dt pour tout v € [0,/2].

Une intégration par parties donne alors, pour z >0 :

A g(v)ewqﬁ/?dv _ g(O) A ez;wZ/de _ l A h(’U) iz eva/de

1T
1 , V2 1 V2 ,

= [h(v)ezzv2/2] - h,('l})emvz/Zd’U
1T 0 1 JO

V2 , V2
’-[0 g(v)ezwz/de—g(O)[o ezzv2/2

Ainsi, la différence est bien un O(1/z).

"
si(|h(\/§)|+|h(0)\+[0 2|h(t)\dt)

3. Soit ¢ : [a,b] - R une fonction dérivable sauf peut-étre en a. Si ¢ est continue en a et si ¢’
admet une limite £ en a, alors ¢ est dérivable en a et ¢'(a) = £. C’est une conséquence du théoréme
des accroissements finis, que 'on applique sur [a,z] avant de faire tendre z vers a.
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3. Notons que g(0) = 1. Le changement de variable ¢t = v\/x/2 (avec z > 0 fixé)

donne :
V2 VT +oo .
f eiav?/2y, = \/gf it dt ~ \/2[ et dt.
0 z Jo z Jo

En effet, I'intégrale de Fresnel n’est pas nulle et, d’aprés ’exercice elle vaut

VT im[4
5 .
Au voisinage de l'infini, on a donc en recollant les morceaux :
Hk(.T) . 2 e—i:c+ik7r/2 z ﬁeiw/4 . l ei(—w#—k%+%)7
7 z 2 (e

En notant E(x) cet équivalent, cela signifie que ‘Hk(x) - E(aj)‘ est négligeable

devant E(x)‘ Comme la partie réelle de la différence est plus petite que son

module, cela donne :

2 T m 1
Je(z) = \/% cos(x—k§ - Z) +o(ﬁ).

Cadre
L’équation (Ep) admet un point singulier en 0 : on ne peut pas la mettre sous
forme normale y” = f(x,y,%’) au voisinage de = = 0 & cause du coefficient z2. Elle
admet toutefois une solution définie sur R, c’est la fonction de Bessel Jg définie
dans 'exercice [T1l

On a montré que Jgy est la seule solution de (Eg) développable en série entiére
sur un voisinage de 0. On va montrer que c’est la seule solution définie et deux fois
dérivable sur un voisinage de 0. Plus précisément, on va montrer que toute solution
définie sur un intervalle de la forme ]0,a[ avec a > 0 et non proportionnelle a Jj
explose en 0.

Rappel (wronskien). Soit I un intervalle et soit A : I — #>(R) une fonction
matricielle continue. Soient deuz fonctions dérivables Y1,Ys : I - R? solutions de
Y’ = AY. Leur wronskien est la fonctz’onlﬂ W = det(Y1,Y2) : I - R. C’est une
solution de I’équation

W' —tr(A)W = 0.

Il est de la forme W(x) = Cexpa(x), ot C est une constante et « est une primitive
de tr(A). En particulier, il est partout nul ou partout non nulE].

Une équation scalaire d’ordre deuz, disons y" + by’ +cy =0 avec b,c: 1 - R, se
ramene & un systeme d’ordre deux :

Y’ = AY, oaY:(y,) etA:(O 1).
Y -c -b

Le wronskien de deuz solutions yy et y2, défini comme W = y1y5 — yiy2, est solution
de W' = -bW.

4. Le déterminant est relatif a la base canonique de R
5. Les solutions sont donc partout indépendantes ou liées pour la vie.
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Exercice 74 (Equation de Bessel : unicité de solution prolongeable en 0)
On s’intéresse au comportement au voisinage de 0 d’une solution y définie sur un
intervalle de la forme ]0,a[ (avec a € |0, +00]) de I'équation Eg :

22y + zy’ + 2%y = 0. (Eo)

1. Calculer le wronskien de Jg et y.

2. Résoudre l'équation Joy’ — J{y = W sur un intervalle ou Jy ne s’annule pas.

3. Montrer que si y n’est pas proportionnelle & Jg, alors liI(I)l |y(x)| = +00 («y
z—0*

explose »).

Soluce
1. Sur lintervalle 0, a[, 'équation (Ep) se met sous forme normale

1
y'+ =y +y=0.
z

D’apreés le rappel, le wronskien W = Joy' — Jjy des deux solutions Jg et y est
solution de I’équation W'(z) = -W(x)/x, si bien qu'’il est de la forme

W(z) = Ce @ = ¢

(ou « décrit ]0,a[) pour une constante C fixée.

2. Comme on s’intéresse au comportement en 0, on se restreint & un intervalle
I’ = ]0,d/[ inclus dans ]0,a[ sur lequel Jg ne s’annule pas, ce qui existe, car
Jo(0) = 1 (voir l'exercice [71)). On va donner une expression de y & partir de
'équation du premier ordre Joy' — J{y = W. L’équation homogéne associée ad-
met pour solutions évidentes les fonctions de la forme zJg, avec z € R constante ;
par la méthode de la variation de la constante, on cherche donc une solution
particuliére de 1’équation avec second membre de la forme x — z(xz)Jo(z).

Plus formellement, posons z = y/Jo. Comme y est solution de Joy' - Joy = W,
on a: Jo(2Jo)" = Jj(2Jo) = W, clest-a-dire : 2/JZ + 2J0Jo — 2J0Jo = W ; par la
question précédente, il existe une constante C telle que

C

veel, 2'(z)J3(z)= —

Fixons a € I'. 1l existe donc une constante D telle que pour z € I” :

C

y(@) = Jo(z) fax T+ DIo(@)

3. Il y a deux cas selon la valeur de C. La constante C est nulle si et seulement
si z est constante, c’est-a-dire si y est proportionnelle & Jj.
Si C n’est pas nul, on a au voisinage de zéro : z'(x) ~ C/z (rappelons que
Jo(0) = 1). Comme l'intégrale fol d% diverge, ceci donne par intégration un
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équivalent des parties principaleslﬂ : pour un point o de I' quelconque, on
obtient lorsque z tend vers 0 :

(2(z) - Z(a)) ~ C(ln(:c) - ln(a)) ~Clnz.

Cela montre que z(z) ~ Clnz, et donc, que z(x) diverge vers l'infini lorsque z
tend vers 0.

Ainsi, les seules solutions de I'équation (Eg) qui ne divergent pas sont les
multiples de Jg.

Exercice 75 (Entrelacement des zéros des fonctions de Bessel)
On pose
J1 = -Jp.

Nous allons étudier le lien entre cette fonction et les zéros de Jy. Mais avant, un
petit résultat préliminaire.

1. (Préliminaire : le théoréme de relévement) Pour la suite, on a besoin
de démontrer le théoréme suivant[] :

Soit u : [a,b] - C* une application de classe €' sur un segment.
Alors, il existe une application continue f : [a,b] - C telle que :
u =expof.

Supposons donc u : [a,b] - C*, de classe €. Soit c € C tel que e = u(a). On

pose :
0

u(s)
Montrer que f est un relévement de u (c’est-a-dire u = expof), de classe ¢
également.

ds.

Vte[a,b], f(t)=c+ _/a

2. Montrer que les fonctions Jg et J1 ne s’annulent jamais simultanément.

3. On définit r = \/J% + J%.

(a) Montrer qu’il existe une fonction 6 : R — R telle que I'on ait le systéme
paramétré :

Jo =7cosf
Ji =rsinf = -Jj.

(b) Montrer que le rayon 7 est une fonction décroissante.

4. Etablir une expression pour la dérivée de 6, et en déduire les zéros de Jo. Que
peut-on alors dire des zéros de J; ?

6. Rappelons le théoréme. Soit a > 0 et soient f et g deux fonctions continues et positives sur
10,a] telles que f(x) ~ g(x) au voisinage de 0. Si [;* f est divergente, alors [* f ~ [*g;si [;* [ est
convergente, alors [ f ~ ["g.

7. Ce théoréme s’énonce plus généralement en supposant uniquement u continue de [a,b]
dans C*; voir [10].
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Soluce
1. La définition de f a un sens car u ne s’annule pas. Pour tout ¢ € [a,b], on a

3.

Q)
u(t)’

donc la fonction f ainsi définie est bien de classe €.

fi() =

Posons alors, pour t € [a,b] :

(1) = u(t)e I ;

on a ¢ (t) = u' (t)eF® — f'(t)u(t)e 7™ = 0, don, la fonction ¢ est constante
égale a, disons K (non nul!). De plus, la condition e° = u(a) implique

o(a) = u(a)e_f(a) =e% ‘=1,

et ainsi, u(t) = expof(t), pour tout t € [a,b], comme voulu.
On sait déja que Jy ne s’annule pas en 0 car Jop(0) = 1. De plus, sur R} et
R*, c’est une solution non uniformément nulle de I’équation (Eg) sous forme
normale :
144 !

y =-ylz-y.
Soit alors xg un réel non nul, disons positif pour fixer les idées. Définissons le
probléme de Cauchy sur R} :

/
"

oy
y'=—= -y
T

y(x0) =y (x0) = 0.

La fonction nulle est une solution évidente et, par unicité de la solution & un
probléme de Cauchy, c’est la seule. Par suite, Jg et J; ne s’annulent pas en xg.

(a) Considérons la fonction u = Jg +iJ; : R — C; elle est de classe €' et
& valeurs dans C* puisque, d’aprés la question précédente, Jg et J; ne
s’annulent pas simultanément. On peut donc lui appliquer le théoréme
du relévement de la question [} Pour éviter un argument abstrait pour
passer d’'un segment & R, on remarque que u(0) =1 (¢ =0) et on définit
f:R > C par f(t) = fot % . c’est une fonction de classe €' telle que
u=expof. Le module de u est r = |u| = expRe f. Posons # = Im(f). On a
donc Jg +iJq = efele? = rei? | ¢est-a-dire :

Jo =rcosb,
J1=-J( =rsin6.

(b) Remarquons déja que, d’aprés la question [2 la fonction r ne s’annule
jamais. En tant que composée d’une somme de fonctions €' sur R et de
la racine carrée, dérivable partout sauf en 0, on en déduit que la fonction r
est une dérivable sur R.
De plus, comme 72 = J2 + J3 = J2 + (J})?, et que Jg est solution de (Ep),
on a

(r*)(z) = 230 (2)Jo () + 231(2)J () = 200 (2)Jp (2) +235(2)Ig ()

/ / 2
= 2J(2)(Jo(w) - Jog(f) - Jo()) = —2@,
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ce qui montre que 72 est une fonction décroissante sur R, .
De plus, en posant g(x) = 2%r?(z), définie sur R*, on a
g (x) = 2zr? (x)+22%r (z)r' (z) = Zx(Jo(m)2+J1(a:)2)—23:2J1(x)2 = 22Jo(x)?,

de sorte que g est croissante sur R* (et méme strictement).

Ce résultat nous montre que la courbe = ~ (Jo(x),Ji1(z)) forme une
spirale autour de l'origine (figure [10.3)).

N

FI1GURE 10.3 — Courbe (Jo(2),J1(z)) (x € [0,50])

4. Comme Jg=rcosf, on a
A I
o =71 cosf—rf sind.

Trouver les zéros de Jg, c’est trouver les valeurs de 6 telles que cos@ = 0. Si
lon essaie d’isoler, dans ’égalité précédente, la dérivée 6, on se rend compte
que 'expression dépendra de 7/, et qu’il y aura du rsiné au dénominateur. A
éviter, donc. A la place, on dérive Jo =-J1 = —rsiné. On trouve :

" _

o =r"cosf —rf sinb x(—sinf)
0 =-r"sinf —rd cosb x(-cos®)

On voit cela comme un systéme linéaire d’inconnues (r’,0") dont on veut élimi-
ner r’. Pour ce faire, on multiplie la premiére équation par (—sinf), la seconde
par (—cosf), et 'on obtient, pour z > 0, en soustrayant les deux lignes :

r(x)0'(z) = —sinf(x) J{(z) — cosO(x) J{ (z)
= —sinf(z)(~r(z)sinf(z)) - cosG(x)(Nx)S;—ne(x) —r(w) cos(x)),

ce qui donne aprés simplification (division par r et cos? 6 + sin?0=1) :

0'(x)=1- cosf(x) sin 9($)

On voit que, pour z > 1, 6/(x) > 0. En fait, 6'(x) > 1/2 pour x assez grand, de
sorte que A(x) tend vers 'infini avec z.

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit que # prend une infinité
de valeurs de la forme x = Z + km, ce qui donne autant de zéros de Jo, puisque

2
Jo(xg) = r(zy) cos(xy) = 0 pour tout k.
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FIGURE 10.4 — Fonctions Jg et de Bessel (entrelacement des zéros)

Enfin, comme 6’ est strictement positif, la fonction  est strictement croissante.
Or, J; =rsin®; on en déduit que J; posséde également une infinité de zéros,
et que ceux-ci alternent avec les zéros de Jy (figure [10.4)).

Remarque. Bessel a démontré que toutes les fonctions J,, (n € N) admettent une
infinité de zéros. La conjecture de Bourget, démontrée par Carl Siegel, exprime qu’ils
sont tous différentsﬁ a l'exception de J,(0) =0 pour n > 1.

Remarque. Les fonctions de Bessel sont les héroines d’un traité de plus de 800 pages
de |G. N. Watson, qui en a en particulier donné des développements asymptotiques
et qu’il ne faudrait pas confondre avec [H. W. Watson, qui est & 'origine du processus

de Galton-Watson de ’exercice 12.21

Exercice 76 (Fonctions de Bessel - une autre approche)
Soit p un nombre complexe. Considérons I’équation différentielle suivante :

22y + zy + (x2 - )y =0. (En)

1. Montrer que I'équation E;, posséde une solution développable en série entiere
si et seulement si p est le carré d’un entier et que dans ce cas, la solution est
unique a un coefficient preés.

2. Prouver de deux fagons que l'unique solution Jy de 'équation Eg telle que
Jo(0) =1 est :

Jo(z) = % fowcos(xsint)dt.

Soluce
1. Soit y une fonction développable en série entiére au voisinage de 0 avec un rayon
de convergence R strictement positif. Soit (ay,)nen la suite des coefficients. Par

8. Ainsi, on peut dire que tous les zéros non nuls sont différents. Quel charabia!


https://fr.wikipedia.org/wiki/George_Neville_Watson
https://en.wikipedia.org/wiki/Henry_William_Watson
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le théoréme de dérivation des séries entiéres, on a, pour z € |-R,R[ :

too +o00
y(z) = Z anx"; x2y(az) = Z An—22";
n=0 n=2
!/ = n-1 ! = n
y'(z) = Z napT " xy' (x) = Z na,x";
n=1 n=1
" - n-2 2.1 X n
y'(x) = Z n(n-1)a,z""", %y (x) = Z n(n-1)ayz".
n=2 n=2

Alors, y est solution de E,, sur |-R, R[ si et seulement si pour tout z € |-R, R,

+00

+00 +00 +00
Z n(n-1)ap,z" + Z na,x" + Z GpoZ" + Z —panx’ =0,
n=2 n=1 n=2 n=0

ce qui peut s’écrire :

+00

—pag + arx + Z (n(n -1)ay, +nap + ap-2 — ,uan)a:” =0.
n=2

Par unicité du développement en série entiére, c’est équivalent aux relations :
pag=0, a;=0 et VYn3>2, (n2 —[)ap = —Qp-2.

Si p nest pas le carré d'un entier, alors g # 0 et a2 — p # 0 pour tout n. On
en déduit que ag = a; = 0 et, par une récurrence que 'on vient d’initialiser,
que a, = 0 pour tout n € N. Autrement dit, si g n’est pas le carré d’un entier,
la seule solution de E, développable en série entiére au voisinage de 0 est la
solution nulle.

On traite & part le cas ot = 0 parce qu’il est 1égérement plus simple. Pour
n 22,1l vient : an = —a,_9 /n2 pour tout n non nul. Une récurrence immédiate
donne 'annulation des termes impairs et, pour n = 2k :

_ (-n* _(=n*
T 2k)2(2k-2)2x 22

2k T 22k g2
Cela montre que toute solution éventuelle est un multiple de la fonction définie
par

Jo(x) = Jio —(_1)k 22k
= 2%k x k12

Or cette série entiére a un rayon de convergence infini (agy < 1/k! pour tout k et
Y |z[?¢ k! converge pour tout z) et on vérifie que sa somme Jg est bien solution
en reprenant les calculs précédents & l'envers.

Supposons & présent que g = p* pour un entier naturel p > 1. Alors p # 0, d’oul
ap=0=aj.

Ezemple. Pour p =4 et =16, les conditions sur la suite (a,) s’écrivent :

16&0 = 0, —12@2 = —ap, 0&4 = —ay, 20@6 = —Qy4, 48@8 = —ag...
ay = 0, —7a3 = —aj, 9a5 = —as, 33&7 = —as, 65@9 = —ar...
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Pour n € N, 'expression n? — j ne s’annule que si n = p. Ainsi, si p est pair

(resp. impair), n? —p? # 0 pour tout p impair (resp. pair) ; par récurrence, tous
les termes impairs (resp. pairs) sont donc nuls. Autrement dit, y a la méme
parité que p.
Comme ag = a1 = 0 et que n2—p? # 0 pour n < p, une récurrence finie montre que
pour tout n < p de méme parité que p, on a : a, = 0. Il n’y a pas de contrainte
sur ap (I'équation d’indice p s’écrit : Oap, = ap—2). Pour k e N et n=p+ 2k + 2,
ona:n?-p?0don,

-1 ) -1
(p+2k+2)2-p2 P TRk (ke 1) PP

Par récurrence, il vient pour tout ke N :

(_1)k - (_1)kp| .
2RI, ((p+0) < £) * 2% (p+R)IkL

Ap+2k+2 =

Ap42k =

de plus, rappelons-le, les autres termes de la suite (a,) sont nuls. Le rayon
de convergence de la série entiére ainsi définie est infini, d’ou I'existence d’une
solution de E 2 développable en série entiere au voisinage de zéro, unique a un
coefficient multiplicatif prés, qui se trouve étre définie sur R.

Il est d’usage de noter J, la solution ou a, = 1/(2P p!), ce qui revient & définir

IP(0) =1/27

N e
nP = 22k (p+ k) K!

Exercice 77 (Fonctions de Bessel - une autre approche, la suite)
Considérons ’équation différentielle suivante (c’est bien Ey dans l'exercice précé-
dent) :
zy’ +y' +xy=0. (Eo)
1. Calculer le wronskien de deux solutions y; et yo de Eg sur un intervalle I ne
contenant pas 0.
2. Justifier I'existence d’une solution de Eg sur R™ non proportionnelle a Jg.

3. Soit y une solution de Eg sur R** non proportionnelle & Jy. Déterminer un
équivalent de y au voisinage de 0.

4. En déduire que Jo est I'unique solution de Eg sur R™™ bornée au voisinage
de 0.

Idée-clé. Comme on connait une solution de l’équation Eq, on en trouve une deuxiéme
grice au wronskien en résolvant une équation différentielle d’ordre 1.

Soluce
1. Posons b(z) = 1/x pour z € I. Soient y; et y2 deux solutions de Eg sur I. Leur
wronskien est la fonction w = 195 — yjy2. On a en dérivant :
!/ !/ / !/ r ! 144 174 r !
w' = (Y195 — y1Y2)" = Y1¥Ya + Y1Y2 — Y1 Y2 — Y1Y;
=y1(=bys = v2) + (by1 + v1)y2 = ~b(y195 — Yive) = ~bw.
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On a donc : )
Veel, w'(x)=-—w(x).
x

On intégre cette équation différentielle d’ordre 1. Fixons xg € I. Il existe une
constante C telle que

_ [t C

Veel, w(x)=Ce Joot =—.

Remarque. On retrouve 1’équation satisfaite par le wronskien défini par W =

det(Y1,...,Yy) d’'une famille (Yq,...,Y,) de solutions d'un systéme homogéne
= AY défini par une matrice (de fonctions) A : I - .#,,(C) et d’inconnue le

vecteur Y : 1 - C" :

W'(z) = —tr(A(z) ) W(z).
2. Sur R**, I’équation Eg est équivalente a I’équation écrite sous forme normale :
1
VeeR™, "+ =y +y=0,
x

a laquelle on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour les équations
linéaires. Celui-ci exprime que 'espace des solutions est de dimension 2.

3. Prenons y; = Jy (cf. exercice p. et soit y2 =y une solution de Eg non pro-
portionnelle & Jo. Alors, w(0) # 0. (Cette propriété bien connue du wronskien
résulte de I'unicité dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz.) Ainsi, y est solution
de I’équation différentielle

Joy' = Joy = w.
L’équation homogene associée, Joy'—J(y = 0 posséde une solution évidente : Jo.
Par variation de la constante, on cherche donc une autre solution sous la forme
y=Joz.
Plus précisément, la continuité de Jg et le fait que Jo(0) = 1 donne l'existence
d’un voisinage V de 0 sur lequel Jy ne s’annule pas. Sur V. n R** on pose
z =y/[Jo, de sorte que y = Joz. Alors z est dérivable et y' = Joz' + Jjz. Il vient :

w=Joy' - Iy =J22" + JoJbz - IJoz = J22'

Ainsi, pour z € VAR™ on a (en fixant g € VNR™™) :

z(x):fx:;%(())dt+ 2(x0) = f tJQ(t)dtJrz(xo)

Au voisinage de 0, on a :

1
RHONEE

| =

Odt

et comme f = —o0, on peut comparer les parties principales des intégrales :

|/ QLdm[ Cdt~Cha.
vo tI2(1) 20 t

(Rappelons que C # 0.) On en déduit que
y(x) ~Clnx

4. L’équivalent précédent montre qu'une solution y définie sur un voisinage de 0
dans R** non proportionnelle & Jy n’est pas bornée au voisinage de 0.
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10.3 Inclassables

Exercice 78 (Endomorphismes nilpotents et équations différentielles)
Soit Q un polynome de degré n > 0 et a dans R™*. On veut trouver une solution
particuliére, dans I’espace R,,[X] des polynomes de degré inférieur a n, a ’équation
différentielle
!
y —ay=Q.

1. Donner la décomposition de Dunford de I’endomorphisme 6, : P — P’ —aP de
R,[X].
2. En déduire que §, est inversible et expliciter son inverse.

3. Conclure. Pourquoi la solution trouvée dans R, [X] est-elle unique ?

Soluce
1. L’endomorphisme dérivation dy de R,[X] qui envoie P sur P’ est bien en-

tendu nilpotent, et commute avec —aId. Donc, la décomposition cherchée est
-ald +50.

2. L’endomorphisme &, est inversible puisque la partie diagonalisable de §,, nom-
mément —ald, est inversible. On a

1 1 1 1 1)\? 1\
57 = (—ald+69) " = —2(1d—25p) ! = -2 (Id+—60 ; (-) 52 4o (-) 53).
a a a a a a
3. Une solution particuliére cherchée est donc

2 n
P, := -lQ + %Q’ + (1) Q"+ (1) QM.
a a a a
Soit P, une autre solution polynomiale. Alors, P, - P, est une solution de
Péquation homogene associée. D’oit Py (t) = Py(t) + Ke®, pour un réel K. En
dérivant un nombre de fois N suffisant pour annuler les parties polynomiales,
on obtient KaNe® =0, donc K = 0. D’ott 'unicité.

Remarque. Bien entendu, il faut savoir que cette équation différentielle n’a nullement
besoin de Dunford pour s’en sortir comme une grande. Cet exercice est juste la pour
le plaisir (et 'opportunisme) de la transversalité.

Remarque. Si a est nul, alors, on doit intégrer pour obtenir une solution particuliére.
Si a est non nul, on doit dériver. Va savoir[)..

Exercice 79
Soit I un intervalle et soit y une fonction indéfiniment dérivable de I dans C. Montrer
que les conditions suivantes sont équivalentes :

9. C’est & mettre dans le méme sac que le fait qu’une matrice inversible A a pour inverse un
polynéme en A. Ce sont des phénoménes typiques de la dimension finie.
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(i) la fonction y est solution d’une équation différentielle linéaire a coefficients
constants de la forme y(") + Z?:_Ol aiy(l) =0, ouneN” et ag,...,a,_1 sont des
complexes fixés;

(ii) le sous-espace engendré par la famille (y,4/,...,y™,...) est de dimension
finie ;

(iii) la fonction y est combinaison linéaire d’une famille finie de fonctions de la
forme gy o 1 x zFe®® avec ke N et a € C.

Soluce
(1)=(ii) Supposons (i) satisfaite. Soit E I'espace engendré par (y,y/,...,y" D)
Montrons par récurrence sur k que toutes les dérivées y,v/,...,y""* sont

dans E. Pour k = 0, c’est une conséquence de (i). Soit k& un entier pour le-
quel I'assertion est satisfaite. Par linéarité de la dérivation et par (i), on a :
y(Hhel) - > a;y " 1) qui est une combinaison linéaire d’éléments de E
d’aprés I'hypothése de récurrence. D’oti I’hérédité, puis la conclusion.

(ii)=(i) Soit d la dimension de I'espace engendré par les ¥ (i € N). La fa-
mille (y,y/,..., y(d)) est liée donc il existe une combinaison linéaire Z;-izo biy™®
uniformément nulle dont au moins un coefficient n’est pas nul. Soit n le
plus grand indice des coefficients non nuls (n = max{i < d, b; # 0}). Alors
y(“) = Zf‘;ol aiy(i) avec a; = —b; /b, pour tout i.

(i)<=(iii) On a vu cette équivalence dans l’exercice
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Chapitre 11

Calcul numérique

11.1 Méthode de Newton

11.1.1 La méthode

Rappelons le théoréme, voir [9 théoréme 14.2.2] qui escorte la méthode de New-

ton, ou disons les conditions qui assurent la convergence de la méthode.

Soit f une fonction de classe 2 sur U'intervalle [a, b]. Posons F(t) = t— f,((?) (sans

se soucier de son domaine de définition) et supposons qu’il existe = dans l'intervalle
tel que f(x)=0et f'(x) #0. Alors, il existe un £ > 0 tel que, si zg € [z —¢,x +¢], la
suite des itérés

Tn+l = F(xn)

est bien définie, reste dans Uintervalle [z — e,z + €] et converge vers z.

Plus précisément, puisque f’ est continue et ne s’annule pas en z, il existe a,
telle que f’ ne s’annule pas sur [z — «,x +«] (a priori, on a 'existence de I'intervalle
ouvert, mais quitte & prendre « plus petit, on peut choisir l'intervalle fermé). Soit m;
le minimum de |f’| (forcément non nul) et My le maximum de |f"| sur [z - a,z + «].
En posant K = 21\/[721, € peut étre pris quelconque sur ]O,min{a, %}[ (et donc ]0, af si
jamais K est nul, ce qui serait étonnant!).

En effet, supposons 0 < £ < min{a, %} Le théoréme de Taylor-Lagrange montre
que pour tout ¢t de [x -,z + ] :

(z-1)?

0= ) = 1)+ F ) (1) + TP

avec 6 situé entre x et t. Comme f'(t) # 0 sur U'intervalle, il vient

_ "0
F(t)-z= 27(1) (x-t)2

Ceci nous donne bien
IF(t) -z <K(t - x)2

Sie< % <a, alors [t - 2| < e implique |[F(t) - 2| < Ke? < & = min{a, % }.
Sie<ax< %, alors |F(t) - z| <Ke? < éoﬂ = o = min{a, %}

Donc, par récurrence, la suite reste dans U'intervalle |z — e,z + €[.

187
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La convergence est alors quadratiqueﬂ puisque
2
|Tp1 — x| < K|zp — 2|

La méthode de Newton s’illustre dans des approximations célébres :

— la racine carrée de a (non nul), avec f(x) = 2° — a. La récurrence est alors
T = 5 (T + ) ;

— le merveilleux nombre 7, avec f(z) = cos(g). On obtient la récurrence sui-
vante : Tpi1 = T +2cot(F).

X

/ Tl n

FIGURE 11.1 — Méthode de Newton

Exercice 80 (Approximation d’une racine carrée, approximation de )
1. Soit a un réel strictement positif. On s’intéresse a la suite récurrente donnée
par Ty i= %(xn +-+), avec xg > 0 fixé.
n

(a) Montrer que x,, >0 pour tout n et que la suite est bien définie.
(b) Montrer que pour tout n >0, xp41 —/a = ﬁ(mn - /a)?.
(c¢) En déduire que la suite (x,) tend vers \/a.

2. Montrer que la suite des itérés de Newton associée & la fonction f(x) = cos(5)
est donnée par la récurrence x,.1 = Ty + QCot(‘%"). Montrer, en utilisant le
théoréme ci-dessus, que si zg € |0, 27[, alors la suite x,, tend vers .

Soluce
1. (a) Par récurrence, x, > 0, ce qui prouve, en particulier, que x,, # 0 pour
tout n, et donc, que la suite est bien définie.

(b) On trouve

1 a 1
Tni1 —Va = §($n+x—)—§(\/a+
n

)= 5 o= V@) ~ (- Va)

a
Va 2r,/a
1

=SV (- LY - Sl (- VaP

On voit donc que x,, > \/a pour n > 1.

1. Cela signifie, en gros, que le nombre de décimales correctes double (au minimum) & chaque
itération.
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(c) Primo, on voit que si la suite (z,) converge, alors sa limite [ vérifie, par
continuité de %(:U +2) sur R, la relation [ = %(l +%), et donc I = \/a car
[ 2 0. Deuzio, on a

1 a 1 a 1
Tpp1—Tn = ~(Tpn+ —) —2p==(~2p + —) = —(Va-x,)(Va+x,)
La suite (x5, )ns1 est donc décroissante et minorée.

La suite x,, converge vers \/a.

2. La fonction f s’annule uniquement en 7 dans l'intervalle [a,b] = [0,27]. On a
f(x) =-5sin(%) et f7(z) = -7 cos(%). Avec leslnotations ci—;iessus, on choisit
a €]0,7[, afin que f ne s’annule pas, puis m = 5sin(75%) = 5 cos(§), et enfin

M=jcos(3-%)=1sin($). Ona

2
il 4cot(g) > 4cot(z) =4>7>a.
M 2 4
Conclusion, on peut choisir 0 < £ < «, pour tout « € |0, 7[, ce qui permet de

conclure.

Remarque. L’inconvénient du choix de la fonction cos(§) pour trouver 7 est qu’elle
est non polynomiale. Mais la suite se programme facilement et converge trés rapide-
ment.

Exercice 81 (Méthode de Newton pour la décomposition polaire)
Soit M une matrice de GL,(R) dont on souhaite trouver la décomposition polaire
M = OS de M, par un algorithme rapide.

1. On considére la suite (S,,), avec Sg = "MM et S,,41 = %(Sm +SOS;7}). Montrer
que la suite (S;,) est bien définie et converge vers S. En déduire O.

2. (Variante) On considére la suite (O, ), avec Og = M et O,y,11 = %(Om +'0; 1.
Montrer que la suite (O,,) converge vers O. En déduire S.

Soluce
1. On considére la suite (S,,), avec Sg = “MM et Sp.1 = %(Sm +50S;1). Montrer

que la suite (S,,) converge vers S. En déduire O.

On sait de la preuve du théoréme de décomposition polaire que

— Sp est symétrique définie positive, et donc diagonalisable sur R en base
orthonormée : Sy = Pdiag(A1,...,A\,)P7!, avec 'P = P! et \; > 0 pour
tout 7.

— S est 'unique matrice symétrique définie positive telle que S? = Sy et elle

est donnée par
S = Pdiag(\/ A1, ..., VAP
Soit f la fonction qui envoie A dans GL,, sur f(A) = %(A+SOA_1). La fonction f
vérifie

F(PAPY) = %(PAP‘l +So(PAP 1)) = %(PAP‘I +Pdiag(\,. .. A AP

- P(%(A + diag(A1,..., An) AT )P
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Or, si A est une matrice diagonale A := diag(u1,...,un), avec u; >0, on a

S(A - diagOh, o M)A = diag (i), o)),

avec f;(x):= %(w + Nz L),

On pose donc A, = P7!S,,P, et donc Ag = diag(A1,...,\,). De la positivité
des \;, on déduit, par I'exercice la) et 1c), que A,, est bien définie et a
pour limite diag(yv/)1,...,vAs). Donc, la suite (S,,) est bien définie et, par
continuité de la conjugaison :

lim S, = lim PA,P'=P lim A,P'=S.
m—+o0o m—>+o0o m——+0oo
2. Sion pose S, =10,,M, ou, comme S,, est symétrique, S,, = ‘MO,,,. En notant
que S,, commute avec Sy pour tout m (ce sont tous des polynomes en Sy), la
récurrence précédente donne

'Ot M = 2 (S +508,0) = 3 (Sm +5,.50)

1 1
= 5(tomM +("MO,,)7'Sp) = 5(fomM + 0, M).
En simplifiant par M, il vient O,,41 = %(tOm +0;1), avec Og = t(SoM_l) =M.
Par continuité de la multiplication par M~! et de la transposition, la suite (O,,)
converge vers '(SM~1) =*(0™1) = O.

11.1.2 Meéthode des sécantes, méthode de quasi-Newton

Voici quelques variantes de la méthode de Newton. Comme & 'accoutumée dans
la ruche bouillonnante du calcul numérique, ces variantes n’interviennent, ni par
caprice, ni pour une question de morale ou d’éthique. Les mots d’ordre de ce monde
sont « complexité » et « fiabilité ».

Exercice 82 (Méthode des sécantes)

Soit f une fonction de classe €2 d’un intervalle [a,b] de R dans R. On suppose
qu’il existe un x, que l'on supposera fixé, dans l'intervalle [a,b], tel que f(x) =0 et
f'(x) # 0. On définit, pour tout couple (zg,21) dans [a,b] une suite (2, )nen, par
la relation de récurrence

f(xn) , avec f[u,v] - f(u)—f(v)

Tp4l = Tp — ————
P T, 1] u—v

On va montrer qu’il existe € > 0 tel que, si xg et x1 sont choisis dans l'intervalle
[x—e,x+¢], la suite (xy,) est bien définie et converge vers z. Plus précisément, nous
allons voir qu'il existe des constantes K > 0 et a € 0, 1] telles que

|z, — x| < Ka®",

ol ¢ = 1+T\/5 est le nombre d’or.



11.1. METHODE DE NEWTON 191

1. Soit sg,s1 dans [0,1[, et (Sp)nen la suite définie par s,41 = $pSp-1. Montrer
qu'il existe un réel K > 0, et a dans ]0, 1] tels que s, < Ka?".

2. Montrer l'identité (lorsque les valeurs sont toutes bien définies)

f[xna xn—l](xn+1 - l‘) = (xn - J")(-'I:n—l - JT)f[JTn,l‘n_l,l‘], avec f[u7v7w]

_ f[u’v]_f[uvw]

v—-—w

3. Montrer ’égalité

—/01 —/Oh f"(u+t1(w —u) +t2(v —w)) dte dt; = f[U,v,w].

4. Soit o > 0 un réel tel que f’ ne s’annule pas sur [z -, x + ] et soit m >0 un
minorant de |f’| sur cet intervalle. Soit M un majorant de |f”| sur ce méme
intervalle. Montrer que si x,-1, %, € [z — a,x + ], alors x,11 est bien définie
et

M
|Tpe1 — x| € — |xpn — 2| |Tpo1 — .
m

m
5. Conclure en choisissant 0 < € < min(a, M)

Soluce

1. Si sg ou s1 est nul, alors s, est nul pour n > 2, et I'inégalité proposée est
claire. On suppose donc sy et s; dans ]0,1[. On voit par récurrence que la
suite s, est a valeurs dans 0, 1[, de sorte que 'on peut définir la suite ¢,, :=
—log(sn) > 0, qui vérifie la récurrence linéaire de type Fibonacci : t,11 = £y, +
tn_1. L’équation caractéristique X2 — X —1 = 0 de cette récurrence linéaire (a
coefficients constants) a pour solutions le nombre d’or ¢ et ¢’ := %5 €]-1,0[.
On sait alors qu’il existe deux constantes k et k' tels que t, = ko™ + k'¢™
pour tout n. Or on a ¢ > 1 et -1 < ¢’ <0, ce qui implique ¢, ~ k¢™. Comme
(tn) est une suite positive croissante et qu'elle est équivalente a k¢™, on a
automatiquement k > 0, et t, > k¢™ — |k|, par I'inégalité triangulaire. Cela
implique

sp =t < lWleThe" = e‘k,‘(e_k)‘bn,

. / p—
ce qui permet de conclure en posant K := el et q:=eb.

2. 1l s’agit d’un calcul direct que 'on peut attaquer en toute insouciance car les
dénominateurs sont supposés non nuls.

flon, 2n-1](@ns1 = ) = fl2n, Tno1](@n — 2) = f(20)

(f[xml‘nfhfﬂ](xnfl -x)+ f[mnam])(f”n -z) = f(zn)

= f[ajnaxn—lpx](xn—l - x)(in - $) + f[inax](xn - l’) - (f(xn) - f(x))
fl

Ty Tp-1, 2] (Tp-1 — ) (T — T).
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3. Ici aussi, il s’agit d’une intégration qui ne posera de probléme & personne. On
remarque tout d’abord que pour tous u et v distincts,

folf'(v+t1(u—v)) dty = u—iv(f(u) () = flu,v].

Puis, on calcule :

1

Tp-1—T

[Otl f"(q:nthl (m—azn)+t2(:vn_1—x)) dig = (f'(:anrtl(xn_l—xn))—f'(xn+t1 (a:—:vn)))

L’intégrale cherchée vaut donc

1

Ip-1—T

(f[a;n,xn_l] - f[mn,x]) = flzn, Tn-1,x].

4. On note que « et m existent car, par hypothéses, f’ est continue et non nulle
en z. De méme, M existe par continuité de f”.
D’apres la question , on a | f [:En,ﬂzn_l]‘ > m > 0 et, en particulier, x,,1 est
bien défini. On a aussi ‘f[;vn,mn_l, x]| < M. Par la question [2| il vient :

M
|Tni1 — x| € — |xpn — 2| |Tp-1 — 2.
m

5. Soit donc 0 < € < min{«, ﬁ} Alors, par une récurrence directe qui utilise la

question précédente, on voit que si |xg — x| <€, et |r1 — 2| < g, alors z,, est bien
définie et vérifie |z, — z| < e.
Posons r,, := % |z, — x|, de sorte que l'on a 7,41 < rprp-1 et 79,71 € [0,1[. Si
on pose 8g := rg et s1 := rq, alors, on voit par récurrence que la suite (s,) de
la question 1) majore celle qui nous intéresse : s, > r, pour tout n. Le résultat
attendu en découle.

FIGURE 11.2 — Méthode de la sécante

Remarque. 1’idée derriére cette méthode, c’est de partir de deux points My := (xg, f(z0))
et My := (21, f(x1)) sur la courbe d’équation y = f(x) et de regarder 'abscisse
zo de lintersection de la droite (MgM;) avec l'axe (Oz). On trouve donc bien
To = T1 — f{aff,lx)o]' On continue avec les deux points M; et My := (x9, f(22)), et

ainsi de suite.
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Remarque. Rappelons que la méthode de Newton consiste a partir d’un point Mg =
(zo, f(xp)) sur la courbe d’équation y = f(x), et définir x; comme 'abscisse de
I'intersection de la tangente en My & la courbe avec 'axe (Ox). On trouve alors

T1 = Tg — J{c,((z%)) Comme en témoigne la figure |[11.2] lorsque xg et x1 sont proches,

flz1, 0] est proche de f'(x1). La méthode des sécantes peut étre vue comme une
discrétisation de la méthode de Newton. Elle s’avére utile lorsque la dérivée de la
fonction est difficile & calculer.

Coté vitesse de convergence, la formule de Taylor-reste intégral

F@) = fan) + @=z)f @)+ [ @@= at

vient donner une estimation de la convergence en Ka?". Ainsi, ce que 'on gagne dans
la méthode des sécantes en ne calculant pas de dérivée, on le perd en remplacant 2
(la convergence quadratique) par ¢ ~ 1,618 (une convergence en or!). On peut se
laisser tenter ! En tout cas, ¢’est un exercice qui peut trés bien s’adapter & une petite
programmation toute simple : prendre par exemple f(x) = z? - 2 avec xp = 1 pour
la méthode de Newton, et comparer avec f(x) = 2% -2 avec xg = 1, z1 = 2 pour la
méthode des sécantes.

Exercice 83 (Différences diviséesEl : approche duale)
Cet exercice est 1a pour faire le point sur les différences divisées rencontrées dans
la méthode des sécantes. L’idée est ici de voir une version discréte de la formule de
Taylor polynomiale, & I'aide de la dualité.

On considére une suite finie z := (21, %2,...,2,.1) dans R™! ou les z; sont
deux a deux distincts. Soit e;(z), 1 <i <n+1, les éléments de 'espace E := R,,[X]
des polynoémes de degré inférieur & n, définis par

ei(z):=1, e=X-z1)(X-mzg)(X-zi_1)si2<i<n+1

1. Soit (e;()*)1<icn+1 la base duale de (e;())1<i<n+1. Montrer que e1(z)* est
I’évaluation en x;.

2. Pour tout k entre 1 et n, soit ") 1a suite z = (T1, ey Tht1s Thoy -+« s Ts1),
ou l'on a interverti xj et xpy1. Donner la matrice de passage de la base
(ei(x))1<icn+1 vers la base (ei(x(k))lsigml, et en déduire la formule de ré-
currence

ex(z®)* - ex(a)*

Th+1 — Tk

eps1(x)” =

3. Soit P un polynéme de E. Calculer eg(x)*(P) pour k£ = 1,2,3, et montrer
que eg(x)*(P) ne dépend que de z1,x9,...,z,. On les appelle différences
divisées[} et on pose

Plz1,...,2x] = ex ()" (P).

4. Montrer que P = Y7, P[x1,...,z¢]ex(z), ot P[z1,..., 251 ] est donné par

1 rt1 tr
[o.[o /0 P (@1 +ty (w— 1) +o(w3 - 22) + -+t (Tper — 21) ) Aty Aty ).
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Remarque. Pour ceux qui aimeraient une formule plus globale pour les différences
divisées, on signale que 'on peut montrer par récurrence, en inversant le systéme
donné par P(z;) = Y7_; Plz1,..., 2, ]ex(z;), la formule suivante :

P(z;)
b)
1<ich,izj (Tj = i)

k
Play,.. . 2] =
[z1,..., 2] ]Z:;H

Soluce
1. En évaluant la formule P = Y74 ¢;(2)*(P)e;(x) en a1, on obtient I'égalité
P(z1) = e1(x)*(P) qui prouve le résultat.

2. On a par définition, ¢;(z(®)) = e;(z), pour tout i # k+ 1, et

et (z8) = (X = 21) (X = 21 /(X = 2pa1) = (X = 21) (X = 21 (X = 2 + (24— Ts1))
=eps1(x) + (2 — Tp41)ex ().

On vérifie (au passage) que la formule est encore valable pour k£ = 1. La matrice
de passage entre les deux bases est donc P := I, 1 + (2, — 241 )Eg k41, ot les E; 5,
1<14,j5 <n+1 désignent les matrices élémentaires. Il en découle, par un résultat
classique, que la matrice de passage de la base (e;(x)*)1<i<n+1 vers la base
(ez‘(l’(k))*)lgigryﬁ_l est 'P1 =T, — (2 - Zg+1)Egs1 5. On en déduit

€k($(k))* =ep()" = (vp — Tpe1) g1 ()7,

ex (™)) ey (2)*
$k+1_$k)

3. On a donc déja trouvé e (x)*(P) = P(x1). On obtient donc :

et donc egiq(z)* =

P(z3)-P(z1) _ P(z2)-P(z1)
P(xQ) - P(xl) et 63(1’)*(]?) _ r3—T1 To—T1
To — X1 T3 — T2

ex(x)"(P) =

Par récurrence, on voit que eg(x)*(P) ne dépend que de z1,z2,...,z), ce qui
justifie la terminologie.

4. On montre I’égalité par récurrence. Pour k =1, on a bien

1 , 1 1
A P (:111 +t1(l’2 —a:l)) dtl) = Ty — 71 [P(:z:l +t1($2 —:L’l))]o = Pl:.%‘l,xg].

Soit k£ un entier non nul, on suppose 1'égalité vraie pour k — 1 et on notons I
le membre de droite de 1’égalité a prouver. Il vient alors :

1 t1 tr
Ik=/0f0 fo PW) (21 + by (22 - 21) + ta(23 — 2) + - + t (g1 — 21) ) Aty dbg_y- dty

1 1r-t1 th-1 th—
= f// [P(kfl)($1+t1(x2—$1)+t2(333_332)+"'+tk(33k+1_xk))] 1dtk—1"'dt1
Tyl — T JOJO 0 0
1
:—(P[$1,$2,...,$k_1,$k+1]—P[I'l,l'Q,...,l'k_l,fEk]).
Th1 — Tk

Compte tenu de la question précédente, on obtient bien Iy, = P[x1,xo, ..., Tk, Tis1]-

3. En hommage aux deux primaires 2017.
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Exercice 84 (Méthode de quasi-Newton pour inverser une matrice)
Soit A € GL,(R) une matrice inversible et a € R. On définit la suite (X,,,) de la
fagon suivante :

Xo=a®A et YmeN, X1 = 2X, — X AX,y,.

On veut montrer que (X,,) tend vers A~! pour certaines valeurs de a & déterminer.

1. On considére la suite U,, :=I,, — AX,,,. Calculer Uy et montrer la relation de
récurrence

Upi1 = U2,

2. Soit N2 la norme subordonnée  la norme quadratique sur ., (R). Montrer, en
utilisant No, que la suite (U,,,) tend vers la matrice nulle, pour a € ]O, ﬁ )
puis conclure.

On rappelle, voir [Algébrie, p. 33/, que si S est une matrice symétrique réelle,
alors No(S) est max{|A|, A € SpecS}.

Soluce
1. On trouve Ug =1, - AXy =1, —aS, avec S := A*A. De plus, en remarquant que
Xim+1 = X (I, + Uy, ), on obtient :

Um+1 = In - AXm+1 = In - AXm(In + Um)
=1, - AX,, - AX,,U,, = U,, - AX,,, Uy, = (I, - AX,,) Uy, = U2

2. Comme Uy est symétrique, la relation de récurrence implique que U,, est symé-
trique pour tout m. Or, Ny est une norme subordonnée, donc sous-multiplicative.
Si P’on choisit a tel que Na(Uyg) < 1, alors No(U,,) < No(Ug)?™, et on aura donc
lim,,, Uy, = 0 et, par continuité de la fonction U ~ A~Y(I, - U), lim,, X,, =
lim,, A7 (I, - Up,) = A7L.
De plus, S = YAA, avec A inversible. Elle est donc, non seulement symétrique,
mais définie positive car congruente & l'identité. La matrice S est donc diago-
nalisable a spectre dans R**. On peut ordonner ses valeurs propres

AL 2 A22 2N, >0,

La matrice Ug = I, — aS est encore symétrique réelle et, si 'on prend a > 0, ses
valeurs propres ordonnées sont

1—-aX; < <1l-aly-<1-al\,.

Conclusion, si 'on choisit a de sorte que -1 <1 -aX; < 1-a), <1, le rayon

spectral de Uy vérifiera bien 'inégalité voulue. On voit qu’il suffit de prendre a
2

dans ]0, /\—1[.

Or, tr(AYA) = Ay + -+ A > A1. Donc, prendre a dans ]0

convergence voulue.

, ﬁ] donne la
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Remarque (Du cas réel au cas complexe). On peut remplacer A € GL,(R) par A ¢
GL,(C), en remplacant ‘A par A* et donc la matrice symétrique S = *AA par la
matrice hermitienne H = A*A. Toutefois, on doit garder a réel.

Remarque (Calculabilité). On peut prendre a = tr(A'A), qui, au passage, est aussi
la norme quadratique, au carré, de la matrice A. On aurait pu prendre un nombre
proche (mais en dessous) de \,, mais celui-ci est beaucoup plus difficile & calculer.
A ce propos, expliquons le terme « méthode de quasi-Newton ».

Si a est non nul et que 'on veut avoir une suite qui tend vers ™, on pense alors
a chercher le zéro de la fonction f(z) = ax — 1. Cela nous améne a une méthode de
Newton, et on se retrouve avec une suite définie par récurrence par T,41 = Tn — ”+_1
Ceci est évidemment ridicule puisque la récurrence elle-méme nous exige de trouver
I'inverse de a. L’idée est donc de remplacer % par x,, qui lui est proche. La nouvelle
récurrence donne alors 2,41 = &, — (ax, — 1)z, c’est-a-dire : 2,41 = 22, — az?.

Dans le méme ordre d’idée, on peut calculer (si elle existe) la racine n-iéme d’une
matrice inversible A avec une récurrence de type X,,41 = mT“Xm - %A‘IX’T};’I. On
trouve ce genre d’algorithme en modifiant une méthode de Newton afin d’éviter de
calculer trop de divisions & chaque itération.

1

Remarque (Complezité). Et Gauss dans tout ¢a? Un produit de matrices de taille n
fait faire tout de méme de I’ordre de 2n? calculs. Donc, pour atteindre une approxi-
mation raisonnable, il faudra aller au moins jusqu’a X4, soit environ 16n® calculs,
ce qui est moins bon que la méthode de pivot (de l'ordre de %ng). Mais, ce qui est
rassurant ici, c¢’est que l'on ne fait pratiquement aucune division dans cet algorithme,
a part pour le calcul de Xj.

11.2 Méthode des puissances

Exercice 85 (Méthode des puissances dans le cas symétrique)
On se donne une matrice symétrique réelle S de ., (R). On va supposer que les
valeurs propres A;, 1 <i<n, de S, vérifient

At > Aol 3 - > [Anl.

Soit (€;)1<i<n une base orthonormée, ou e; est vecteur propre de S dans R™, pour
la valeur propre \;. On veut construire un algorithme permettant de trouver e; (au
signe prés) et Aj.

Soit g = Y1t  mie; € R™. On suppose la coordonnée 7; non nulle. On construit

par récurrence
L
Tk+1 = SYk, Yk = m»

ou ||||2 désigne la norme quadratique canonique de R".

1. Montrer que, pour tout k, les suites sont bien définies, et que (yox) converge
soit vers e, soit vers —ej.

2. Soit ¢ une forme linéaire sur R™ qui ne s’annule pas sur e;. Montrer que
©(Sy2k)

ook ) est définie & partir d’un certain rang, et tend vers A;.
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Soluce
1. Soit sgn(A1) = 1 le signe de A\;. Comme \; # 0, on a pour commencer :

217;1 ’I’h(/\_l)ez y sgn ( ) Z?:l Th(A_l)ez
177<n 1 Y1 =
| Zity mieill2 |2 ni( 35 )eill2

Tl =
Montrons par récurrence sur k > 0 les égalités

T = sgn()\l)kfl)\l

Ai noo (A,
= 1772£A12 i =sgn(A)" ol 77@(;\1) - .
IS mi(32)" el [Py 1%(7’) eill2

Elles sont vraies pour k£ = 1. Si on les suppose vraies pour k, alors :

Sy m(3) Se: :
n A\ K A
IS mi(52) eills IIZ 17%(#) eill2

g1 = Syg = sgn(Ar)"
ce qui donne par la suite, aprés simplification des dénominateurs

\k+1
?z]_ 772()\_1 :Sgn()\l)k+1 ?L'I=1 771'(&)

)t
A; \k+1 i
Al - 20 1771(7) 6z||2 12 mi(5E)

Yre1 = sgn(A1)F A

On voit alors que les suites sont bien définies, puisque les dénominateurs sont
des normes de vecteurs non nuls (ils ont une coordonnée non nulle en e;). De
plus, comme, par hypothése, |i‘—;| <1, la limite de yoi est sgn(n)e;.

©(Syax)

2. Soit ¢ une forme linéaire sur R™ qui ne s’annule pas sur e;. Montrer que (o)

est définie & partir d’un certain rang, et tend vers A;.

L’ensemble des vecteurs u de R™ tels que p(u) # 0 est le complémentaire de
Ihyperplan ' ; il s’agit d’un ouvert pour la topologie usuelle des espaces de
dimension finie, qui, de plus, contient +e; par hypothéses. Comme yo tend
vers e; ou —eq, ceci implique qu’a partir d’un certain rang ¢(yor) # 0. La suite
proposée est donc bien définie & partir d’un certain rang, et on voit, en utilisant

la continuité de ¢ et S, qu’elle tend vers —f;(seil)) =

Remarque. On note que I'on a une convergence géométrique (ce qui n’est pas si mal),
c’est-a-dire que la vitesse de convergence est géométrique, en (Az/A1)*. Si on note
(e]) la base duale de (e;), alors, I'initialisation de 'algorithme dépend de la donnée
— de zo dans le complémentaire de I'hyperplan (e])°, qui est un ouvert dense
de R".
— de ¢ dans le complémentaire de 'hyperplan (e1)*, qui est un ouvert dense du
dual de R".
Cela signifie en gros que I'on peut choisir zg et ¢ un peu n’importe ol et le hasard
fera bien les choses.
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Ceci est une suite de ’exercice et on en garde les notations. On cherche ici un
algorithme permettant de trouver tous les vecteurs propres et toutes les valeurs
propres d’une matrice symétrique S vérifiant désormais

Exercice 86 (Méthode de dtion)
35

[A1] > [Ag| > - > [An] > 0.

1. Exprimer la condition [A1] > [A2| > 0 sur les coefficients de la matrice S = (¢ %)
pour n = 2.

2. Pour tout k de 1 & n—1, on pose T(k) =S—A1(e1ler) - — Ap(ex ber). Mon-
trer que T(k) est une matrice symétrique, que (e;) est une base de vecteurs
propres, et que les valeurs propres ordonnées sont Ay 1 > --- > A, et la valeur
propre 0, avec multiplicité mg = k.

3. On suppose que (S,,) est une suite de matrices symétriques qui converge
vers S.

(a) Soit A1 la plus grande valeur propre de Sy, en valeur absolue. Montrer
que la suite (A1, )m converge vers Ap.

(b) On choisit, pour tout m, un vecteur propre normé e; , pour la valeur
propre A de S,,. Montrer que la suite de matrices (e1m, tel,m)m tend
vers eq teg.

4. En déduire un algorithme de calcul pour la k-iéme valeur propre A de S, et
un vecteur propre normé associé.

Soluce
1. A partir du moment ol 'on a ordonné les valeurs absolues des valeurs propres
de S, la condition |[A1] > [A2| > 0 est équivalente & la condition A} # A3 avec
\; # 0. Le polynéme caractéristique Pg de S est X2 —tX +d, avec t = a + ¢ et
d = ac - b%. La seconde condition demande d # 0. Pour la premiére, soit Qg
le polynéme unitaire de degré 2 ayant pour racines /\% et )\g. Pour trouver les
coefficients de Qg, c’est le moment d’utiliser les relations coefficients racines :

A3 = (A +X0)? = 20 h = #2 - 2d, ATAS = d”.

Donc, Qg = X2 - (t? - 2d)X + d?, et il posséde deux racines distinctes si et
seulement si son discriminant est non nul, c’est-a-dire t?(+? — 4d) # 0. On veut
donc au final dt(t% -4d) # 0, ce qui définit une condition ouverte : 1’assignation
S~ (ac—-b*)(a+ c)((a —¢)? +4b%) définit une application continue de .72 (R)
dans R, et le domaine considéré est 'image réciproque de R**.

2. Notons tout d’abord que si u est un vecteur (colonne) de R", alors la matrice
u'u est une matrice carrée de taille n, qui de plus, est symétrique. Il en résulte
que T(k) est une matrice symétrique. De plus, comme (e;)1<i<n, forme une base
orthonormée, on a teiej = 0;5, le symbole de Kroenecker. Par associativité de
la multiplication matricielle, il vient (eitei)ej = d;5¢;. Comme Se; = Ajej, on
trouve

0 sil<j<k

Ajej si(k+1)<j<n

T(k})(ij = {
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On conclut ’assertion demandée.

3. (a) Soit N2 la norme matricielle subordonnée & la norme quadratique de R™.

On sait, voir [4, Corollaire 1.2.1|, que Na(S) = |A;|. Par continuité de la
norme, Na(S,,) tend vers Na(S). Donc, la suite |A;,,| converge (ce qui
n’était pas si évident que ¢a), et tend vers |A\q].
Montrons que la suite (Aj,,) converge, et qu’elle converge vers A;. On
sait, d’aprés ce qui précéde, que la suite est bornée; il suffit donc de
montrer que toute sous-suite convergente tend vers A1. Soit donc ()\me )p
une sous-suite qui converge vers un réel pu. On voit donc tout de suite
que |pu| = |A1]. On sait de plus, voir [6, Exercice 1-3.33|, que la suite des
polynomes caractéristiques Pg,, tend vers Pg, donc Psmp (Atm, ), qui est
une suite nulle, tend vers Pg(u). Ceci implique que p est une racine de Pg.
Or, par hypothéses, la seule racine de Pg de valeur absolue Ay est A\;. Donc,
m= )\1.

(b) Comme ey, est normé, la suite (€, )m est dans un compact de R™. Si
I’on montre que toute sous-suite convergente tend vers e; ou —ey, alors, on
aura montré que la suite de matrices (e1,m, "e1,m)m tend bien vers e fe;.
Soit (el,mp )p une sous-suite qui converge vers un vecteur f de R", forcé-
ment de norme égale a 1. Alors, I'égalité Sy, e1m, = A1,m,€1,m,, valable
pour tout p, implique Sf = A1 f, d’aprés la question précédente. Conclu-
sion, f =e; ou —ej.

4. On calcule d’abord une valeur approchée A1 de A1, et un vecteur é; proche
de e; avec 'algorithme de 'exercice On calcule ensuite la matrice symé-
trique S(1) := S —A;&; '(¢1). On calcule, encore avec ce méme algorithme, une
approximation de la plus grande valeur propre (en valeur absolue) de S(1), que
I’on note As. D’aprés la question qui précéde, Aa peut se rapprocher autant que
I'on veut de la plus grande valeur propre (en valeur absolue) de T(1), c’est-a-
dire, de A2, par la question 2. De méme, on trouve une approche de vecteur
propre €z d’un vecteur normé associé & la valeur propre Ay de S. On calcule
ensuite S(2) := S— X181 (€1) — Aoé2 ' (&2), et ainsi de suite.

Remarque. Pour le cas n = 2, on a vu que la condition sur la matrice S définissait
un ouvert de .%,. En fait, la condition est ouverte en général. Plus précisément, la
condition |[A1] > [Aa| > -~ > [Ay| > 0 est équivalente & la condition A2 > A2 > .- > A2 > 0.
Or, si Pg est le polynéme caractéristique de S et Qg le polynéme ayant pour racines
les carrés des racines de Qg (qui s’écrit avec les coefficients de Pg), alors la condition
s’exprime par « Qg n’a que des racines simples non nulles ». La simplicité des racines
se dit avec un discriminant : disc(Qg) # 0 (il s’agit du résultant de Qg et Qg).
Cela peut convaincre que la condition voulue définit bien un ouvert, comme dans la
question 1).

Remarque. Ce qui rend cette méthode nécessaire, c¢’est que ’on sait en théorie que S
posséde n valeurs propres, mais leur calcul est ardu car la recherche des racines d’'un
polynome de degré n n’est pas chose facile. De plus, méme si I'on sait trouver (par
exemple avec la méthode QR) les racines A;, on n’aura qu’une approximation des
racines. Et, du coup, lorsque 'on fera un systéme pour calculer les vecteurs propres,
le déterminant de ce systéme sera une approximation de 0, mais pas 0. On ne pourra
pas trouver de vecteurs propres (i.e. non nuls).
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11.3 Polyndémes orthogonaux

Exercice 87 (Méthode de quadrature de Gauss pour 'intégration)
Soit n un entier, n > 0. On munit Uespace R,,[X] des polynémes de degré inférieur
a n du produit scalaire :

(P.Q)= [ PQut.

Soit (Pg)ock<n la base orthonormée de R,[X] obtenue a I’aide du procédé d’ortho-
normalisation de Gram-Schmidt & partir de la base (1,X,...,X").

1. Montrer que le polynoéme P,, posséde n racines distinctes dans ]0, 1[.

On pourra introduire [’ensemble ® des racines o de Py, de multiplicité impaire,
et telles que o € ]0,1[. On étudiera ensuite le produit scalaire (P, Ry) avec
Ry = [Taea (X — @), avec la convention que Ry, vaut 1 si O est vide.

. Soit {a;,1 <i<n} I'ensemble des racines de Py, et L;, 1 <4 < n, les polyndmes

interpolateurs de Lagrange associés aux «;. On pose A; := fol L; dt pour tout .
Montrer 1’égalité

1 n
A Pdt= Z)\Z'P(Oéi),
i=1

pour tout P dans R,,[X], puis, pour tout P dans Rg,_1[X].

3. Montrer que la formule est fausse en degré 2n.

Soluce
1. On décompose Py, en Py, = a,, [T;(X-a;)™Q, ot ay, est un réel non nul, ou les o

parcourent ’ensemble des racines de P,, appartenant a 0, 1[, de multiplicité n;,
et ot Q est un polynéme ne s’annulant pas sur ]0,1[. Par construction, le
polynéme P,R,, est un polynéme évidemment non nul, qui, par le théoréme
des valeurs intermédiaires, garde un signe constant sur ]0, 1[. Par continuité,

1
(P, Ry) = fo PR, dt

est un scalaire non nul, ce qui implique que R,, ¢ R,,_1[X]. Effectivement, par
I'absurde, si Ry, € R,,-1[X], Ry, serait orthogonal & P,,, puisque P;, est le sous-
espace engendré par les Py (0 < k < n - 1), c’est-a-dire R,,_;[X], puisque la
construction de Gram-Schmidt implique que la famille (Py) est échelonnée.
Or, @ est de cardinal au plus n, puisque P,, est de degré n (ceci est assuré par
la méthode récursive de Gram-Schmidt). Conclusion, R,, est de degré n. Ceci
prouve que ® est de cardinal n. Le polynéme P,, posséde donc n racines de
multiplicité impaire dans ]0,1[. Comme il est de degré n, la multiplicité est
forcément égale & 1. D’ou 'assertion.

On sait, voir [Algébrie, exercice I-1.2, 2)|, que les formes linéaires ev,, consti-
tuées des évaluations en les «;, constituent une baseE] de I'espace dual de l'es-
pace R,,_1[X].

4. On rappelle que la base (anté-)duale est la base des polynoémes interpolateurs de Lagrange.
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Soit ¢ la forme linéaire définie sur R,_1[X] par ¢(P) := folPdt. On dé-
compose ¢ dans la base (eva;)icjcn @ il existe (Bj)icjcn € R™ tel que ¢ =
>i-1 Bjevq,. Il vient donc d’une part

Ai = o(Li) = ) Bjeva, (Ls) = Bs,
i1
et d’autre part
1 n n
fo P(t)dt = p(P) = 3 Aseva, (P) = 3 AP (as).
i1 i=1

Dong, la formule voulue est valable sur R,,_1[X].

De plus, elle reste vraie pour P, : d’'un coté, fol P, dt = (P,,1) = (P,,Py) =0,
par orthogonalité ; de autre, Py, (c;) = 0 pour tout ¢, par construction.
Comme P, est de degré n, la formule est valable pour tout P de R,,[X].
Reste & montrer qu’elle reste encore valable sur Ry,,_1[X]. Pour cela, on consi-
dére P dans Ry, 1[X], et P = P,,Q, + R, sa division euclidienne par P,,.
Par une considération de degrés, on sait que Q, € R,_1[X]. Il en résulte que
fol P,Q, dt = (P,, Q) = 0. Donc, comme R,, € R,,_1[X],

1 1 n
[ Pdt= [ Radt= Y ARa(a))

-3 (P(0) = Pu(0)Qu() = AP (ay).

]:1 :

3. La formule est fausse en degré 2n. En effet, soit P = P?L. Alors, le membre de
gauche vaut (P,,P,) =1, et le membre de droite vaut 0.

Remarque. La méthode de quadrature de Gauss se décline a I’envi. Bien entendu, on
peut remplacer l'intervalle [0, 1] par un intervalle [a, b] quelconque. Ensuite, on peut
remplacer les polyndémes par des fonctions pour obtenir, non plus une égalité, mais
une approximation de l'intégrale. Enfin, on peut remplacer la forme | abP(t)Q(t)dt
par la forme fabP(t)Q(t)w(t)dt, ol w est une fonction continue (appelée fonction
de poidsEI) qui ne change pas de signe sur Uintervalle [a,b].

Exercice 88 (Polynémes de Tchebychev et décomposition de Cholesky)
On commence par rappeler certaines propriétés des polynomes de Tchebychev de
premiére espéce. On définit par récurrence la suite de polynomes (T, ),s0 par

Tpe1(X) = 2XTp(X) = Tno1(X), To =1, Ty = X

1. Montrer que pour n > 1, le polynéme T,, est de degré n, de coefficient domi-
nant 2" ! et que Tn(cos(t)) = cos(nt) pour tout ¢ réel.

5. Le boulet, mais strictement positif!
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2. On munit Pespace R, [X] des polynomes sur R de degré inférieur a n de la

forme
! P(t)Q(t)
V1-1t2

Montrer que 1'on définit bien un produit scalaire sur R, [X].

<P7Q) =

3. On considére la base orthonormée (TO, T, ... ,Tn) construite par le procédé
de Gram-Schmidt, & partir de la base canonique (1,X,X2,...,X"). Montrer

que 'on a, pour tout k :
\/7T0 sik=0

\/7Tk sil<k<n

Soluce
1. Par une récurrence que ’'on passe sous silence, T,, est bien un polynéme de
degré n, de coefficient dominant 2"~ pour n > 1. Montrons par récurrence que
T, (cos(t)) = cos(nt).

La propriété est vraie pour n = 0 et n = 1. Supposons la vraie jusqu’a l'ordre n.
Alors,

Ths1 = 2cos(t)Tp(cos(t)) - Tno1(cos(t)) = 2 cos(t) cos(nt) — cos((n - 1)t)
_ 2cos(t +nt) + cos(t —nt)
2

—cos((n-1)t) = cos((n +1)t).

2. Dans l'intégrale qui calcule (P, Q), la fonction f(t) := % que 'on intégre
n’est pas définie en ses bornes. Regardons ce qui se passe en 1, I’étude en -1
étant analogue.

Si P(1) ou Q(1) est nul, on peut la prolonger par continuité en 1 par f(0) =

P(l)Q(l)

Va(1-2)%

0. Sinon, elle est équivalente en 1~ & . On en déduit que I'intégrale

converge.

De plus, si P = Q est non nul, f étant continue, positive, et non nulle sur
]-1,1[, on déduit (P,P) > 0. La forme étant clairement bilinéaire, c’est un
produit scalaire.

3. Montrons que 'on a, pour tout k :

sik=0

Tk— \/7T1 sik=1
\/;Tk si2<k

On calcule dans un premier temps le produit scalaire (T}, T,,). A I'aide du chan-
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gement de variables t = cos(#), il vient :

FTR() T (2)

(T, T = || e
- fo Tk(cos(H))Tm(cos(Q)) in(0) 6
m 1 - cos?(0)
[ cos(kb) cos(mb) | [T
= [0 Sin(0) sin(0) df = /0 cos(k0) cos(mb) do

= % [Oﬂ(cos((k: +m)0) + cos((k —m)6)) db.

Si k # m, alors

(Tk, Tpy) = Q(k—im)[sin((k‘ + m)@)]g + m[sin((k - m)H)]g =0

Si k =m, alors

1 7 m sik=0
Ty, T :—f 2%k0) +1) df = ’
(T Tw) =5, (cos(2ht) 1) {g si1<k<n.

11.4 Approximation d’intégrales, erreurs

Cadre

On fixe un segment [a,b] de R non réduit & un point et une fonction continue
f:[a,b] = R. On cherche a calculer une valeur approchée de 'intégrale

I- fa " o)t

Lorsque f est de classe ¢ pour un entier p, on note iy, = sup, ] ‘ f (p)‘. Lorsque n
est un entier naturel non nul, on pose :

b-a

Vke{0,...,n}, x,gn):a+
mn

k.

On remarque au passage que l'on a :

Vke{0,...n-1}, 2™ —gMm-272

Try1 — Ty n

Lorsque n est fixé sans ambiguité, on remplace x]gn) par x.

Exercice 89 (Erreur dans la méthode des rectangles)
On pose, pour n entier naturel non nul :

b—a”_l (d)zb—a

S flax) et RS éf(m-

n {0 n

Rglg) —
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1. Interpréter.

2. On suppose que f est de classe €. Démontrer que pour tout entier n,

‘I _ R(g)| < M
" 2n

et |I—R(d)| < M.
" 2n

3. On suppose que f est de classe 2. Démontrer que

I:Rgg)Jrf(b)—f(a)xb—aJrO(i) - I:Rgd)Jrf(a)—f(b)xb—aJrO(iz)

2 n n? 2 n n

4. Application numérique : f(x) =1/(1+ z) pour x € [0, 1].

Soluce
1. Pour la méthode des rectangles « a gauche » (resp. « a droite ») qui donne

lieu & la suite (Rglg))mN (resp. (R%d))neN), on fait comme si la fonction f était
constante, égale & f(zy) (resp. f(zr+1)) sur chaque [k, k41 ]. La méthode est
exacte pour les fonctions constantes (Rﬁg) =I= ngd) pour tout n).

Les deux méthodes donnent lieu & des sommes de Riemann : d’aprés la construc-
tion de 'intégrale, on sait que les deux suites convergent vers I. On va voir que
la convergence est « en 1/n ».

2. Soit k €{0,...,n—1}. Par 'inégalité des accroissements finis, on a :

Va € [ag,apnl],  [f(2) = fan)| < pa(a - ap),

puis on integre :

_[x:kﬂ f(z)dx - (2h41 —Cﬂk)f(l‘k)‘ = ‘/ﬂ:m (f(z) - f(xp)) dz
fg:kﬂ w1 (x — xg)de

_ (g —ag)? i (b-a)?
2 2n2

IN

Pour n quelconque, on applique l'inégalité précédente a chaque [k, Tg41], puis
I'inégalité triangulaire : on trouve n termes d’erreur py(b—a)?/n? :

n—1 Tpi1 b-a 2
‘I—Rﬁg)| <) f f(@)dt = (wp1 —2p) f(21)| < M(z—)
k=0 1Y%k n
3. Fixons k € {0,...,n -1} et x € [xk,xks1]. D’aprés le théoréme de Taylor-

Lagrange a 'ordre 2, il existe ¢, € |z, [ tel que

_ (e / _ (z—x1)*
Fla) = fax) = (2 —an) f(2n) = ————f"(ex),
d’ou :

r—T 2
£G) = 5ew) - )7 )| « 2
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En intégrant sur [z, xgs1], qui est de largeur (b—a)/n, cela donne :

VA (5 ()

En sommant sur k, il vient :

)f(k:)

baba”1

L .yl

(b a)

‘I R() —

On reconnait la méthode des rectangles pour la fonction f’. Or on vient de
prouver que

()= (7®) - f@) + ().

d’ol enfin :

I= R<g>+ (f(b) f(a))+0(%).

On montrerait de méme que
[=R@ _ b—_a(f(b) - f(a))+ O(i)
" 2n n?2

4. Appliquons cela a la fonction f:[0,1] > R, z — 1/(1 + ). Pour n fixé, on a :

nll - 1
(8) = - (d) _
REP=X % z et R kzlmk

L’exemple est classique pour illustrer les sommes de Riemann : cette suite
converge vers In(2). On a puy = 1, donc la majoration de la question 2| donne

mieux : |R1(1g) -In2|<1/(2n).
Par la question 3| on a plus précisément :

(R(®) —n2) ~ — — et (RW —In2)~ —
n

Exercice 90 (Erreur dans la méthode des trapézes)
On reprend la notation, pour n entier naturel non nul :

Ty =

(2) . p(d) a
R ;Rn - (f() Zf( )+f(b))

1. Interpréter.

2. On suppose que f est de classe €2. Calculer, a I’aide de deux intégrations par
parties,

/m‘:lwl (z - z1)(Ths1 — :E)f"(fli)dl‘



206 CHAPITRE 11. CALCUL NUMERIQUE

3. On suppose que f est de classe €2 et que f” est majorée par po. Démontrer
que
pa(b-a)®

I-T,|<
| a 12n2

4. On suppose que f est de classe €2. A 'aide de la formule de la moyenne,
démontrer que
(b-a)’
12n?

(F'®) - @) + o 3)

T,=1+

5. Application numérique : f(z) =1/(1+z) pour z € [0,1].

Remarque. Le miracle apparent de la question [2]sera expliqué & la fin de I'exercice

Soluce
1. Par construction, T, est la moyenne (RSF) + Rﬁ{“) /2 pour tout indice n. On
voit donc que T, est la somme des aires des trapézes indiqués sur la figure[11.3

Tk Th+1

FIGURE 11.3 — Méthode des trapézes

Cette remarque montre d’autre part que la suite (T,,) tend vers 'intégrale I.
Plus précisément, d’aprés la question [3| de l'exercice on a, pour f de
classe €2, la majoration que les questions suivantes permettent d’améliorer :

(b-a)?
3n2

II-T,| <

Heuristiquement, pour la méthode des trapézes, qui donne lieu a la suite (T}, ) pen,
on fait comme si la fonction f était affine sur chaque [z, xg1]. La méthode
est donc exacte pour les fonctions affines : si f est affine, T, = pour tout n.

2. Soit k€ {0,...,n—1}. On a, en notant ¢ = (xp + Tx41)/2 et J,(gn) I’expression a
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évaluer :
(n) _ Tk+1 1"
Jy = i (z—zp)(per —x) [ (x)dx
k

- [(@ -2 - ) f @] - [ 2w s mn) £ (@)
:2fx’““(x—ck)f'(x)dx

=2f(z - e f@] -2 [ fa)da
2 (e 5 )+ 1) [

Tk

En sommant, on obtient ’expression suivante de l’erreur :

k+1

2(T,-1)= Z J(n) Z / (- zp)(ps1 — ) f (2)da.

3. On en déduit brutalement, par 'inégalité triangulaire et en majorant |f”|
par i :

1 n-1 k+1
I-T,| < f (z —zp) (Xps1 — ) p2de

n—1 T -z 2 Thk+1 wee (2 — 2, 2
2 =0 2 . zy, 2
2" (e —wk)? gD - a)’
2 A5 6 12n2

4. On repart de l'égalité :
1 n-1 k+1 "
T, - / [ @) (z = o) (Tps1 — v)da.

Fixons k € {0, ...,n—1}. La fonction f” étant supposée continue et le polynéme
gk - x — (v —x) (21 — ) étant de signe constant sur [x, Tk ], la formule de
la moyenne donne l'existence de dj, € |z, xx41[ tel que

[ (2 - 21) (2ps1 - 2) £ (2) dz = £ (dy) f k (z = z) (g1 - 2)d

) X - 3
:f”(dk)( k:+16 k) )

Il vient en sommant sur k :

expression oll 1’on reconnait une somme de Riemann pour f” qui converge vers
l'intégrale de f”, c’est-a-dire vers f'(b) — f'(a). Finalement :

L (b-a)’
1212

() - (@) = o =),
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5. Pour z € [0,1], soit f(z) = 1/(1 + ), dou f'(z) = -1/(1 + )% et f"(z) =
2/(1 + )3, ce qui permet de prendre us = 2. On a pour tout n :

- FEA TR

Z —+ -.

n -1 1+ % " in an+i
R 1

On peut donc annoncer fierement : |T,, —In2| < — et mieux :
6n?
(T, -In2) ~ 5
n

Exercice 91 (Erreur dans la méthode du point-milieu)
On pose, pour n entier naturel non nul :

—_

. Interpréter.

[\

. On suppose que f est de classe €!. Démontrer que pour tout entier n,

Ml(b—a)2'

I-M,|<
| nl 4n

w

. On suppose que f est de classe €2. Démontrer que pour tout entier n,

Mz(b—a):g'

I-M,| <
| a 24 n?

4. On suppose que f est de classe 2. Démontrer que

(b-a)®
My =T- = (5(6) - /(@) + O )

5. Application numérique : f(z) =1/(1+z) pour z € [0,1].

Soluce

1. Au lieu de faire la moyenne des valeurs aux bords zj et xp,1 de I'intervalle,
comme dans la méthode des trapézes, on prend la valeur a la moyenne des
bords, ¢x = (zp + xk41)/2. La méthode qui en résulte est exacte pour les
constantes : si f est constante, I = T,,. Le petit miracle, c’est qu’elle est exacte
pour les fonctions affines : si f est affine, M,, = I pour tout n. La raison en
est simple : comme l'intervalle est symétrique par rapport a son milieu (eh!),
toutes les fonctions affines qui ont la méme valeur en ¢, ont la méme intégrale
sur [xg,zre1]. Graphiquement, 1'égalité des aires des triangles gris foncé de
la figure (au centre) montre que le rectangle et le trapéze (a4 gauche et
a droite) ont la méme aire; algébriquement, toute fonction affine est somme
d’une constante et de la fonction 2 — x — ¢, dont l'intégrale sur [z, x41] est
nulle : ((xk S e G ck)Q)/2 =0.
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flew) 1

Tk Ck  Tk+1

Tk

Ck

Th+1

209

T

f(er)

Tk Ck Tk+1

FIGURE 11.4 — La méthode du point-milieu est en 1/n?

Heuristiquement, cela nous indique pourquoi la méthode est meilleure que
prévu : tout se passe comme si on remplagait la courbe de la fonction par sa tan-
gente au point-milieu (¢, f(cx)), qui a pour équation y = f(cg)+(z—ci) f'(ck)-

La remarque précédente s’écrit :

(=2 f (@) = [ (F(@) + (- f () do.

2. Fixons k € {0,...,n — 1}. On commence par majorer l'erreur commise sur
I'intervalle [xg,xp+1]. D’aprés Uinégalité des accroissements finis, on a pour

T € [T, Tper]

|f(2) = f(ex)| € pal = e

En intégrant sur [xg,xk41], cela donne :

Thil Thtl (b — a)2
/ [ = (@p1 — ) fck) <M1f |z - ckldz = -
T Ty 4n
En sommant sur k, on trouve :
b-a)?
|I - Mn| < Nlu'
4dn
3. Fixons k € {0,...,n—1}. On commence par majorer ’erreur commise sur 'in-

tervalle [z, zr+1]. D’aprés 'inégalité de Taylor-Lagrange a 1’ordre 2, on a pour

T € [Xp, Tpe1]

(@) = fler) = (@ = ) (en)| < B2 (w =en)”

En intégrant sur [z, zg+1], vu que [

“2 Th+1
< 2 fl
k

k

En sommant sur k£, on trouve :

IT-M,| <

/:M = (@pe1 — i) f(cr)

Th+1

(b-a)®

24n2

(z - ¢;)?dx =

(z - cx) f'(cx)dx =0, cela donne :

(b-a)?
24n3
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4. Fixons k € {0,...,n—1}. Par I'égalité de Taylor-Lagrange a l'ordre 3, on a avec
——TCIE

@)= 1) - @0 - T o)

En intégrant sur [xg,xg41], cela donne :

"(Ck)

(Ths1 — iﬁk)g <

S /%k+1 |z—cp,*da = p(b=a)” a)’
Tk n

‘[ = flee)(Trer — 1) - 5

En sommant sur k, on obtient :

(b- a)2 (b a)
24n?

"

MS(b— a)*
48n3 7

‘I—Mn—

ou l'on reconnait sans plus guére de surprise la suite (M,,) pour la fonction f”,
qui converge en O(1/n) d’aprés la question [2] :

(b a) Z f// Lbf"(x)dx+0(%) :f,(b)_f,(a)-’-o(%)’

d’otl, en injectant :

(b-a)

M, =1-
24n?

(®) - /'@) + ()

5. Prenons f(x)=1/(1+z) si x €[0,1]. On peut choisir pg = 2.

1 n-1 1 n-1 9 2n-1 9
M = — = = _
" n,;:%“?g;l ,§2(n+k)+1 ,§2k+1
1
On peut donc annoncer : |M,, —1n2| < n—In2) ~ - .
32n?

Exercice 92 (Trouver ou retrouver la méthode de Simpson)
1. Soit ¢ = (a+b)/2. Soit E I'espace des fonctions polynomiales de degré au plus 2
sur [a,b].
(a) Soit (Ya,Ye,ys) € R3. Montrer qu'il existe un unique polynéme P € E tel
que

P(a) = Ya, P(C) = Ye, P(b) =Yb-

(b) Démontrer que pour toute fonction polynomiale P de degré au plus 2,
on a : . ) . 5 .
— P(x)dx = =P(a) + =P(c) + =P(b).
— [ "P(a)dz = ZP(a) + P(c) + <P (V)

C’est la formule des trois niveaud.

(c) Vérifier que la formule précédente est valable lorsque f est de degré 3.
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(d) Rappeler I'heuristique de la méthode de Simpson et retrouver la suite
associée.

. Appliquer la méthode d’accélération de Romberg a la suite (T,,) de la méthode

des trapézes.

. Par une combinaison linéaire adéquate entre méthode du point médian et

méthode des trapézes, éliminer le terme en 1 /n2.

Soluce

1.

(a) Pour z € R, 'évaluation ev, : P — P(x) est une forme linéaire sur E. Il en
résulte que 'application

E—R? P+ (P(a),P(c),P(d))

est linéaire. Or, elle est injective car un polynéme de degré au plus 2
ayant 3 racines distinctes est nécessairement nul. Par égalité des dimen-
sions & la source et au but, il en résulte qu’elle est bijective.

On peut étre plus explicite en introduisant les polynémes d’interpolation
de Lagrange :

(X-0)(X-¢) (X-a)(X-0) (X-a)(X-¢)
(a-b)(a-c)’ (c-a)(c-b)’ (b-a)(b-c)’

qui ont été choisis pour que Ly (z") = §; 5 pour z, 2’ € {a,c,b}. Le poly-
néme cherché est alors :

Lo (X) = Le(X) = Ly(X) =

P(X) = Ya La(X) *+Ye LC(X) +Yp Lb(X)

Remarque. Cette question n’a qu'un intérét heuristique, on pourrait s’en
passer pour estimer l'erreur de la méthode de Simpson.

(b) Premiére solution. La formule est évidente pour les fonctions constantes
(car 1/6 +2/3 +1/6 = 1), facile pour la fonction = — x et pas trés difficile
pour z + z2 (voir ci-dessous) donc, par linéarité, elle est vraie sur E.
Facile & vérifier... mais pas & retrouver ! Voyons une méthode plus concep-
tuelle.

Deuzieme solution (« conceptuelle »). On comprend la formule des trois
niveaux comme une expression de la forme linéaire « valeur moyenne »

1 b
VM : E R, P%b—f P(z)dx
—a Ja

comme combinaison linéaire de (evg,eve,evy).

On reprend les notations précédentes. On vient de montrer que la fa-
mille (evg,eve,evy) est libre, donc ¢’est une base du dual de E — c’est la
base duale de (Lg, L, Lp). Cela prouve 'existence et I'unicité de (a7, 8),
coefficients de la forme linéaire VM dans cette base. On a de plus une
expression pour les coefficients :

VM(La) = aeVa(La)+7€Vc(La)+/3 eVb(La) =@, VM(LC) =7 VM(Lb) =B,
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qu’il est alors facile mais ennuyeux de calculer.
Troisiéme solution (ad hoc).

Pour trouver a, 7, B tels que VM = aev, +yev.+evy, on teste sur la
base (1,X,X?) de E :

1 b
f lde=a+y+0;
b-a Ja

2 _ 2 1 b
P=X: axb _bza’ _ fxdq::aa+’ya—+b+ﬁb;
2 2(b-a) b-aJa 2

P=1: 1=

2

3_ .3 b
P=X2: 3b(b a):bl f xQdm:aa2+’y(—a;b) + B b2
—a —aJa

On récrit la derniére égalité sous la forme

2 2
w:(owrz) a2+zab+(z+6) b2
3 4 2 4

En identifiant les cofficients (ce qui n’a aucune raison de marcher a priori),
on trouve une solution, dont on vérifie qu’elle fonctionne; c’est la seule
d’aprés le début de la preuve :

Pour prouver la formule sur ’espace F' des polynémes de degré au plus 3,
il suffit de la prouver pour la fonction Q : z = (z - ¢)3, puisque F =
E @ Vect(Q). Or elle est évidente (figure|11.5)) :

1
b-a

fab(x—c)?’dx =0= %(a—c)3+ ;(c—c)3 + é(b—c)3.

FIGURE 11.5 — La méthode de Simpson est en 1/n*

(d) Dans la méthode de Simpson, on fixe un entier non nul n et on reprend la

(n) _ y2n)

o (0<k<n), que 'on sub-

subdivision réguliére définie par les x

(n), (m)
divise & nouveau avec c,(c") = % = xéiz)l (0<k<n-1) (figure [11.6).

Sur chaque intervalle [x,(c”),xl(ﬁ)l] (0<k<n-1), on fait comme si f était

un polynéme de degré au plus 2 et on calcule 'intégrale avec la formule
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n n n (n) (n) (n) n n n
xé ) C(() ) x§ ) Ty, Ck Tr+1 51 )1 Ci—)1 2
————--- ———---- —t
(2n 2n (2n (2n) 2n) 2n 2n 2n) 2n)
o ) xg ) ) ) Lok ng+1 x;k+)2 gn—)2 xénq xén

FIGURE 11.6 — Subdivisions...

des trois niveaux — la largeur de l'intervalle devient (b—a)/n. Autrement
dit, on pose :

- n 2 n 1 n

S () 2 1)

O () SRR ¢ )
f

@ 1) 5T )+

3??
L4

n

Il
@‘
| —

2. Partant du fait que « la méthode des trapézes est en 1/n? » (exercice 7 on
suppose que la différence T, — I admet un développement asymptotique de la

forme C .

Ty -1=— +0()

" n2 n?
(on I’a d’ailleurs démontré lorsque f est de classe €3 dans l’exercice .
La méthode de Romberg consiste a faire intervenir Ty,,. Plus précisément, on
cherche une combinaison linéaire de T,, et T9, de la forme S,, = aT,, + 8 Ta,
telle que :
— d’une part, lim S, =1 (c’est bien le moins!);
n—+oo

1
— d’autre part, S,, — 0( ) (pour pouvoir dire qu’on a accéléré la conver-
n?2

gence).
La premiére condition impose : o+ 3 = 1. Pour la deuxiéme, constatons que :

Ton 1= +o(5).

4n? n2
et donc :
c _C 1 a+ 1
aT,+8Te—-1=a(T,-1)+p(Tp-1) =a —+5 —+0 (—) =C +0 (—) .
n? = 4n? n?2 n?2 n?2
On est amené a prendre « + = 0. Ainsi, on est conduit & choisir :
a+p=1, o= —%
ou
a+ % =0, B= %
ce qui donne :
S - 4Ty, - T,
n 3 .

Il se trouve que « c’est » la méthode de Simpson.
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3. Lorsque f est de classe €2, on a, pour n entier non nul :

—a)?

Tp =1+ (?2712) (f’(b)—f’(a))+0(%),
_a)?

M, =1- %(f’(b) - f'(a)) + o(%).

Par conséquent, il vient :

]

Il se trouve que l'on retrouve ainsi la formule qui définit S,, = (2M,, + T},)/3.

Remarque. Dans ces deux derniéres questions, vu que 'on a supprimé le terme
en 1/n?, on s’attend & ce que la méthode donne un terme d’erreur en 1/n. En
réalité, on verra que lerreur est en 1/n.

L’exercice suivant propose une méthode uniforme pour majorer I’erreur et méme
en donner un équivalentﬁ dans les méthodes des trapézes, du point-milieu et de
Simpson.

On reprend la notation, pour n entier naturel non nul :

4Ty, - T,, b- b 2"1 n 1=l n
s, - el 2o [JO L0 258 a1 3 06

Exercice 93 (Erreur dans la méthode de Simpson)
1. On suppose que n = 1. Démontrer
— que si f est de classe €2, il existe £ € [a, b] tel que

f@)+ f) 1

b
[ st - -0 =2 S (6-af(©)

— que si f est de classe €2, il existe £ € [a, b] tel que

a+b

G Ry el BEN ORI

— que si f est de classe €%, il existe £ € [a, b] tel que

[ 0= -0 (35@ + 25(5

Considérer lerreur commise par la méthode sur lintervalle [¢ — z,c + ] (ou
c=(a+b)/2) comme une fonction de z € [0, (b-a)/2].

2. Retrouver les majorations d’erreurs des exercices[90| et 0] Démontrer que si f
est de classe €* et majorée par juy, alors :

)+ 550)) = 55 (b= SO

-5 |<—"4(b‘“)5
" 9880md

6. En général... Il peut arriver que la constante s’annule, on obtient alors un développement
asymptotique.
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3. A T’aide de la formule de la moyenne, retrouver les développements asympto-
tiques des exercices [90| et Démontrer que si f est de classe €,

w=1a 8D (0 - 1O (@) ().

4. Application numeérique : f(x) =1/(1+ z) pour x € [0, 1].

Idée-clé. L’idée est simple : pour les trois méthodes, on étudie I’erreur commise sur
un intervalle symétrique par rapport au milieu (a +b)/2 comme une fonction de la
demi-largeur de l'intervalle. Pour cela, on dérive un certain nombre de fois et on
intégre. L’étape consistant a écrire une formule exacte (une égalité) avec une dérivée
de f évaluée en un point inconnu (plutét qu’une inégalité) peut sembler artificielle
mais elle servira pour donner un équivalent de l’erreur.

Soluce
1. (a) Posons, pour x € [0, (b- a)/2] :

f(c+x)+f(c—x).
2

Az) = f _:” F(6)dt -2z

Il sera utile de remarquer que A¢(0) = 0. De plus, Ay est dérivable et,
pour tout x :

Af(z) = fle+x)+ f(e—a) = (f(c+a) + fle-a)) —2(f (c+a) - f'(c-x))
= —x(f'(c+x) —f’(c—x)).

Par le théoréme des accroissements finis, il existe n € [0,2] (qui dépend
de x) tel que

Ai(z) = -2zf"(n).
Notons mg = inf[q 4] [f"| et Ma = supyq 41 [f”|- Alors, vu que A¢(0) =0, on
a pour tout x :

2m2 3

“2a < -A(a) - f Al <

En particulier, pour z = (b-a)/2, il vient :

m—;(b—a)?’ <1+ (b—a)w < %(b—a)g.

Comme |f”| est continue sur le segment [a,b], les bornes mgy et My sont
atteintes. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe  dans [a, b]

tel que
fla)+ () _ £"(€)
2 12

-1+ (b-a) (b-a).

(b) Posons, pour z € [0, (b-a)/2] :

An(z) = f:;f(t)dt— 2 f(c).
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Il sera utile de remarquer que Ay, (0) = 0. De plus, Ay, est dérivable et,
pour tout x :

An(z) = f(e+z) + fle-z) - 2f(c).
Il sera utile de remarquer que A! (0) = 0. De plus, Al est dérivable et,
pour tout x :

An(x) = fi(c+x) - f'(c-x).
Par le théoréme des accroissements finis, il existe n € [0,2] (qui dépend
de z) tel que
A (@) = 22" (n).
On obtient en intégrant (A] (0) =0 et Apn(0)=0) :
mox® < Al () < Maz?
puis
M 3
203 < Ap(z) € —2
3 T
En prenant z = (b—-a)/2, on trouve :

T2 (- a)’ <1- (b-a)f'(e) < 2 (b-a),

d’on existence du £ € [a,b] cherché par le théoréme des valeurs intermé-
diaires.

(¢c) Posons, pour z € [0, (b-a)/2] :

As(z) = fcc;f(t)dt - %x(f(c— 2) +4f(e) + flc+ ).

Il sera utile de remarquer que Ag(0) = 0. De plus, Ag est dérivable et,
pour tout x :

BY(x) = (e +2) + f(e=) - 5(f(era) + fle-2) - 3 (f(e+ ) - fle-))
- 2f(era)+ S f(e-2) - 210 - S(f e o) - f(e-)).

Il sera utile de remarquer que Ag(0) = 0. De plus, A§ est dérivable et,
pour tout x :

(@) = 25 (4 2) + 27 (o= 2) = 2 (£ (e ) = e=2)) = 2(f (e ) + (e~ )
= %(f’(c+x) - flc-z)) - g(f"(c+a:) +f"(c-)).

Il sera utile de remarquer que Ag(0) = 0. De plus, Ag est dérivable et,
pour tout x :

AP (@) = 2(f e+ 2) + f(e=2)) - (S e+ 2) + (e 2))
-1 a) - O (e-)
= —g(f(3)(c+:c) - f(g)(c—a:)).
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Par le théoréme des accroissements finis, il existe n € [0,z] (qui dépend
de z) tel que fO®)(c+z) - fO(c-2z)=20fWD(x), cest-a-dire :

A () =2 0,

Définissons my4 et M4 comme les bornes supérieure et inférieure de f 4),
L’encadrement my < f(4)(§) < My donne en intégrant (Ag(0) =0) :

Pour z = (b—a)/2, il vient :

(b-a)°
90 x 32

(b-a)®
90 x 32

b-a
nM<—1+—g—U@@+4f@)+f@»< 4
La continuité de f 4) donne, avec le théoréme des valeurs intermédiaires,
Pexistence de £ dans [a,b] tel que

(b-a)®

@
2880 (©).

T (b= a)(¢ f(@) 21 + (D)) =

2. On note pg = supp, |f”] et on définit pg & 'avenant. Pour la méthode des
trapézes, on transforme I’égalité de la questlonl sur chaque intervalle [z, k1]
en inégalité :

(b-a)?
12n3

H2,

Thor1 b-a f(xg)+ f(xke1)
L - =R SR <

puis on somme sur k, ce qui donne avec l'inégalité triangulaire :

(b-a)?
12n2

[I-Thn| < H2-

Pour la méthode du point médian, on obtient de méme :

(b-a)®

IT—M,| < P

2.

Enfin, pour la méthode de Simpson, on trouve :

(b- a)5
288074 M

|I_Sn‘
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3. Pour préciser la majoration, on utilise 1’égalité de la question Pour k «
{0,...,n -1}, soit & un point de [z, z.1] pour lequel

T+ b-a f(xp)+ f(xpe1) 1 (b- a) "
ka f(£)dt = == x 5 =5 (&)

On trouve alors en sommant :

_ 2 _ o n-1
I—Tn=—i x (b a) % b_a Z f"(fk)

12 n? n =

On reconnait une somme de Riemann pour la fonction f”, qui converge vers

/ab f(t)dt = f'(b) - f'(a). Cela donne :

(b-a)? : 1
=Ty = o (f(0) = f'(@)) + o —5)-

C’est un tout petit peu moins précis que certaines des méthodes précédentes,
ol le terme d’erreur était O(1/n?®) au lieu de o(1/n?).

Pour les méthodes du point médian et de Simpson, ces arguments donnent
immédiatement :

_(0=a) oy !
=My = 2o (F1() = (@) + o ).

(b-a)'
1=y == (FO0) - 1O @) +of o).

4. Avec f(z) = 1/(1 + ) pour z € [0,1], on trouve f®)(z) = =6/(1 + z)* et
F®(z) =24/(1+ )5, dout pg =24 et f/(1) - f/(0) = 45/8. 1l vient :

1

1
|In2-S,|<—— etmieux: (In2-5,)~ “EoA

120 n4

Remarque (noyau de Peano). Repartons de Uexpression de la dérivée de l'erreur Af(x)
pour z € [0, (b-a)/2] (avec ¢ = (a +b)/2) et écrivons :

A(@) = =a(f(e+2) - fe-a)) === [ fp)a

On intégre par parties dans cette nouvelle expression de A¢(x) :

Ay(z) = f —t(/c_c f”(u)du)dt

t? ] L "
|: 2 L—t f 0 " / (f ( * ) * f ( ))

.73‘

—x 2
=5 f” 1( c+t)dt—fo 5f"(c+t)dt,

CcC—x

de sorte qu'avec x = (b—a)/2, on trouve par changement de variable u=c+1 :
b - a _ 1 b b —-Qa 2 I 1 b 2 pll
At( 5 )——5 i ( 5 )f (u)du+§L(u—c)f (u)du

:_% Lb(b—x)(x—a)f/’(u)du.
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Cela explique la formule magique dans la question [2] de 'exercice Des calculs
semblables (moins agréables) donnent des formules (moins agréables) pour 'erreur
des méthodes du point milieu et de Simpson. On peut les généraliser pour chaque
méthode d’intégration reposant sur une subdivision en termes du noyau de Peano.
Voir par exemple [3| chapitre III] ou [9) chap. §|.

Exercice 94 (Synthése des méthodes précédentes)
Raconter ses derniéres vacances en Analystan.

Soluce
On interpréte la méthode X, ou plus précisément la suite de terme général ﬁXn,
comme un barycentre des f(xl(n)) ou des f(uv(%))7

J
1

b 1 n n) (n 1 2n 2n) 2n
m/a f(z)dr ~ mxn:g;}p;& f(ﬂfk)) ou m&ﬁ%ﬁé f(xé ))7

ou les poids (plin))ogkgn ou (pén) )o<t<2n sont donnés par le tableau de la figure m

2n 2n 2n 2n 2n 2n 2n 2n
Sub_ :E(() ) l‘g ) xg ) SU:()) ) mgn—)?) gn—Q xgn—)l xgn )
divisions xé") x gn) - x 5:1)1 2
L pe| L z 1 0
b-a " n n n
L r@| 4 1 1 1
b-a " n n n
1
oL 1 1 1
b-a 2n n n 2n
1 1 1 1 1
— T, il il i
b-a dn 2n 2n 2n 2n 4n
1 1 1 1 1
M, — — — -
b-a n n n n
g 1 2 1 2 2 1 2 1
b—a " 6n 3n 3n 3n 3n 3n 3n 6n

FIGURE 11.7 — Comparaison des méthodes classiques d’intégration

On retrouve facilement les formules suivantes, valables pour tout n :

_RPRY 4T, -T,  Tu+2M,

T
n 2 b n 3 3

Remarque. D’autres méthodes font intervenir des subdivisions non réguliéres, par
exemple :
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— la méthode de Monte Carlo consiste a tirer n points (x1,...,z,) au hasard

dans [a,b] selon une loi de probabilité uniforme et a prendre pour approxi-

mation de l'intégrale la moyenne % Y-y f(xi); grace au théoréme de la limite

centrale, on peut montrer que la convergence est en 1/y/n;

I'intérét de cette méthode est double :

— méme pour des fonctions non dérivables, la convergence est en 1/\/n, ce
qui est meilleur que la méthode des rectangles (pas de borne explicite sans
hypothése de dérivabilité) ;

— en dimension supérieure, c’est-a-dire pour évaluer des intégrales multiples,
il n’y a pas d’analogue des méthodes que 'on vient de voir : les méthodes
de type Monte Carlo sont les seules disponibles;

la méthode des quadratures de Gauss, dans lesquels les points a:,(cn) sont les

racines de polynémes orthogonaux et les poids p,(gn) sont les intégrales de

polynémes interpolateurs de Lagrange.



Chapitre 12

Probabilités

12.1 Généralités

Exercice 95 (Promenade dans le hasard)
On considére une particule p qui se déplace le long de Z de la facon suivante. A
I'instant ¢ = 0, elle se situe en 0. On suppose que si & un instant quelconque ¢ = k € N,
la particule se trouve en £ € Z, alors, a 'instant ¢ = k + 1, la probabilité pour que la
particule se trouve en £+ 1 est % et la probabilité pour que la particule se trouve en
-1 est %
Dans la suite, pour (k,n) € (N*)2, on note :
o X, la variable aléatoire décrivant la position de p a l'instant ¢ = k, et Yy :=

Xk — Xk+1 5
e 7, la variable aléatoire qui vaut 1 si la particule p se trouve en 0 (en Zéro),
et 0 sinon ;

e U, la variable aléatoire représentant le nombre de fois ou la particule p passe
par O entre les temps ¢ =0 et t = 2n, c’est-a-dire U, = Zi’io Zy,.
Le but de cet exercice est de déterminer un équivalent en 'infini du nombre
moyen de passages de la particule p en 0 aprés 2n déplacements.
Pour tout ce qui suit, on fixe (k,n) e (N*)2.

Xn+n?

1
1. Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire ? et la variable

2. Montrer que
1 (2k
P(Zop=1)=—
=1 = 52,

3. On va trouver une formule donnant l’espérance de la variable U,. Dans la
suite, on note

), et P(Zops1=1)=0.

1 (2k
pk::P(Z2k21):4_k(k)

(i) Etablir une relation entre py et pjy1.
(ii) En déduire une formule pour E(U,,).

4. En déduire que

221
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Soluce
Fixons donc (k,n) € (N*)2.

1. Notons tout d’abord que X =0, et X;, = X101 Y;. Etudions d’abord la loi de la
variable Yj, = X — X;_1. Comme la particule p parcourt Z en faisant des sauts
de 1, Y; ne peut prendre que 1 ou —1 comme valeursm Au vu de la loi de la
variable aléatoire Xj, on en déduit que

1 1
].:)(Yv[(u‘:].):§7 et P(Yk:—l):§

On en déduit alors que la variable Y’f;l

deux avec une probabilité de % Autrement dit,

peut prendre les valeurs 0 et 1, toutes

Yi+1 1
ErL ( -) .
2 2
Par suite, comme on avait
n
Xp = E:‘{U
i=1

on en déduit que

est somme de n termes de variables de Bernoulli; en conclusion, la variable
aléatoire X”;” suit une loi binomiale, de paramétres (n 1) :

]
Xn+n~,%’<n,l).

2 2

2. Par définition des variables aléatoires Zj, qui vaut 1 quand p est en 0, et 0
sinon, et X, qui décrit la position de la particule sur Z, on a :

7y, =1 si et seulement si X = 0.

Comme on avait la formule

k
Xp=>Y,,
i=1
on obtient I’équivalence
2k+1
Zoks1 =1 = Xops1 =0 < > Y;=0. (%)
i=1

Or, la variable Y} est a valeurs dans {-1,1}. On a donc
Yr=1 (mod 2).

Ainsi, on a
2k+1
Xogs1= 2, Yi=2k+1=1 (mod 2).
i=1

1. Concrétement, la variable Y décrit le saut de la particule p sur Z.
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En considérant de plus 1’équivalence (x) précédente, on en déduit que
Zok+1 =0,
et donc
De plus, comme la variable YK2+1
Xnt+n
2

suit une loi de Bernoulli # (%), et comme la

variable suit une loi binomiale B (n, %) par la question précédente, on a

Pz )P (Svie1) - p(S V5 ) P ()< () (5) ()

i=1 2 2

et donc,

P@%:l):ﬁiﬁj

3. (i) Calculons le quotient

pra 1 QRGE+D) (k)* 1 L2kt 1)(2k+1) 2k +1

pe A((k+1)NH? " (2k)! 4 (k+1)2 2(k+1)

On en déduit la relation suivante :
2(k + 1)pr+1 — 2kpy, = p.

ii) En sommant I’égalité obtenue précédemment de 1 & m, on obtient par
ii) E t Iégalité obt éeéd t de 1 a btient
télescopage :

E(U,) = E(% Zz) = %(1 xP(Zg=1)+0xP(Zy = 0)) = zn: P(Zy, =1)
£=0 £=0 k=0

=Y pe = (2(k+ 1)pra1 — 2kpy)
k=0 k=0

=2(n+1)pps1 —2x0xpg=2(n+1)pps1
—o(n+ 1)L(2(n+ 1)) o(n+ 1) 1 2(n+1)(2n+1)(2n)!

4n+l +1 4n+l (n+1)2(n!)2
2n+1(2n
B(U) - ().

4. Ici, utilisons la formule de Stirling, qui donne un équivalent en l'infini de n! :

n
n!~ (E) 27mn.
e
On a alors :

n+1(2n\ 2n (202" et 1\ 2n ,VAmn 2
)5 () vm((3) ) -5
4n \n 4qn \ e 2N 4n 27mn VT

n

Ainsi, on obtient bien

2
E(U,) ~ —vn.
Remarque. Sil'on prend par exemple n = 100, ce résultat dit qu’aprés 200 déplace-
ments, la particule sera passée en moyenne un peu plus de 11 fois par 0... Incroyable,
non ?
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12.2 Processus de Galton-Watson

Exercice 96
Partie I — Somme aléatoire de variables aléatoires, formule de Wald

Soit (€2,.7,P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire a valeurs dans
N, (X, )ns>1 une suite de variables aléatoires suivant la loi de X et N une variable
aléatoire indépendante des X; et a valeurs dans N. Pour w € €2, on pose

N(w)

S(w) = Z Xk(W),
k=1

avec la convention usuelle S(w) =0 si N(w) = 0.

1. Soit Gx, Gs et Gy les séries génératrices de X, S et N. Montrer que
Gg = Gy o Gx

2. On suppose que X et N possédent une espérance. Montrer que S posséde une
espérance et que E(S) = E(N)E(X).

Soluce

1. La fonction génératrice de Gg est définie au moins sur 'intervalle [-1,1] et,
pour ¢ € [-1,1],

Gs(t) = io P(S =n)t"
n=0

La formule des probabilités totales appliquée au systéme complet (N = k)gen
permet d’écrire, pour tout n € N :

+00 +oo
P(S=n)=> P(S=nnN=k)=> P(X;+...+ X =nnN=k)
k=0 k=0

+00
= ZP(X1++Xk=n)P(N:]€),
k=0

la derniére égalité provenant de l'indépendance de Xj + ... + X et de Nﬂ
Posons alors u, ; = P(S =n)P(N = k)t"; la famille (up k) (n,k)en2 est sommable
puisque |uy, x| < P(S =n)P(N = k) := v, et que v, i, est le terme général d’une
famille sommable (toujours grace a formule des probabilités totales). On peut
donc permuter les deux sommes dans la formule suivante :

Gs(t)= Y. P(S=n)t"=> > P(Xy+...+ X} =n)P(N = k)t"
n=0 n=0 k=0

+o00 +o00
=S P(N=k) S P(Xy +...+ X = n)t"
k=0 n=0

2. C’est le lemme dit « des coalitions ».
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puis utiliser les fonctions génératrices pour écrire :

+ 00 +00 + 00
Z P(N = k:) Z P(Xl +...+ Xk = n)t" = Z P(N = kj) GX1+~--+Xk (t)
k=0 n=0 k=0

mais, par indépendance des X;, Gx,+..+x, = Gx, x - x Gx,, = (GX)k, et notre
formule devient :

Gs() = 3 P(N = £)(Gx(1)* = Gu(Cx (1))
k=0

qui est le résultat voulu.

2. Si les X; et N possédent une espérance, alors les fonctions Gy et Gx sont de
classe € sur [0,1], donc Gg lest, et

G (1) = Gn(Gx(1)) Gx(1)

Comme Gx(1) =1, la formule précédente montre que S posséde une espérance

et que E(S) = E(N)E(X).

Remarque. On peut montrer que si X et N possédent un moment d’ordre 2,

alors S posséde un moment d’ordre 2 et V(S) = V(X)E(N) + E(X)?V(N).

Exercice 97
Partie IT — Elémentaire, mon cher Galton!

Le but de cette partie est décrire le processus dit de Galton-Watson, ou processus
de branchement. Il s’agit d’étudier la dynamique d’une population issue d’un seul
individu. Le temps est ici discrétisé. Au temps initial, on a donc un individu; &
I'instant suivant, celui-ci donne naissance & un certain nombre de descendants, puis
meurt. Et le processus se répéte pour chaque individu de la nouvelle génération. On
suppose que la loi du nombre de descendants est la méme pour chaque individu, et
que ce nombre est indépendant de la descendance des autres individus.

Formalisons le probléme : on modélise le temps par une variable n € N. Soit X
une variable aléatoire discréte sur N, telle que P(X = k) = pg, pour k € N. Soit
(X?)ns0,i>1 une famille de variables aléatoires indépendantes, identiquement distri-
buées et suivant la méme loi que X. On fait I’hypothése supplémentaire que, pour
tout 7 > 1, et tout n > 0, X' admet un moment d’ordre 2. Notons enfin, pour n € N,
7., la variable aléatoire égale au nombre d’individus a la génération n.

A Dinstant initial n = 0, le nombre d’individus est Zg = 1; au temps n, nous
avons Zj, individus, qui engendrent chacun (X7'); descendants, donc au temps n+1,
le nombre d’individus est

Zn

n

Lpy1 = EXZ )
1=1

avec bien entendu Z,.1 =0 dés que Z, = 0.
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Pour la suite, on désigne par m l'espérance de X, G, resp. G,, la fonction
génératrice de X (qui est donc aussi celle des X7'), resp. de Z,, et on pose, pour
neN,

xn =P(Z, =0).

Le probléme consiste & étudier la probabilité de I’événement M : « la population
finit par s’éteindre ».

1.

Convergence de la suite (z,,) vers la probabilité d’extinction.
Montrer que la suite (z,,) est convergente et que lim z, = P(M).
n—+o0o

Relations de récurrence.

Etablir les formules suivantes, valables pour tout n € N :
Gni1=GpoG puis G,=GoGo...oG (n facteurs).

En déduire que la suite (x,) vérifie g =0 et x,11 = G(xy).

. Etude de la suite (z,).

Montrer que la suite (z,,) converge la plus petite racine, notée r, de ’équation
G(x) =z dans [0,1].

. Probabilité d’extinction en fonction de la valeur de m = G'(1).

En considérant la fonction ¢ : t = G(t) — ¢, montrer que si m < 1, alors r =1
et que si m > 1, alors r < 1.

Discuter alors, en fonction de m, de la probabilité d’extinction de la popula-
tion.

. Evolution de la population.

On étudie pour finir la valeur moyenne de la population a la n-iéme génération,
c'est-a~dire p, = E(Zy,).

Exprimer cette valeur moyenne en fonction de m et de n puis conclure quant
a I’évolution de la population dans les situations vues précédemment.

Soluce

1.

Convergence de la suite (z,) vers la probabilité d’extinction.
L’événement M s’écrit comme 1'union des événements Z,, =0 :

M = Lj){zn - 0}.

Comme, pour tout n € N, (Z, = 0) ¢ (Zps1 = 0), la suite des événements

(Zp, = 0)pen est croissante donc, en vertu du théoréme de continuité croissante,

(zy) converge et nl_l)?ooa:n =P(M).

Relations de récurrence.

— Puisque Zg =1, Gy =1d.

— Les X} et Z,, satisfont aux conditions d’applications de la formule de Wald,
ainsi la relation Z,1 = Zizjl X! entraine Gy41 = Gy, o G puis une récurrence
immédiate permet de conclure que

G,=GoGo...0G.
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On en déduit aussitot que zg =0 et 241 = Gp11(0) = G(GL(0)) = G(xy).
3. Etude de la suite ().

L’ensemble des points fixes dans [0,1] de G est un fermé borné non vide (il

contient 1), il a donc un plus petit élément r. Montrons que (x,,) converge vers

T

— Réglons d’emblée le cas G(0) = 0. Dans ce cas, la suite (z,) est constante,
elle converge bien vers la plus petite racine de G(z) = x. Ce cas correspond
a la situation o1, & chaque génération, un individu donne toujours naissance
a (au moins) un descendant ; extinction n’a jamais lieu.

— Supposons (pour toute la suite) que G(0) > 0. Notons, vu I'existence pour
X d’un moment d’ordre 2, que G est de classe €2 sur [0,1]; par ailleurs
G est clairement croissante sur [0, 1], elle transforme 'intervalle [0,7] en
[G(0),G(r)] ¢ [0,7]. La suite (z,,) est donc a valeurs dans [0,7] et, puis-
qu’elle est convergente, elle converge vers un point fixe de G qui ne peut
étre que 7.

4. Probabilité d’extinction en fonction de la valeur de m = G'(1).
La fonction G est positive ; ¢ est de classe €2 sur [0, 1] et, pour tout ¢ € [0, 1[,

+00
P =G'(t)-1, et ¢"(t)=G"(t)= k(k-1)P(X=k)t"2
k=2
(a) Supposons m < 1 (on parle de systéme critique ou sous-critique). S’il existe
t €]0,1[, tel que G”(t) = 0, alors P(X = k) = 0 pour tout k > 2 et alors
G" =0; donc G(t) =1+m(t-1) et on voit alors que si m =1, G(t) = ¢
ce qui a été exclu (se rappeler que G(0) > 0) et que si m < 1, I’équation
G(z) = x n’admet que 1 pour solution. Sinon, G” > 0 sur ]0,1[, donc ¢’
est strictement croissante sur [0, 1] et, puisque ¢’(1) = G'(1)-1<0, ¢’ <0
sur [0,1[. En conclusion, ¢ est strictement décroissante sur [0,1] et par
conséquent, pour tout ¢ € [0,1[, ¢(t) > (1) = G(1) -1 =0, ce qui montre
bien que l'unique solution dans [0, 1] de 'équation G(z) = x est r = 1.
(b) Supposons maintenant m > 1 (on parle de systéme critique ou sur-critique).
Cette fois ¢’ est strictement croissante sur [0, 1] avec ¢'(0) = G'(0) -1 =
P(X=1)-1<0 (se rappeler que G #Id) et ¢'(1) =G'(1)-1=m-1>0,
¢ s’annule exactement une fois sur ]0,1[ en un certain «. L’étude des va-
riations de ¢ montre alors qu’elle s’annule une fois sur ]0, a[. Conclusion :
r€]0,1[.
L’étude précédente permet de conclure que :
— Sim <1, P(M) =1, donc la population va presque siirement disparaitre.
— Si m > 1, la probabilité de disparition de la population est strictement
inférieure a 1 et elle n’est nulle que si P(X = 0) = 0 = G(0) (cas réglé
auparavant).
Remarque. Pour la question précédente, un autre argument (efficace) est le
suivant : G est convexe donc ¢ l'est aussi...

5. Evolution de la population
Puisque

ot = B(Zost) = Gy (1) = (G0 G)' (1)
= G/(Ga(1)).GL(1) = G'(1).GL(1) = mE(Zy) = mjin,
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on obtient, par une récurrence immédiate, pour tout n € N,
tn =E(Zn) =m™.

Cela permet de conclure que :

— si m < 1, alors la population moyenne tend rapidement vers 0;

— sim > 1, alors la population moyenne tend rapidement vers I'infini ;
— si m =1, alors la population moyenne reste constante.

12.3 Loi normale

Cadre (Loi normale et point fixe)
On s’intéresse ici a la loi normale, ou loi de Gauss centrée réduite, caractérisée par
la fonction densité ¢ : R - R, définie pour ¢ réel par

1 _1p
o(t) = ez .
V2
Dans cet exercice, on introduit, pour tout « > 0, la fonction v, définie sur I’en-
semble des densités de probabilité, par la formule suivante : pour toute fonction f
a densité, on a

Ya(f) = a(f = f)(a),
ou * désigne le produit de convolution : pour g et h deux fonctions, pour tout x
réel,

(g + h)(x) = fR gz — t)h(t)dt.

On veut montrer que les points fixes de la fonction v /3 sont les lois normales.

Exercice 98 (Loi normale : résultats préliminaires)
Démontrer les lemmes suivants.

1. (a) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Montrer que la
fonction caractéristique de X +Y s’écrit, pour tout 6 € R,

E(exp(i0(X +Y))) = E(exp(i0X))E(exp(ifY)).

(b) Montrer que si de plus X et Y admettent pour densités respectives f
et g, alors la variable aléatoire X + Y admet pour densité f x g (produit
de convolution).

2. Soit X une variable aléatoire de densité f. Montrer que, pour tous réels a et b,
avec a *# 0, la variable aléatoire Y = aX + b admet pour densité la fonction

1 (y—b)
Yo — :
la|” \ a
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Soluce
1. (a) Le premier point découle du fait que, si X et Y sont deux variables aléa-
toires indépendantes, toute fonction de X est indépendante de toute fonc-
tion de Y ; pour tout 0 fixé, les variables aléatoires exp(i6X) et exp(ifY)
sont donc indépendantes et intégrables, d’ou

E (ez‘e(xw)) -E (ewxeieY) -E (ewX) E (ewY) .

(b) En ce qui concerne les densités : pour toute fonction continue et bornée
¢, la variable aléatoires ¢(X +Y') est bornée, donc intégrable, et on a :

B(o(X+Y)) = [[ 6@+ y)f(2)g(y) dady.

On effectue alors le changement de variables s = x +y, t = . C’est un
difféomorphisme, de jacobien égal a 1. Donc (avec un petit coup de Fubini
pour la deuxiéme égalité), on obtient :

E(e(X+Y)) = [[, () (s - g(t)at

= [ o) ( [ 1= D9y t)
= [ o)+ 9)(o).

On peut donc conclure que f * g est la densité de X +Y.

2. On utilise le méme type de méthode : on se donne une fonction h continue et
bornée. On a alors

E(h(aX +b)) = [:o h(az +b) f(z)dz.

On effectue le changement de variables y = ax + b, soit « = (y — b)/a. Ce chan-

gement de variables est croissant si a > 0, décroissant sinon. Dans les deux cas,
on obtient

+oo y—-0\ 1

B(h(aX +b)) = foo hw) £ )

1 -b
Donc la variable aléatoire aX+b admet pour densité la fonction y — ﬂ (y )
a a

Exercice 99 (Loi normale : le théoréme)
1. (a) Montrer que, si X et Y sont deux variables aléatoires normales centrées

réduites et indépendantes, alors la variable aléatoire (X +Y)/v/2 suit la
loi normale centrée réduite.
(b) En déduire que la densité de la loi normale centrée réduite est un point
fixe de ¢ .
2. Conclusion : on introduit %2, I'ensemble des lois & densité de carré intégrable.
Montrer que les points fixes de U 5 sont exactement les lois (normale) de
Gauss centrées.
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Soluce
1. (a) Soit f: 2~ exp(-22/2)/\/27.

On a, pour tout réel x,
(f 1)) = [ - fod

f ~3((@-)2+2) g4
27'(' [<S)

—(t2—xt+12/2)dt

27T
1 f o (=224 3,
27‘(’
1
_ e—x2/4

N2

ou I'avant-derniére égalité provient du fait que la fonction qui, a la variable

t, associe e_(t_w/z)z/ﬁ est la densité de la loi normale d’espérance x/2 et

de variance 1/2.

Il en rébulte que la variable aléatoire X +Y admet pour densité la fonction
\/_ f ( ) puis en utilisant le deuxiéme lemme, la variable aléatoire

(X+Y)\/§ suit la loi de densité f, donc est de loi normale centrée réduite.

Si on préfére utiliser les fonctions caractéristiques : c’est plus rapide, a
condition d’avoir calculé la fonction caractéristique de la loi .47(0,1). Pour
la loi normale, on peut également utiliser la transformation de Laplace
dont le calcul est plus facile.

Pour tout § € R, on a E(eX) = e™%/2 donc

X4 . . 2
E (eze%) =E (el%x) E (el%Y) = (e_f) = /2,

(b) Il est clair que les lois gaussiennes centrées sont points fixes de W J3 1 on
vient de voir que c’est le cas pour la loi normale centrée réduite, et on peut
utiliser le lemme 2 pour montrer le méme résultat pour une loi normale
centrée et de variance o2 > 0.

2. Réciproquement, considérons une variable aléatoire X de carré intégrable dont

la loi est un point fixe de ¥ s, et une variable aléatoire Y de méme loi que X
et indépendante de X.

La variable aléatoire (X +Y)/v/2 a la méme loi que X. En particulier, on a

E(X)

E(X) - E(X+Y) 2

NCIY ARG

donc X est une variable aléatoire centrée.

Considérons maintenant une suite (Xy) de variables aléatoires indépendantes
et de méme loi que X.

On peut montrer (facﬂement) par récurrence que, pour tout n > 1, la variable
aléatoire (Xi + - + Xon)/v/27 a la méme loi que X. Or, le théoréme central
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limite permet d’affirmer que cette variable aléatoire converge en loi, lorsque n
tend vers 'infini, vers la loi normale centrée et de variance var(X). On conclut
alors que X suit la loi normale centrée et de variance var(X).

Remarques. Si (X,Y) est un couple de variables aléatoires indépendante et de méme
loi de densité f, alors W(f) est la densité de (X +Y)/V/2.

D’autre part, ce théoréme est encore vrai si on ne suppose pas que les variables
aléatoires admettent une densité, en remplacant W 5 par I'opération correspondante

sur les transformées de Fourier : pour tout 6, Lx () = (Lx(ﬁ/ﬂ))2

12.4 Entropie

Cadre
Soit (2,.%) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire réelle. On définit
Uentropie de Shannon 7 (X) de X de la fagon suivante :
— si X est discréte, si {x;, i € I} est 'ensemble des valeurs qu’elles prend et si
pi = P(X =x;) pour tout i de I,

H(X) ==Y pilogp;
i€l

(on convient que p;logp; =0 si p; =0);
— si X est continue et admet une densité f,

H(X) =~ [ f(@)log f(x)de

(si flog f est intégrable).
(Ici, le logarithme est le logarithme népérien ou, de fagon assez habituelle le loga-
rithme a base 2.)

Exercice 100 (V.a. finies d’entropie minimale ou maximale)
Ici, X ne prend qu’un nombre fini de valeurs {x1,...,2,}. On note p; = P(X = ;)
pour 1 <4< n.

1. Vérifier que ’entropie de X est positive ou nulle et qu’elle est nulle si et
seulement si toutes les probabilités p; sont nulles sauf une qui vaut 1.

2. Démontrer que pour tout (qi,...,q,) € (R*™)", avec Y11 ¢; =1, on a :
n n
=Y pilogpi <-)_ pilogg;.
i=1 i=1

Démontrer de plus qu’en cas d’égalité, on a : p; = ¢; pour tout i (tel que
i ¥ 0).
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3. En déduire que I'entropie de X est inférieure ou égale & celle d'une variable
qui suit une loi uniforme, ce qui revient a dire :

H(X) <logn,
et qu’il n’y a égalité que si X suit une loi uniforme.
Soluce

1. Comme p; € [0,1] pour tout i, on a : —p;logp; > 0. Par suite, #°(X) > 0. De
plus, si 'une des probabilités p; ne vaut pas 1, alors —p; logp; > 0 et 7 (X) > 0.

‘ N
et i\
FIGURE 12.1 — La fonction p » —plogp

2. On a, par la stricte concavité du logarithme[ﬂ, I'inégalité log u < u—1 pour tout
réel u strictement positif. De plus, I'inégalité est stricte pour w différent de 1.
D’ou :

U u L G <~ (G . -
=Y pilogpi + Y pilogqi = Y pilog = < pi(— - 1)< Yoai—Y,pi=0.
i=1 i=1 i=1 Pi -1 P i=1 '
De plus, pour qu’il y ait égalité, il faut que p;/q; = 1 pour tout i (tel que p; # 0).
3. Silon prend ¢; = 1/n pour tout i, ce qui est la loi d’une distribution uniforme,
on trouve
n 1
H(X) <= pilog— =logn.
i-1 n
Il y a égalité si et seulement si p; = 1/n pour tout i tel que p; # 0. Comme la
somme des p; vaut 1, cela impose que p; = 1/n pour tout i.

Remarque. Si ’entropie représente le désordre, 'opposé de l'information, I'inégalité
exprime que l'on a une information minimale quand les probabilités sont toutes
égales. C’est intuitif si on pense & un dé : plus il est pipé de fagon inhomogéne, plus
le parieur est avantagé!

A la place de la (stricte) concavité du logarithme, on peut utiliser celle de ¢ :
z ~ zlogz (cf. l'exercice [101]).

Exercice 101 (Entropie conjointe et critére d’indépendance)

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes. On note {z;}ier (resp.
{y;}jes) V'ensemble des valeurs prises par X (resp. Y). Pour (¢,j) € I x J, on note
pi=P(X =), ¢ =P(Y =y;) et pij =P(X =i AY =y5).

3. Cela provient de 1'égalité de Taylor-Lagrange f(b) = f(a) + f'(a)(b-a) + 3 f"(c)(b-a)?, o
f est le logarithme, b = u, a =1, et en remarquant que la dérivée seconde est strictement négative.
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L’entropie conjointe de X et Y est I'entropie du couple (X,Y) :

A X, Y)=~ Y pijlogpi;.
(i,)<lxJ

1. Soit K un ensemble fini ou dénombrable et soient (rx)rex et (Ag)rex deux
familles de réels strictement positifs. Si K est infini, on suppose que la fa-
mille (7x)gex est bornée. On suppose de plus que Y Ar = 1. Démontrer
que

log Z AT 2 Z A log 1,
keK keK

avec égalité si et seulement si tous les 7 sont égaux. Quid si certains g sont
nuls ?

2. Vérifier que

HX)+ HY)-AXY)= Y pylog 2L
(,5)€eIxJ pig;

Cette différence est appelée information mutuelle de (X,Y).
3. Démontrer que #(X,Y) < #(X) + #(Y).

4. Démontrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si on a 1’égalité

H(X,Y) = A#(X) + H(Y).

Remarque. Vu, et pas a la télé! La question [1] est une version de I'inégalité de Jensen
qui exprime la stricte concavité du logarithme.

Soluce

1. Soit r = Y ek M7k Cela a un sens car (rp)rek est bornée et on suppose
Y rex Ak = 1. Pour tout k dans K, on a par concavitélﬂ du logarithme :

1
logry —logr < —(rp—71) ;
r

de plus, il y a égalité si et seulement si r = r.
logry +

logr +

FIGURE 12.2 — Stricte concavité du logarithme

4. Cela provient de 1'égalité de Taylor-Lagrange f(b) = f(a) + f'(a)(b-a) + 3 f"(c)(b-a)?, o
f est le logarithme, b = 7, a = r, et en remarquant que la dérivée seconde est strictement négative.
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En multipliant les deux membres par A et en sommant sur k, il vient :

Z Ak logry — Z AklogTS%(Z ALTE — Z /\kr).

keK keK keK keK

Dans cette inégalité, seule la somme Y .. Axlogr, est susceptible de poser
probléme. Comme la suite (7j)rek est majorée par R > 0, on peut écrire
rs = Rsp avec s € ]0,1[ pour tout k; alors Y. Axlogry est la somme de
Yrex Ak logR =logR et de Y pc Ak log s qui vaut éventuellement —oo, ce qui
rend l'inégalité trivialement vraie.
Apreés simplifications (Y A = 1, ¥ Mg =, le membre de droite s’annule), cela
donne :

> Arlogry —log Y Apry <0.

keK keK
De plus, cette inégalité est une égalité si et seulement si r = 7 pour tout k (il
faut qu’il y ait égalité dans chacune des inégalités initiales).
Si certains coefficients Aj sont nuls, on applique le résultat précédent a I'en-
semble K’ = {k € K, \; # 0}, ce qui ne change pas les sommes. L’inégalité
s’en déduit et il y a égalité si et seulement si tous les réels r, affectés d’un
coefficient A\ mon nul sont égaux.

Soit . (X,Y) la différence entre la somme des entropies et 'entropie du couple.
On 'exprime en remarquantlﬂ que p; = ¥ jej Pij pour tout i et g; = 3 ;5 pij pour
tout j :
I(XY)=H(X)+7(Y)-#(X,Y)
=-Y pilogp; - Y gjlogg; + > pijlogpi;

el jed (4,7)€lxJ
== > pijlogpi— Y. Y pijloggi+ Y pijlogpi;
1€l jeJ jeJ iel (2,5)elxJ
Dii
= > pijlog—-.
(i,5)€lx] Dig;

3. Appliquons l'inégalité de la question [I} On a, avec K = Ix J et 74; = p;iq;/pij

pour (7,7) e K :

Diq;
f(X,Y) = — Z pijlog ]
(i,j)eK Dij

piq;
> —log Z pijﬂ
(ij)ek  Pij

>—log2pi2q]~ =0.

el jeJ

En toute généralité, on a donc : Z(X,Y) >0, c’est-a-dire :

H(X,Y) < A(X) + H(Y).

5. Dans le cas ol les ensembles sont dénombrables, on pourra noter que la somme ¥ ,; pij
est majorée par p; et que les p;; sont tous positifs, on a donc convergence absolue, et on peut
permuter allégrement & 'interieur de la somme pour obtenir 1’égalité. Dans le cas fini, il n’y a pas
d’obstruction. Méme chose pour les g;.
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4. Si X et Y sont indépendantes, alors p;; = p;q; pour tout (¢,j) € I x J. Chacun
des termes de .#(X,Y) est nul donc .#(X,Y) = 0.
Supposons que (X, Y) = 0. Pour qu’il y ait égalité, il faut que tous les r;; tels
que p;; # 0 sont tous égaux. Il existe donc une constante C telle que p;q; = Cp;;
dés que p;; # 0. En reportant dans la définition de .#(X,Y), on obtient (les
couples (i, j) éventuels pour lesquels p;; = 0 ne contribuent pas a la somme) :

0=4(X,Y)= > -pilogC=-logC.
(i,j)eK

On en déduit que C = 1, c’est-a-dire que p;; = p;q; si p;; # 0. En sommant sur
tous les couples (7, 7), il vient :

L="%pigi> > pigi= . pi= p, pij=1

iel jeJ (4,4) : pij#0 (4,4) : pij#0 (3,5)eK

L’inégalité est donc une égalité, c’est-a-dire que p;; = p;q; pour tout (i, 5) € IxJ.
Cela caractérise I'indépendance de X et Y.

Remarque. Si on pense que I'entropie mesure le désordre, cela devient raisonnable :
I’entropie du couple est maximale quand la connaissance d’une variable n’apporte
aucune information sur ’autre, c’est-a-dire quand elles sont indépendantes.

Remarque (Quelques remarques heuristiques sur ’entropie (et inversement)).

Parlons pour commencer des décimales d’un réel. Si le réel est en fait un rationnel,
on aura besoin de trés peu d’information pour écrire la liste des décimales de 4/33 =
0,12121212..., puisque c’est une suite périodique & partir d’un certain rang — un
nombre fini d’informations suffit. Par contraste, pour un nombre comme 7, on n’a
pas trouvé de facon plus intelligente pour reproduire les premiéres décimales que les
stocker et les réciter. Beaucoup d’entropie ici, peu d’information (de structure, de
régularité...) puisque la longueur du programme est la longueur de ce qu'il renvoie!

Une source d’information est un dispositif qui peut produire des nombres d’aprés
une distribution de probabilités donnée. Autrement dit, c’est une variable aléatoire
dont on connait la loi. On a un alphabet I (un ensemble) (fini pour I'instant) ; pour
chaque 14, la probabilité que la prochaine lettre soit i est donné par un réel p; € [0,1]
— et bien str, Y ;. p; = 1. L’entropie de la source d’information (qui est celle de la loi)
sera d’autant plus grande qu’on manquera d’information pour prédire la prochaine
lettre. Voici deux cas extrémes :

— tous les p; sont nuls (ou trés petits) sauf un qui est égal (ou proche) de 1 :

Pentropie sera trés petite car p;log(p;) est proche de 0, si p; est proche de 0
oude 1;

— tous les p; sont égaux : c’est la situation d’'un dé non pipé, d'une piéce non
biaisée, il n’est pas surprenant que ce soit celle qui donne le moins d’informa-
tion pour prédire ce qui vient.

L’entropie jointe permet de mesurer « I'information mutuelle » de deux variables
aléatoires : qu’est-ce que je peux prédire de X si je connais Y ? Le résultat principal de
I’exercice qui précéde exprime que ’entropie conjointe est maximale, ce qui revient
a dire que l'information mutuelle est minimale (nulle), lorsque les variables sont
indépendantes. Cela motive la dénomination « information mutuelle », puisque si les
variables sont indépendantes, connaitre I'une ne dit rien de I'autre.
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Exercice 102 (V.a.r. continues d’entropie maximale)

Soit X une v.a.r. continue admettant une densité f. On suppose qu’elle admet
une espérance m et une variance o2. Soit G une v.a.r. gaussienne ayant la méme
moyenne et la méme variance, c’est-a-dire que G admet la densité g définie par :

_(@-m)?

1
VreR, )= ———ex
9(z) AP 5

1. Vérifier que l'entropie est invariante par translation : 2 (X) = (X —m).

On suppose désormais que m = 0.

2. Démontrer que—[l;flng:—nglng.

3. Soit o : R* >R, 0~ 0, u+ ulnwu si u > 0. Démontrer que

foeL)o>o

et qu’il y a égalité si et seulement si f = g.
Ezxploiter la stricte convexité de .
4. Démontrer que J7(X) < 7 (G) et que 7 (X) = #(G) si et seulement si X

est gaussienne.

Soluce
1. La v.ar. Y = X — m admet pour densité la fonction f : ¢ f(t+m). En effet,
pour tout couple (a,b) de réels avec a <b,ona:a<Y <bSSla+m <X <b+m
donc (poser z =t +m)

b+m b
P(a<Y<b)=Pla+m<X<b+m)= f f(z)da = f F(t+m)dt.
at+m a
Mais bien siir, on a par invariance de la mesure de Lebesgue :
H(X) = - fR F(2)In f(z)dz = - /R F(t+m)In f(t +m)dt = (X —m).
2. Vu que m =0, on a, pour x réel :
2
Ing(z) = -In(ov2r) - 257"
Il vient, en reconnaissant le deuxiéme moment de X :
1 9 1
—/Rflngzln(a\/27r)/]];f+ﬁ/Rx f(a:)d:r:ln(o\/Zﬂ)+§.

Le résultat est indépendant de f parmi les densités de moyenne nulle et de
« variance » 2. En particulier, pour f = g, on trouve le méme résultat :

[ =—f1 .
fang L IIng
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NB : On peut aussi refaire le calcul :

—ngng =1D(U\/ﬂ)[Rg+ # fo2g(sc)da: :ln(ox/ﬂ) + %

3. Par acquit de conscience, vérifions que ¢ est strictement convexe : elle est
continue sur R* et de classe € sur R** et pour u > 0 : ¢'(u) = Inu + 1,

¢"(u) =1/u>0 (figure|12.3)).
Idée-clé. L’inégalité de la question[d est une version continue de linégalité de
Jensen. On la démontre comme dans [’exercice : la somme pondérée par

les N, devient l'intégrale pondérée par g ; les ry, deviennent la fonction f[g; la
moyenne r devient donc lintégrale de f|g pondérée par g :

Rg'g:/ﬂ%zf:L

FIGURE 12.3 — Stricte convexité de p:x —~ xlnz

Pour z réel, la stricte convexité de ¢ donne :

f(=z) NG
ol == ) —e(1) 2o (== - (%)
(g(x)) (g(w) )
et il y a égalité si et seulement si f(x)/g(x) = 1. Remarquons que ¢(1) =0 et
¢©'(1) =1, oublions z et multiplions par g :

D)oo (1)

fRsO(g)-g?fR(f—g) = 0.

De plus, en cas d’égalité, on peut affirmer qu’il y avait égalité dans () (sauf
éventuellement aux points ot f est discontinue). En effet, I'intégrale d’une
fonction positive continue par morceaux est nulle si et seulement si la fonction
est partout nulle, sauf éventuellement aux points de discontinuité.

enfin, intégrons :

4. A présent, on écrit la différence :

%(X)—%(G):—fRflnf+/Rglng:—fkflnprﬂw

I AT !
= g™y Y /RSO(g)g'
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La convexité de ¢ permet d’appliquer I'inégalité de Jensen que l'on vient de
VOir :

#(X) - #(C) <0.

De plus, il y a égalité si et seulement si f = g (sauf aux points éventuels ou f
est discontinue, ce qui ne change essentiellement rien).

Remarque. Ainsi, non seulement une variable gaussienne maximise ’entropie parmi

les v.a.r. d’espérance et de variance données, mais en plus ce sont les seules. Comparer
a lexercice [100l

Exercice 103 (Tant que je gagne, je joue!)
1. Montrer que les v.a. discrétes suivant une loi géométrique maximisent 1’en-
tropie et que ce sont les seules, parmi les v.a. & valeur dans N d’espérance
fixée.

2. Montrer que les v.a.r. suivant une loi exponentielle maximisent I’entropie et

que ce sont les seules, parmi les v.a.r. continues & valeurs dans R* d’espérance
fixée.

Soluce
On reprend la fonction strictement convexe ¢ : R* >R, 0~ 0, v~ ulnwu si u > 0.

1. Fixons 7 € ]0,1]. Soit X une v.a.r. a valeurs dans N; on note p, = P(X = k)
pour k € N. On suppose que X admet une espérance égale a m = 1/m—1. Soit G
une v.a.r.d. suivant une loi géométrique de paramétre 7 ; on pose

a=P(G=k)=m(1-7)F keN.

On a
Y opelngs = qplngy.
keN keN
En effet,
S pelngy =Y pr(Inm+kln(l-m)) =In7 Y. pp+in(l-7) . kpg = Inm+In(1-7)E(X),
keN keN keN keN

quantité qui ne dépend pas de X mais uniquement de 7 : on obtiendrait donc
le méme résultat en remplagant (px) par (qx).

On écrit alors :

H(X)-HA(G) =) plnpp— > qplngy = > prlnpy— Y pelng

keN keN keN keN
Pk, Pk Dk
=Y =In—q =), @(—)Qk-
keN 9k 4k keN 4k

Gréace a la stricte convexité de ¢, on en déduit que
Pk
H(X) - H(G) <o Y. 2ar) = (1) =0,
keN Gk

avec égalité si et seulement si tous les termes p /gy sont égaux, c’est-a-dire si X
suit une loi géométrique.
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2. Fixons A € ]0,+o0[. Soit X une v.a.r. a valeurs dans R*, admettant une den-
sité f, qui admet une espérance égale a 1/A. Soit G une v.a. suivant une loi expo-
nentielle de paramétre \; soit g sa densité : g(x) = Aexp(-Ax) pour x € [0, +oo].

On a:
1 =f Ing.
fR+fng e 9108

En effet,

[R+flng=fR+f(:U)(ln)\—)\x)d:c=1n)\/ﬂ;+f—)\/R+:vf(x)dx=ln)\—)\E(X),

quantité qui ne dépend que de l'espérance, laquelle a été fixée. On trouve donc
le méme résultat avec E a la place de X, c’est-a-dire g & la place de f.

On écrit alors :
AX) = ®)= [ fmf- [ gmg= [ fmi- [ fing

[l fool)o

La stricte convexité de ¢ donne alors :
f
) - ® <o [ 1 a)=e =0

avec égalité si et seulement si f/g = 1 (sauf aux points éventuels ot f est
discontinue).

12.5 Groupes et probabilités

On rappelle la formule de Burnside, voir [6, Exercice 3.6.1], qui assure que lors-
qu’un groupe fini agit sur un ensemble X, le cardinal de ’ensemble des orbites de X
sous G est égal a :

1
— > X9, ou X9:={zeX, g -z =z}

IX/G| =
|G‘ geG

Exercice 104 (Probabilités et formule de Burnside)
On fixe un entier n non nul et on munit le groupe symétrique &,, de la mesure de
probabilité uniforme.

1. Quel est I'éspérance du nombre de points fixes d’une permutation ?
2. Quelle est la variance du nombre de points fixes d’une permutation ?

3. Généraliser ce résultat pour toute action d’un groupe fini G sur un ensemble
fini X.
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Soluce
1. L’espérance est, par définition,
pim— Y [xg)
n! oeG, "
ot X7 désigne le nombre d’éléments de X, := {1,...,n} fixés par 0. La formule

de Burnside dit justement que le membre de droite est égal au nombre d’orbites
de &, sur ’ensemble X,,. Comme 'action de &,, est transitive, on a pu = 1.

2. Facile. La variance est donnée par
1 1

Vel S KeP (3 )

*0eS, *0eGy,

Si on considére l'action de &, sur X;, x X,, donné par o(z,y) = (o(z),0(y)),
on voit que (z,y) est invariant par &, si et seulement si z et y le sont, ce qui
peut s’écrire

(X x Xp)? =X7 x X7,

En prenant le cardinal, cela donne |(X;, x X,,)?| = |Xg|2. Cela implique, par la
formule de Burnside, que n!™ ¥ e, |X%|? est le nombre d’orbites pour 1action
de G, sur X,, x X,,.

Or il y a exactement deux telles orbites : 'orbite des éléments de la forme (z, x),
x € X;,, et Vorbite des éléments de la forme (z,y), avec x # y. Conclusion :

V=2-12=1.

3. L’espérance j est le nombre d’orbites de G sur X et la variance vaut V = k-2,
ou k désigne le nombre d’orbites de G pour 'action diagonale sur X x X.

Remarque (Mise en forme dans le langage des probabilités). Pour I’exercice qui pré-
céde, et pour ceux qui suivent, il est bon de savoir procéder & une petite mise en
forme dans la terminologie des probabilités. Ici, ['univers, c’est &,, et on le munit
de la probabilité uniforme (pour laquelle il suffit de connaitre le cardinal de &,,). Si
on veut parler de tribu, on utilise I’ensemble des parties de &,, comme tribu. Pour
calculer la probabilité de A avec A sous-ensemble de &,,, on quotiente le nombre de
cas favorables par le nombre de cas possibles, ou %.

Voici comment ’exercice pourrait étre rédigé plus correctement : on tire au ha-
sard une permutation d’un ensemble & n éléments et on munit &,, de la probabilité
uniforme. Soit X la variable aléatoire qui, & une permutation, associe le nombre de

ses invariants. X est une variable aléatoire a valeurs dans {0,1,2,...,n - 2,n}.

L’exercice qui suit permet de mesurer le degré de commutativité d’un groupe
fini. Nous allons associer a un groupe fini un nombre rationnel p, p €]0,1], qui vaut
1 lorsque le groupe est abélien et qui diminue lorsque la commutativité se raréfie.

Exercice 105 (Probabilité pour que deux éléments commutent)

Soit G un groupe fini d’ordre n, et Z(G) son centre, d’ordre z. On note p la pro-
babilité pour que deux éléments g et h de G, choisis indépendamment, et de fagon
équiprobable, commutent. On va alors montrer que p est inférieur a 5~ +% ; et qu’en

particulier, si le groupe est non abélien, on a p < %.
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z 1
1. Montrer que p< . + 3.

2. Montrer que si G est un groupe tel que G/Z(G) est cyclique, alors G est
abélien (en particulier Z(G) = G).

3. Déduire que, si G n’est pas abélien, alors p < g.

4. (Autre approche) Montrer, a l’aide de la formule de Burnside, voir [6, Exercice
3.6.1], que si k est le nombre de classes de conjugaison, alors p = %

5. Quelle est la probabilité pour que deux matrices de GLo(F5) choisies indé-
pendamment, et de fagon équiprobable, commutent ?

Soluce
1. Soit m le cardinal de I’ensemble K des couples d’éléments de G qui commutent.
On doit calculer p = 3. Or, si on note Zg, pour tout g de G, I'ensemble

Zg:={heG, hg =gh},

on voit que K est la réunion disjointe des Z,, pour g parcourant G. Deux cas
sont possibles : soit g € Z(G) et dans ce cas, Zy = G, soit g ¢ Z(G). On a donc
pour l'instant :

On note que Z4 est un sous-groupe de G, et si g n’est pas dans Z(G), c’est un
sous-groupe strict de G. D’aprés Lagrange, |Z,| < §. Il vient donc

zn TL2

n
m<zn+(n—z)§:7+?.

Ceci prouve le résultat désiré.

2. On suppose G/Z(G) cyclique. Cela signifie qu'il est engendré par la classe d'un
élément, disons @ = aZ(G), avec a € G. Soient g, h deux éléments de G, et on
veut montrer qu’ils commutent. Or, par hypotheése, leur classe respective vérifie
g=a" et h=a". On peut donc écrire g = a™ = a"Z(G); il existe donc z, dans
Z(G) tel que g = a™z,. De méme, il existe z, dans Z(G) tel que h = a"z,. On
voit alors que g et h commutent, puisque a™, z4, a”, 2z, commutent deux a
deux.

3. Si G est non abélien, son centre Z(G) est strictement inclus dans G. Il est
donc d’indice ¢ > 2. Mais s’il était d’indice 2, resp. 3, le quotient G/Z(G)
serait d’ordre 2, resp. 3. Ces nombres étant premiers, G/Z(G) serait cyclique.
Forcément, G/Z(G) est d’ordre au moinslﬂ 4. 11 vient donc, par la question 1 :

1 1 5
So+-=-.
8 2 8
4. On fait agir G sur lui-méme par la conjugaison. Le nombre k de classes de
conjugaison est égal au nombre d’orbites pour cette action. Par la formule de
Burnside, il vaut

1
k=— |Gg|a
" 2

o

Et si l'on a égalité, on peut affirmer qu’il est isomorphe & Z /27 x Z/27Z.
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ott GY = {h € G, ghg! = h} = {h € G, gh = hg} = Z,. 1l vient donc, par la
question 1 . By
b= n2 g;}|zg| o
L’ordre du groupe G := GLy(F5) est égal au nombre de bases de ]F%, c’est-a-dire
(52 - 1)(5% - 5) = 480, voir [6, Exercice 1.1.6], pour plus de précisions.
Il reste a calculer le nombre de classes de conjugaisons de G. Or, deux ma-
trices de G sont dans la méme classe de conjugaison si et seulement si elles
sont semblables. On va donc compter le nombre de classes de similitude de
matrices inversibles de .#5(F5). On distingue trois cas : (i) les matrices diago-
nalisables, (ii) les matrices trigonalisables (mais non diagonalisables) et enfin
(iii) les matrices non trigonalisables.
Cas (i). Une matrice diagonalisable est semblable une matrice de la forme
diag(A1, \2), avec A1, \g € 5, uniques a permutation prés. De plus, comme la
matrice est inversible, les A; doivent étre choisis non nuls, donc dans Fg, de
cardinal 4. On a donc 4 choix pour A1 = Ao, et (;L) = 6 choix pour A1 # Ag. On
a donc en tout 10 classes de matrices diagonalisables.

Cas (ii). Soit E = F2 et ¢ un automorphisme trigonalisable non diagonalisable
de GL(E). Son polynome caractéristique x4 est donc scindé sur F5 mais il n’est
pas scindé simple (sinon, ¢ serait diagonalisable). Comme il est de degré 2, il
en résulte que x4 = (X - A2, avec \ € 7. Par hypotheése, il existe une base
(e1,e2) telle que la matrice de ¢ s’écrit dans cette base

A€
mat(el,e2)(¢) = (0 )\))

avec € non nul. Il en résulte que dans la base (e}, e}), avec €] = e1, e = Ley, on
a

Al
mat(e;,e;)(éb):(o )\)-

Conclusion, il y a autant de classes de similitude de matrices inversibles trigo-
nalisables, non diagonalisables, que de A dans ;. C’est-a-dire 4.

Cas (iii). Avec les notations de (ii), soit ¢ un automorphisme de GL(E), que
I'on suppose désormais non trigonalisable. Son polynéme caractéristique x4
est donc non-scindé sur F5. Comme x4 est de degré 2 non-scindé, il n’a pas de
racine. Or, il y a 5 x5 polyndmes unitaires de degré 2 dans F5[X]. Il faut retirer
les polynomes de la forme (X -\)? (soit 5 en tout) et les polynomes de la forme
(X=XA1)(X=)A2), & permutation prés Ce qui nous donne donc 25-5— (g) =10
polynémes unitaires de degré 2 sans racines. Montrons maintenant que chacun
de ces polyndémes détermine une seule classe de conjugaison.

On suppose donc que P = xg4 = X? - aX - b est un polynéme sans racine, de
degré 2 et soit e; un vecteur non nul de E. On a ¢(e1) # Aep, pour tout A de
F5, sinon, A serait racine de P. Donc, (e1,¢(e1)) est une base de E. Posons
es = ¢(ey), il vient par Cayley-Hamilton

d(e2) = ¢*(e1) = (ag + bld)(e1) = aey + bey.

7. On utilise implicitement ici le fait de F5[X] est factoriel, c’est-a-dire que la factorisation en
irréductibles & permutation prés caractérise le polynome.
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On a donc
0 b
mat(q,eg)(‘ﬁ) = (1 CL),

et cette matrice ne dépend que du polynéme P. Conclusion, il y a autant de
classes de conjugaison de matrices inversibleslﬂ non trigonalisables que de poly-
némes P unitaires de degré 2 sans racine. Il y a donc 10 classes de conjugaison.
Au total on trouve dans G

k24 1
k=10+4+10=24,p=—=— = —.
n 480 20
Remarque (Le cas de GLa(F,)). Dans la derniére question, on pourrait facilement
remplacer le nombre 5 par n’importe quel nombre premier g. On généralise & vue la

situation pour prouver que le nombre de classes de conjugaison de GLa(F,) est égal

a ¢> - 1. En effet, le cas (i) fournit (¢—1) + (q—1)2(q—2) = q(q2—1) classes de conjugaison.
Le cas (ii) en fournit ¢ — 1, et le cas (iii) en donne ¢* —q - q(qQ—_l) = q(qQ—_l). Soit, en
tout ¢ — 1. La probabilité pour que deux matrices prises au hasard dans GL2(F,)
commutent vaut
¢-1 1
p = = .
(@>-1)(*-q) ¢*-q

Remarque (Cas d’égalité). Notre coeur de mathématicien n’a qu’une envie : tester ce
nouvel invariantﬂ p(G) associé au groupe G. Bien sir tous les groupes cycliques et
autres groupes abéliens vérifient p(G) = 1. On montre que la borne g est atteinte pour
les groupes Dy (le groupe du carré) et Hg (le groupe quaternionique). Par exemple,
pour Dy, on a bien 5 classes de conjugaison : 'identité, la symétrie centrale, les deux
rotations d’ordre 4, les deux symétries diagonales, les deux symétries médiane. Le
groupe du triangle D3 (ou &3) donne p = % En général, pour les groupes diédraux,

la probabilité que deux éléments commutent vaut %+ % pour Do, et }L+ pour

_3
12n+1)
Dops1.

Remarque (Cas du groupe symétrique). Si G est le groupe &,, des permutations d’'un
ensemble & n éléments, alors la probabilité que deux éléments commutent est p, = 7,
ou 7, est le nombre de partitions de n, voir [4, Corollaire I11-2.6.1], donné par la

série génératrice :
1
n
AR ——
2 H 1-— Zk’

n20 k>1

et dont le comportement asymptotique, étudié par le duo mythique Hardy-Ramanujan

est donné par
( : ( (1)))
m=exp|m\/-n|l+o|— .
3 n

A T'aide de la formule de Stirling, on obtient un comportement asymptotique de la
probabilité p,, pour que deux éléments commutent dans le groupe x&,, :

p ! exp | -nlog(n) + ——110g( )+7r\/—2
n ~ X n n)+n n nj.
2T 2 3

8. A partir du moment ot P n’a pas de racine, la matrice est forcément inversible puisque
P(0) % 0.

9. 1l s’agit bien d’un invariant dans le sens que si les groupes G et G’ sont isomorphes, leurs
constantes p associées sont égales.
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12.6 Arithmétique et probabilités

Exercice 106 (Probabilité que deux nombres soient premiers entre euxE[)
Soit n € N* et soit 7, la probabilité pour que deux entiers de [1,n] pris au hasard,
de fagon équiprobable, soient premiers entre eux. Le but de I'exercice est de montrer
que limy,_, o = % (ce qui nous fait environ 0, 6).

1. On fixe m € N*. Quelle est la probabilité m,,(n) pour qu'un entier pris au
hasard, de fagon équiprobable dans [1,n] soit divisible par m ? Méme question
pour deux entiers pris au hasard, et indépendamment, dans [1,n].

2. En utilisant la formule du crible, voir |6, Exercice 4.1.2], montrer la formule
1 n
= n2 Z M(d)

otl 41 est la fonction de Moebius donnée sur N* par (1) = 1, u(pr--pr) = (=1)F,
si les p;, 1 <4 < k sont premiers deux a deux distincts, et enﬁn p(d) =0 sinon
(c’est-a-dire si d par un carré non trivial).

3. Montrer I'inégalité

1{,n, n? 2 1
R L
n? (ldJ d2) nd+n2

En déduire que la suite (r,) posséde une limite que I'on notera ¢, qui est aussi

la limite de la série de terme général (£ C(l;i ) ).

4. On se propose de calculer le produit

Sud) N1
P:=
(a) Pourquoi la somme ¥ (g n)ene s u(d)# a-t-elle un sens ? Pourquoi est-
elle égale 4 P 7
(b) Soit R = {(d,N) € N* x N*, d divise N}. Montrer que (d,n) ~ (d,dn)
définit une bijection de N* x N* dans R. En déduire

L {zo)

(¢) En développant ’égalité (1 -1)" =0, pour m > 0, prouver I’égalité

Z .u(d) = 51Na

dN

ou ¢ désigne le symbole de Kroenecker. En déduire que P = 1.

5. Conclure que lim,, oo 7 = %.
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Soluce
1. On doit tout d’abord trouver le cardinal de I’ensemble A,,(n) des entiers mul-
tiples de m dans [1,n]. L’ensemble A,,(n) est en bijection avec ’ensemble
des k tels que 1 < km < n; son cardinal est [%J La probabilité cherchée
est donc m,(n) = %[%J Pour deux éléments indépendants, on s’intéresse &
I'ensemble B,,(n) des couples d’entiers multiples de m. On a par définition
Bn(n) = Ap(n) x Ay, (n) et donc, la probabilité cherchée est n—g[%JQ

2. Soit &2, l'ensemble des nombres premiers compris entre 1 et n et soit 2,
I’ensemble des couples d’éléments de [1,7n] premiers entre eux. Deux nombres
de [1,n] sont premiers entre eux si et seulement si aucun nombre premier ne
les divise simultanément. Comme aucun nombre premier ne peut les diviser
hors de &2, on obtient

D = Npez, Bp(n) = Upe s, Bp(n),

ou la barre désigne le complémentaire. La formule du crible nous fournit le
cardinal d’une réunion d’une famille d’ensembles en fonction des cardinaux de
toutes les intersections possibles de ces ensembles, voir [0, Exercice 4.1.2]. Or,
si p1,...,pr sont kK nombres premiers distincts, dire que tous les p; divisent un
nombre a revient & dire que le produit p;---px le divise. Donc,

mi‘g:pri (n) = Bpl“'pk (n)’

qui est de cardinal [plf“ka, d’aprés 1. En notant w le cardinal de &£, la

formule du crible donne donc

e Bym)|= 2D Y B = S Y

P1<<PR€Pn pr<-<prePn, P17 Pk

Si on pose d = p1---pg, k > 1, dans la somme, seuls les d compris entre 2 et
n fournissent des termes non nuls. De plus, comme la fonction de Moebius
s’annule sur tout élément qui n’est pas de la forme p;---pp avec les p; premiers
distincts, il Vientlﬂ :

n
n
|Upez, Bp(n)| == > M(d)[EJQ-
d=2
En prenant le complémentaire, on obtient
n n n n
|2, =n? + 3 w(d)| 5% = 3 (@))%
d=2 d d=1 d
Il ne reste plus qu’a diviser par n? pour obtenir 7, :

1 Z n
T'n = ﬁ Clz::l”(d)LEJQ

10. Attention, ce titre est un raccourci racoleur. Il n’y a pas de loi uniforme sur N tout entier, on
prend une loi uniforme sur [1,n] et on fait tendre n vers Uinfini.
11. Bien remarquer que p(1) # 0, on ne doit donc pas inclure dans la somme le terme pour d = 1.
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Le but inavoué de cette question est de se débarrasser de ces parties entiéres
disgracieuses.
On sait que | dJ 7+ 1. En élevant au carré, et en divisant par n?, il vient que

iLﬁJ2<l+i+i.
n?-d d> nd n?

On obtient 'inégalité voulue.

Posons

r o u(d) 13 n
=t = S ) (5
(12::1 LR O d

I\
—_

Par 'inégalité triangulaire, et compte tenu que |u(d)
1 &|n
"I“n - 7",,1| < -3 [ 2_
" g=1

Le membre de droite fournit deux termes : 2 Z il d qui est, d’apreés la formule

de la série harmonique, voir exercice un O(log(n)) et le terme . = =1

n
Comme |u(d)| < 1, la série (r]) converge absolument vers, disons, /', par
un critére de comparalson avec une série de Riemann. L’inégalité |r,, —r},| <

L0(log(n)) + 2 donne, en passant a la limite, que limy, i 00mn = ¢ comme

voulu.

(a) Il s’agit d’une série double absolument convergente par le critére de Cau-
chy car c’est le produit de deux séries absolument convergentes de terme
général (pu(d)/d?) et ( ), qui, au passage, vaut P. Par absolue conver-
gence, cette somme ne depend pas de l'ordre dans laquelle on la calcule,
et donc cette somme a bien un sens, voir ’exercice et la remarque
qui le suit.

(b) On définit bien une application bijective dont la réciproque est donnée
par (d,N) — (d,N/d). La formule proposée est juste un changement de
variable N = nd, I'utilisation de cette bijection, et le fait que I'on peut
permuter et associer comme bon nous semble & l'intérieur d’une série
absolument convergente (voir encore une fois la remarque .

(c) Soient pi,...,pm tous les nombres premiers qui divisent N. Si N > 1, alors
m >0 et
- RS k[T m
NIOES DI CILED N U EYCERVE)
d|N k=0piy <<piy, k=0

Si N =1, alors Ygn p(d) = 1.
D’aprés la question qui précéde

P= Z (Zu(d)) Zﬁx0=1.

dN

Posons ((2) = ¥, #, voir l'exercice . On sait, par exemple, par l'exer-
2

cice que ¢(2) = %

Il ne reste plus qu’a conclure

oo
=1

S R
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Remarque (comment la fonction ¢ vient a Uarithmétique). 11 s’agit d’un résultat di
a Cesaro. On voit ici un apergu intéressant d’une incursion de la fonction ¢ au beau
milieu d’une situation purement arithmétique. En suivant pas a pas la preuve, on
pourra généraliser le résultat obtenu en disant que la probabilité r, ,, pour que m
nombres de 1 a n pris au hasard et indépendamment, soient globalement premiers
entre eux tend vers ﬁ quand n tend vers 'infini.

L’incursion plus classique de la fonction ¢ provient de 1’égalité

()= T1 —

)
pefﬂl_

1 PP
1o, €I une série géomeétrique, et

en utilisant le fait que Z est factoriel pour retrouver par développement }:,-; #

que 'on démontre en développant chaque facteur

Voici une preuve, fausse par imprécision, mais peut-étre plus éclairante et plus
convaincanteE de Papparition mystérieuse de ¢(2) : un nombre sur p est divisible
par p. Donc, la probabilité qu'un nombre soit divisible par p est 1/p, et pour deux
nombres pris indépendamment, cela donne 1/p?, et qu'ils ne soient pas simultanément
divisibles par p, la probabilité est 1 —1/p?. Or, ces probabilités sont indépendantes
pour ses nombres premiers p distincts, et donc, la probabilité pour que deux nombres
soient premiers entre eux est

i) @

C’est en réalité le prolongement analytique de la fonction ¢ & C\{1} qui a passionnéE
les mathématiciens depuis que Riemann a mis en lien les zéros de cette fonction
supposés étre de partie réelle % avec la répartition des nombres premiers.

Remarque. Si cet exercice vous a plu autant qu’a nous, testez-vous sur celui-ci :
montrer que la probabilité ¢,, pour qu'un nombre pris au hasard dans [1,n] soit sans
facteur carré est égal a

- YL

Et remarquez qu’encore une fois, sa limite est —. Evidemment, I'histoire ne s’arréte
pas la. On peut décliner cette problématique a d autres anneaux; déja pour com-
mencer, sur ’anneau des entiers de Gauss, ou intervient la constante de Catalan. On
vous laisse découvrir ce jardin des délices sur la grande toile.

12.7 Théoréme de Perron-Frobenius

12. On en profite pour saluer nos amis physiciens !

13. Comme l’a dit Hilbert : « Si je devais me réveiller aprés un sommeil de mille ans, la pre-
miére question que je poserais serait “A-t-on prouvé '’hypothése de Riemann ?” » Mille ans, tout de
méme pour prouver la célébre conjecture. Merci pour ce message d’espoir aux générations futures,
M. Hilbert!
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Exercice 107 (Théoréme de Perron-Frobenius, exemple de D. Perrin)
Hypocondriaques, bonsoir! On modélise trois états face & une maladie que nous ne
nommerons pas afin de rester groupés. Les trois états sont Immunisé, Sain (mais non
immunisé) et Malade. On introduit la matrice de transition A = (a;;) de semaine en
semaine entre ces trois états, ou a;; représente la probabilité de passer d'un état ¢
a un état j.

0,9 0,1 0

A:=10 0,5 0,5
0,8 0 0,2

Cela signifie par exemple qu’un immunisé risque, avec une probabilité de 0, 1, d’étre
non immunisé sain la semaine suivante, mais ne risque pas d’étre malade...

1. Soit V = (21,29, x3) le vecteur ligne représentant la proportion xj, resp. xa,
resp. r3, d’immunisés, resp. sains, resp. malades. Comment se servir de la
matrice A pour obtenir le vecteur analogue V' pour la semaine suivante ? Et
au bout de n-semaines ?

2. Calculer A? et interpréter le résultat. Calculer A” sur votre logiciel de calcul
favori. Que remarquez-vous de surprenant ? Interpréter ce résultat.

Soluce
1. La proportion z; de personnes de type i la semaine qui suit est x} = aj;z1 +
agira + as;xs. Autrement dit, le vecteur ligne V' = (2], x5, %) est donné[l:f] par
V' =VA. Au bout de 2 semaines, la proportion de chaque type sera donnée par
le vecteur V" = (VA)A = VA2, Et, par récurrence, on obtient le vecteur VA"
au bout de n semaines.

2. On trouve
0,81 0,14 0,05
A%=10,4 0,25 0,35
0,88 0,08 0,04

D’aprés la question qui précéde, cette matrice donne la probabilité de passer
d’un état ¢ (ligne) & un état j (colonne) au bout de deux semaines.

En approximant aux deux premiéres décimales, on trouve

0,75 0,15 0,09
A"=10,75 0,15 0,09
0,75 0,15 0,09

On note avec surprise que les lignes de A™ tendent & devenir toutes égales
lorsque n est assez grand. Cela signifie que, quel que soit notre état initial,
on a tous la méme probabilité de se retrouver dans un état fixé au bout d’un
nombre assez grand de semaines. Ce résultat est trés général et il est résumé
par le théoréme de Perron-Frobenius, voir exercice suivant.

14. C’est la qu’on voit que ’on aurait dii écrire les données en colonne, c’est-a-dire tout transposer.
Mais on respecte les us et coutumes du monde des probas!
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Exercice 108 (Théoréme de Perron-Frobenius)
On considére ’ensemble o7, resp. 7, des matrices de .#,(R), & coefficients
strictement positifs, resp. positifs, et dont la somme des lignes est égale a 1.

Nous allons montrer que si A est dans o7, alors : a) le rayon spectral p(A) =1,
avec 1 valeur propre simple de A, b) 1 est 'unique valeur propre de module 1, et c)
la suite (A¥); tend vers une matrice L € <7, non nulle dont toutes les lignes sont
égales. On fixe dans la suite A € &7,*.

1.

(Préliminaires) Montrer que si M € .#,(C) a un rayon spectral p(M) < 1,
alors la suite (MF) tend vers 0.

. Montrer que |||A]l|, =1, ot [||-]||lo, désigne la norme de .#,(R) subordonnée

a la norme infinie de R™. En déduire que le rayon de convergence de A vaut

p(A) =1.

On suppose A de module 1 dans le spectre de A. Montrer que si u € C" est

vecteur propre de A pour la valeur propre \, alors u € Ce, avec e := (1,...,1).

En déduire que A = 1, avec multiplicité géométrique mgy(1) = 1.

(a) Soit f un endomorphisme d’un C-espace normé E tel que Spec(f) = {1}.

Montrer que v := f—Idg est nilpotent et que si, de plus, H f km est bornée
pour la borne subordonnée a celle de E, alors f = Idg.

(b) En déduire que 1 est valeur propre simple de A.

. Montrer que la suite (A¥) tend vers une matrice L non nulle, & coefficients

tous positifs, et dont toutes les lignes sont égales.

Montrer que si B € o7 vérifie B™ € &/}* pour un m, alors la suite (B*) tend
vers une matrice L non nulle, & coeflicients tous positifs, et dont toutes les
lignes sont égales. Expliquer alors 1’exercice

Soluce

1.

On peut remplacer M par un endomorphisme g de C™ dont la matrice est M
dans la base canonique. Par le lemme des noyaux, C" se décompose en une
somme directe de ker(g—AId)™*, |A| < 1, sur lequel ’endomorphisme induit gy
vérifie gy = Ald +vy, avec vy nilpotent. On utilise alors le bindme de Newton
pour montrer que

A i k(L ei i (RN hli
gx = (AId+vy) =Z(.))\ “'nf = ()A “inj.
i=0 \? i=0 \?

On voit donc par comparaison des limites que g])f tend bien vers zéro. Donc,
pour tout vecteur z de C", g"(z) = ¥ g5 (), qui tend vers 0.

. On pose A := (a;j). On suppose un vecteur u = (u;) de C" tel que max;{|u;|} = 1.

Il vient alors [[|A[|], < 1. On pose e = (1,...,1); on a Ae = e par hypothéses
sur A, ce qui prouve l'égalité |||A]l|,, = 1.

Comme e est un vecteur propre de A pour la valeur propre 1, on déduit p(A) >
1. De plus, si u est un vecteur propre de A pour la valeur propre A, et tel que
|lull,, =1, alors

A= lMulloo = [[Aullog < [[IAfllog = 1.
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Il en résulte p(A) = 1.

3. On a donc un vecteur non nul u, que 'on peut choisir de norme ||u||, =1, tel
que Au = Au. On a donc |[Aul||,, =|Aull, =|A = 1. I existe donc ¢ tel que

1=|(Au);| =

n
Z Aijug| -

On peut poser z := 2?21 a;;u; de module 1, et, quitte & remplacer u par 2z,
on peut supposer que Z;‘zl a;ju; = 1, et donc, en posant x; = R(u;),

n

n
> iy =1=3 a;.
‘ &

Par Pythagore, x; < |u;| < 1. 1l vient Y7 a;j(z; - 1) = 0, avec a;j(z; 1) <0

pour tout j. Cela implique a;;(x; — 1) =0, et finalement z; —1 = 0 pour tout

Jj. Cela implique z; = |u;| = 1, ce qui force u; = z; = 1 pour tout j. On trouve

alors™] u = e.

Conclusion, \e = Ae = e, et donc A = 1, avec, de surcroit, ker(A —Id) = Ce, ce

qui implique my(1) = 1.

4. (a) Comme Spec(f) = {1}, Id est la partie diagonalisable de f dans sa dé-

composition de Dunford. Donc, f —1d est nilpotente@
Montrons que si H‘fk‘” est bornée, alors f —Id = v est nul. Par ’absurde,
si v, qui est nilpotent, est non nul, son polynéme minimal est de la forme
P := X", avec r > 2. La famille (Id,v,...,v" 1) est alors libre. En effet,
sinon, il existerait une relation non tr1v1ale Zz;é ap® = 0, et donc un
polynéme non nul Q = Z’,;(l) apX¥ tel que Q(v) = 0, c’est-a-dire tel que X"
divise Q, impossible.
On peut prolonger cette famille libre en une base % de End(C"), et
prendre pour nouvelle norme No, sur End(C") le sup des modules des
coordonnées dans la base Z. Par hypothése, la suite ( fk ) est bornée pour
Il[-|ll, et donc pour No, puisque toutes les normes sont équivalentes. Or, la
composante en v (puisque 7 > 2, v est bien dans la base) de f* = (Id +V)k
est k, par le bindbme de Newton, puisque

Id+0)F = Id +kv + - + k L
1
r—

Or, cette composante n’est pas bornée. Absurde.

(b) Soit g 'endomorphisme de C™ correspondant & A pour la base canonique
de C". Soit m la multiplicité de 1 dans le polynéme caractéristique x4 = xa
de f, de sorte que x4 = (X -1)"Q, avec Q(1) # 0. Le lemme des noyaux
donne une décomposition

C" =ker(g-Id)" @ ker (Q(g)) .

15. On a une interprétation géométrique trés naturelle de que l'on vient de prouver : si des
complexes u;, 1 < i < n, sont dans le disque unité, et si un barycentre avec coefficients strictement
positifs des u; se trouve sur le cercle unité, alors tous les u; sont égaux (et sur le cercle unité). Faites
un dessin, c’est la stricte convexité du disque!

16. On peut aussi le faire sans Dunford, avec Cayley-Hamilton x¢(f) =0, avec x5 = (X -1)".
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Soit f ’endomorphisme induit de g a E := ker(g — Id)™ ¢ C", muni de la
norme sup de C". Comme |HAkmoo <JIIAJIIE <1, (¢%) est bornée, et donc sa
restriction f* Pest également. Par la question qui précede, f = Id et donc g
est 'identité sur ker(g—1d)™. Ceci prouve que ker(g—Id)™ = ker(g —1d).
Or, la multiplicité algébrique de 1 est égale & la dimension de ’espace
caractéristique ker(g —Id)™. Conclusion,

mq(1) = dimker(g —Id)™ = dimker(g — Id) = dim Ce = 1.

5. On va considérer la suite (gk ), ce qui revient au méme. D’aprés les questions
qui précedent, C™ se décompose en Ce @ ker Q(g), pour un polynéme Q dont
toutes les racines sont de module strictement inférieur a 1. D’aprés la question
préliminaire, la restriction de ¢* a ker Q(g) tend alors vers zéro.

En regardant ¢* dans une base fixée compatible avec la décomposition du
lemme des noyaux, on voit que la matrice A est semblable & une matrice dia-

gonale par blocs de la forme ((1) ]g), avec B¥ tendant vers 0. Plus précisément,

AF =T (é 12’6) U™!, UeGL,(C).

Donc, par continuité de la conjugaison, A¥ tend bien vers la matrice L :=
U(¢ 8)U‘1. La matrice L est bien de rang 1 puisque la conjugaison conserve le
rang.

Comme A € &/**, on voit facilement par récurrence que A* € &**, et comme
A" est clairement un fermé, L € &/ *.

Comme L est de rang 1, 'L est également de rang 1, et donc, toutes les lignes de
L sont proportionnelles. Mais comme Ae = e, il vient AFe = e, et par passage a
la limite, Le = e, par continuité de ’application (M, w) = Mw. Donc, la somme
de toutes les lignes de L est égale & 1. Les lignes sont donc toutes égales.

6. Posons A := B™ € &/**. Si on montre que la suite (B¥) converge, alors, sa
limite sera aussi la limite de (B™"), et donc, la limite de (A¥), ce qui implique
I’assertion voulue.

Nous allons montrer que 1 est valeur propre simple de B, et que les autres
valeurs propres A de B vérifient |A| < 1.

En trigonalisant la matrice B, on montre le résultat classique qui assure que
xBm = [Txespec(B) (X = A™). D’aprés la question précédente, comme A = B ¢
o/ " il existe un unique A\ dans Spec(B) tel que A\ =1 et les autres valeurs
propres de B vérifient |\"| < 1. Or, B € o, donc, 1 est valeur propre de B
pour le vecteur propre e (les sommes des lignes valent 1). Conclusion, I'unique
A tel que A" =1 est A =1 et les autres valeurs propres de B sont toutes de
module strictement inférieur a 1. On a vu que cette situation impose que (BF)
converge.

Dans ’exercice la matrice A est dans 7, et la matrice A2 se trouve
dans 7;"". On peut donc lui appliquer le théoréme de Perron-Frobenius.
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12.8 Théoréme de Weierstrass — preuve probabiliste

Exercice 109 (Théoréme de Weierstrass — version probabiliste)
Le but de cet exercice est d’utiliser les probabilités pour démontrer le théoréme
de densité de Weierstrass qui s’énonce ainsi : l’ensemble des fonctions polyno-
miales & valeurs dans C, sur un segment [a,b] est dense, pour la norme uniforme
| flloo =sup, |f(x)|, dans ensemble des fonctions continues de [a,b] dans C. Quitte
a changer les fonctions f(z) par f(bz+a(1-z)), on se raméne au cas ou [a, b] = [0,1].
On fixe dans la suite une fonction continue f : [a;b] » C et un x € [0,1]. On consi-
dére une suite (X;); de variables aléatoires indépendantes qui suivent toute une loi
de Bernoulli #(z). Soit Sy, := ¥.7_; Xp.

1. Donner une expression de E (%), et en déduire que p,(x) := E( f (ST")) est

un polynoéme en z, dont les coefficients sont indépendants de .

2. Soit g la fonction g(t) = f(t) — f(x) pour tout t. Montrer que
w105 (2)- £ ) -or

3. Soit € > 0 fixé. Justifier que f est uniformément continue sur [0, 1].
Dans la suite, on note § tel que, pour tous (z;y) € [0,1]?,

lz -yl <d=|f(2) - fy)l<e.

4. On note :

s - ¥ (3)(7(3)-r@)eta-or

k;|%—x|<5

n k e
s@- ¥ ()(7(5)-r@)ta-om
k n
k;|;—3§|>5
De sorte que : p,(x) = f(z) =S1(x) + Sa(x).
(a) Montrer que [S1(z)|<e.
(b) Montrer, par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, que

Sn

1
Sa(@)] <201 (|22 - | > 8) <21 =5
n no

5. En déduire le théoréme de Weierstrass.

Soluce
1. Comme, pour tout ¢, la variable X; suit une loi de Bernoulli de paramétre z,
la variable S,, suit une loi binomiale #(n,z). La variable % est bien a valeurs
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dans [0, 1], et pour tout k € {0,...,n}, P (7” = 7’2) = (Z)a:k(l—m)"_k ; par suite,

o(3)-E 0o

Or, comme f est continueE] sur [0, 1], on peut appliquer le théoréme de trans-

B O B G A

s Autrement dit, E ( f (7")) est bien un polynéme en x, dont les coefficients ne
dépendent pas de x.

2. On considére f(z) comme une variable aléatoire qui associe a tout événement
la constante f(x) € C. En utilisant E(f(x)) = f(x), pour x fixé, on obtient
alors par linéarité et par transfert :

pa(@) - 1@ =B(7(2)) - s -5 ((2) - 1)
()£ 0

Ceci nous ameéne au résultat attendu.

3. Il suffit d’invoquer le théoréme de Heine : comme f est continue sur le compact
[0,1], elle y est uniformément continue.

4. (a) Ona:

si@l=| ¥ (D)((5)-r@)eta-ar

k| £ —a|<s
3 ()l
k- k
< 5k;|ﬁ§c<6 (Z)a:k(l —z)" g 8:2:% (Z)mk(l —z)" =g,

(b) Comme f est continue sur [0, 1], elle est bornée. Par I'inégalité triangu-

f(ﬁ)— <2||f]lo, €t donc :
n

ore, 2 ()
Ml B (a0t =2Asp ()

k;|%ﬂc‘>6

laire, on obtient

.%'k(l _ m)n—k

-z 25).

17. Cet argument, pour la validité du théoréme de transfert, est ici inutile vu que les valeurs de
la variable sont en nombre fini.
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De plus, par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

(|5 o] o) (|2 (%))
n n n
V() 1
< 52 =an(1—x)
la(i-a) 1

62 n S 62n”
On obtient alors :

1
1S2(2)] < 2| flloo Yol

5. D’apreés ce qui précéde, on obtient :

lpn () = f(2)| <[S1(2)| +[S2(2)] <€ + 2| fll o %

1
Comme —; —— 0, il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, — <e.
no2 n—+oo no2

Ceci implique que |p,(x) - f(x)] < 2e.

Comme x était quelconque dans [0,1], et que le polynéme p,, est indépendant
de x, on a montré que ||p, — f||., <2¢; la fonction f peut donc étre approchée
uniformément par une suite polynomiale.

12.9 Droite des moindres carrés

Exercice 110 (Droite des moindres carrés)

Le plan est rapporté a un repére (O, i, ) orthonormé. Pour un entier n > 3, on
considére un « nuage » de n points My, Mo, ..., M, et on note (x;, ;) les coordonnées
de M; en supposant que les abscisses x; ne sont pas toutes égales.

Etant donnée une droite 2 d’équation y = ax + b on nomme H; le projeté du
point M; sur cette droite & parallélement & 1’axe des ordonnées et on définit la
quantité :

q(2) = MyH,%2 + MyHy? + - + M, H,,2

On se propose de montrer I’existence et 'unicité d’une droite %y d’équation définie
par y = apx + bg qui minimise la quantité.

M;H;2 + MoHo? + -+ + M, H,,2

Montrer qu’il existe un seul couple de réels (ag, bg) rendant minimale la quantité

f(a,b) = iuﬁ Ep—
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Soluce
— La fonction définie sur R? par f(a,b) = X%, (yi —ax; —b)? est de classe €' et :

8f a,b) = QZazl(yl azr;—b) = Q(aZx +bel leyz) (12.1)

0

8{(@ b) = 2Z(yz—axl—b (a2x1+bn Eyl) (12.2)

— Le point (a,b) est un point critique de f si et seulement s’il est solution du
systéme linéaire :

n n n n n
azx?vthzi—Zziyi:O, ain+bn—Zyi:0,
i=1 1=1 1=1 i=1 i=1

— Le systéme précédent a pour déterminant est D =n 7" x -, :L'l) . L’in-
égalité de Cauchy-Schwarz appliqué aux vecteurs non cohnealres u=(1,...,1)
et x = (r1,...,2,) montre que D est strictement positif. Par conséquent f
posséde un seul point critique (ag, bp).

— La résolution de notre systéme donne :

D ’ D
— Montrons qu’en (ag, by) la fonction f posséde un minimum global strict. Pour
cela, évaluons la différence :

2
ag = N Yo Tili — Doje1 Ti 2ogey Yi by = Y1 Yi Liel Ty — il Ti D1 TiYi

A= f(ag+a,by+b) - f(ao,bo) = Y. (yi—aozi—bo—az;—b)> = > (y; — apw; — bo)*.
iz i1

En développant puis en simplifiant, on obtient

A=-2 Z(y, —agx; — bo)(al‘i + b) + Z(aml + b)2
i=1 i=1

mais, (ag,bg) étant solution du systéme précédent, on a :

n n n
Z(yi—ao:pi—bg)(aﬁﬁb) =a Z l‘i(yi—ao.’ﬂi—bo)-f-b Z $i(yi—aol‘i—b0) =0+0=0.
i=1 i=1 i=1
On en conclut que A = ¥, (ax; +b)? donc A > 0. L’inégalité précédente est
une égalité si et seulement si ax; +b = 0 pour tout i et auquel cas a =b =0 (se
souvenir qu’au moins deux des z; sont distincts).

— Conclusion : f posséde en (agp,bg) un minimum global strict, ce qui établit
I’existence et I'unicité de la droite des moindres carrés.

Remarque. Avec les « indicateurs statistiques » :

1 1
T=—(zrtaztotan) et F=o(yrryz+otyn),

moyenne des abscisses et moyenne des ordonnées des points du « nuage »,

1 2

2 2 2 2\ _ = 2 _ 1 -
UI=Z(951 +a’ e+ x,”) - T et axy=E(aclyl+x2y2+---+xnyn)—x-y,

variance des abscisses et covariance des abscisses et des ordonnées des points du
2

g, — —
«nuage », on a : ag = —3 et by =y — aoT.
x
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Chapitre 13

(Géométrie

Exercice 111 (Triangle et point fixe)
On considére un triangle ABC non aplati. Montrer qu’il existe un unique triplet
(M, N, P) de points du plan tel que :

M e (BC), N e (CA), P e (AB), (MN) L (CA), (NP) L (AB), (PM) 1L (BC).

Soluce

Soit M € (BC). Notons N le projeté orthogonal de M sur (AC), P le projeté ortho-
gonal de N sur (AB), et enfin Q le projeté orthogonal de P sur (BC). Considérons
la fonction f: (BC) — (BC) qui & un point M de (BC) associe le point Q que 'on
vient de définir. Ainsi le probléme se raméne-t-il & 'existence et 'unicité d’un point
fixe pour la fonction f.

Evacuons d’abord le cas particulier ot ABC est un triangle rectangle. Il y a
plusieurs possibilités.

S’il est rectangle en B, alors, pour tout M € (BC), f(M) = B. On peut alors
choisir B comme étant notre point M.

S’il est rectangle en C, on appelle H le pied de la hauteur issue de C. Alors, les
points N et C sont confondus, de méme que P et H. On choisit alors le point M tel
que (MH) et (AC) sont paralléles.

257
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Enfin, s’il est rectangle en A, alors P et A sont cette fois-ci confondus. On choisit
alors comme point M le pied de la hauteur issue de A.

En bref, dans tous les cas, si le triangle ABC est rectangle, on peut trouver un
tel triplet de points, et il est unique.

Considérons maintenant le cas général : la droite (BC) est un sous-espace vectoriel
de dimension 1, donc complet. Montrons alors que la fonction f est contractante.

Considérons (M1, Mz) € (BC)2. On distingue deux cas.

Premier cas : tous les angles du triangle sont aigus (figure [13.1)).

FIGURE 13.1 — Point fixe dans le cas de trois angles aigus

Alors on a CNy = CM, (:OS(C)7 et CN; = CM; cos(@), dont on déduit N{Ny =
M1M2 COS(C). De méme, on obtient P1P2 = NlM = N2 COS(A), et QlQQ = P1P2 COS(B).
On a alors

FOM)f(Ms) = k MiMa, avec k = cos(A) cos(B) cos(C) < 1.

Deuxiéme cas : un des angles du triangle, disons C, est obtus (figure [13.2)).

F1GURE 13.2 — Point fixe dans le cas d’un angle obtus

Alors, de méme que précédemment, pour tous points M; et My de (BC), on
obtient

FOM) F(My) = k M{Ma, avec k = cos(A) cos(B) cos(m — C) < 1.
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Ainsi, dans les deux cas, la fonction f est contractante dans un espace complet,
donc admet un point fixe unique, comme voulu.

Exercice 112 (Point de Fermat d’un triangle)
On considére un triangle ABC du plan euclidien que l'on identifiera & R2. On

suppose que les angles A, B, C du triangle sont de mesure strictement inférieure a
%’T. Soit f la fonction

f:R*> R, M~ MA +MB +MC

On veut montrer qu’il existe un unique point P qui minimise cette fonction.

1. Existence. Soit K le disque fermé de centre A et de rayon % f(A). Montrer
que, pour tout M, f(M) > 3AM - f(A), et en déduire que le minimum de f
(sur R?) est atteint un point de K. On fixera dans la suite un point P ou f
atteint son minimum.

2. Condition nécessaire et calcul différentiel.

(a) On veut montrer que P n’est pas un sommet du triangle ABC ; montrons
donc qu’il est distinct de A. Soit A la bissectrice de A au triangle et
posons « = %. On suppose M sur A, tel que MA = x et (m,ﬁ) = +q.
Montrer ’égalité

f(M) =2+ Va2 - 2ABzcosa + AB2 + Va2 - 2ACz cos a + AC2.

En déduire que f n’atteint pas son minimum en A.

(b) Montrer que f est différentiable sur R?\{A, B, C}, et que la différentielle
en un point M, distinct de A, B et C, appliquée au vecteur h de R? est
donnée par

— — —

MA MB MC, -
+ + ) )

MA MB MC

3. Unicité et construction. Soit €ap (resp. Bc, Gca), le cercle circonscrit au

triangle équilatéral extérieur au triangle ABC, ayant pour base AB (resp. BC,
CA). Montrer que P est I'unique point d’intersection de ces trois cercles.

dfu(h) :(

Soluce
1. L’inégalité triangulaire donne

F(M) = MA + MB + MC > MA + (MA - AB) + (MA — AC) = 3MA - f(A).

T 3 NI H 2
Si I'on suppose M ¢ K, c’est-a-dire MA > 5 f(A), alors, f(M) > f(A), et donc f
n’atteint pas son minimum en M. Or f est continue, comme somme de racines
carrées de polyndmes, et K est compact. Donc f atteint un minimum sur K,
qui est, du coup, également un minimum sur R?.
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2. (a) Calculons f(M) en fonction de x :

FOM) = AM 4+ \/ [N - RBJ + /[ AN - AC?
=AM +VAM2 -2cosa-AM-AB + AB2 + VAM?2 - 2cosaAM - AC + AC?
—z+V22-2ABzrcosa + AB2 + V22 - 2AC -z cosa + AC2

Soit g la fonction sur R* définie par

g(z) =+ Va2 - 2ABrcosa + AB2 + Va2 - 2ACz cosa + AC2.

Alors g est dérivable sur R**, dérivable & droite en 0, et de plus, la déri-
vée ¢’ est continue sur R*. Or, la dérivée a droite ¢’(0) vaut
2ABcosa  2ACcosa

1- - =1-2
NG SAC cosa <0,

car 0 < a < 1 , par hypothéses, et cos est décroissante sur [0, 3] Par
continuité de g EL il en résulte qu'il existe un intervalle [0,¢], avec € > 0
tel que ¢g'(x) est strictement négatif sur cet intervalle. Conclusion, 0 ne
peut pas étre un minimum pour g et donc A ne peut pas étre un minimum

pour f.
(b) Il suffit de montrer que la fonction définie par a(M) = AM est différentiable
en tout point M distinct de A et que pour un vecteur h,

AM ,
dani(h) = =— - h.

Or, a est la composée poa, ou a(M) = HWHQ et p(x) =y/z. On a
a(M+h) = (AM +h) - (AM + i) = a(M) + 2AM - 7 + A2
Cela donne
- —

dan(h) = 2AM - h.
Comme M est distinct de A et p est différentiable sur R™, il vient :
day(h) AM
2\/a(M) AM

3. Comme P n’est pas un sommet de ABC, il vient que f est différentiable en P,
et donc nécessairementlﬂ dfp =0, ce qui implique

dani(h) = d(poa)m(h) =

PA PB PC _G
PA PB PC

Notons respectivement ces trois vecteurs 4, ¥, @ ; ils sont donc normés et leur
somme est nulle. On a donc 1 = w? = (-t —9)? = 2+2cos(i, ¥), d’ott 'on déduit

1. Attention, on rappelle qu'en général, une dérivée n’est pas toujours continue. Et pourtant,
elle vérifie le théoréme des valeurs intermédiaires !

2. Attention ici : I'assertion « P est un minimum pour f implique dfp =0 » est vraie car P est
dans un minimum sur un ouvert de R?.
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cos(t,v) = —%. De méme, tous les angles entre les vecteurs 4, ¢, w ont pour
cosinus —1/2.

Ceci implique, en particulier, que 'angle (P—A)7 P_B>) est égal a i%’r. Cela signifie
que P appartient, soit a I’arc capable pour le couple (A,B) et 'angle %’T, soit
a 'arc capable pour le couple (A,B) et I'angle —%”. Or, comme %, resp. -7,
est congru a —%ﬂ, resp. %ﬂ, modulo 7, il vient que ap est un des deux cercles

qui prolonge ces deux arcs capables.

Pour montrer que P est sur €ag, il suffit de montrer, voir la figure 3] que P se
situe dans le méme demi-plan (ouvert) que C.

p

B C

FIGURE 13.3 — Position de P par rapport & AB

Montrons cette assertion. Si P n’était pas dans le méme demi-plan, alors son
symétrique P’ par rapport & AB serait dans le méme demi-plan que C et
vérifierait P’A = PA, P'B = PB et l'inégalité[]| P'C < PC, et donc f(P') < f(P),
ce qui est contraire & la minimalité de P.

Le point P se situe sur @ap, sur €ac, et sur ¥gc. On sait de plus qu’il est
distinct, par exemple, de A. Pour montrer son unicité, il reste & montrer que
les deux cercles €ap et Eac sont distincts. En effet, deux cercles données sont,
a) soit égaux, b) soit d’intersection vide, ¢) soit d’intersection un point double,
d) soit deux points distincts, or, on sait déja par ce qui précéde que les cas b)
et ¢) sont a exclure.

Si €AB = Fac, alors, par exemple, I'angle en C au triangle ABC vaut %”,
contrairement a I’hypothése.

3. Cette inégalité se voit immédiatement, mais si on veut la prouver algébriquement, on peut par
exemple écrire P'C et PC & I'aide de coordonnées dans un repére orthonormé d’axe des abscisses

AB.
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F1GURE 13.4 — Construction du point de Fermat



Chapitre 14

Calcul différentiel

L’exercice qui suit pourra s’avérer utile lorsque l'on résout des équations ma-
tricielles, au moment oll on a besoin d’inverser une fonction. On est souvent tenté
de remplacer la variable réelle x par une matrice nilpotente N dans les formules de
Taylor. Le probléme est que cela n’est possible que si 'on sait remplacer la décom-
position de Taylor, qui est une identité entre fonctions réelles par une égalité entre
polyndémes. C’est exactement ce que nous allons faire, avant d’en tirer les diverses
bénéfices.

Exercice 113 (Lemme de Kiz et application aux équations matricielles)

Soit P un polynoéme de R[X]. On suppose que pour tout z dans un voisinage
de 0, P(z) = O(z™), resp. P(z) = o(a™).
1. Montrer que P = X*Q, resp. P = X"*1Q, avec Q € R[X].
2. Soit N une matrice nilpotente de .#,,(R) d’indice de nilpotence n.
(a) Montrer que le polynéme U = 1 + X + --- + X"~ ! veérifie U(N) = (I - N)~L.

(b) On pose a = %, avec q € N*. Montrer que le polynome

V=1+aX+ PG

ala-1) a(a-1)(a-n+2)
—or Xt (n-1)! -

vérifie V(N)? =1+ N.
(c) Montrer que le polynome W = X - %Xz + ot (—1)"%)(”_1 vérifie
exp (W(N)) =I+N.

Soluce
1. On suppose P(z) = O(z™), pour x dans un voisinage de 0. Effectuons la division
euclidienne du polynéme P par X", on obtient P = X"Q + R, avec deg(R) < n.
Si, par 'absurde, R est non nul, alors il existe k minimal, 0 < &k < n -1, tel
que R = 7 1 X" 1+ o + 7, XF, avec 7, £ 0. On a alors % ~0 IZ’ik, ce qui est
impossible car le membre de gauche est borné en 0, contrairement au membre
de droite. Donc, R = 0.

263
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La seconde assertion est similaire. On suppose P(z) = o(z™), pour = dans un
voisinage de 0. On écrit P = X""1Q + R, avec deg(R) <n + 1. Si R est non nul,
il existe k minimal, 0 < k < n, tel que R = 7, X" + - + 1, X*, avec 7, £ 0. On a
alors % ~0 w:fi -, ce qui est impossible car le membre de gauche tend vers 0

en 0, contrairement au membre de droite. Donc, R = 0.

2. (a) On se sert pas ici de la question 1. On se sert tout simplement de 'identité
polynomiale de la série géométrique

(1-X)1+X+--+X"1=1-X"

Evalué en N cela donne (I,,, - N)U(N) = I,,,, puisque N est d’indice n.
D’ou la conclusion attendue.

(b) On sait que 'on a (1+x)* =V (z)+O(z") dans un voisinage de 0. Donc,
l+z=(V(z)+ O(ac”))q =V(z)?+ O1(z™). On applique alors la question
1 au polynéme 1+ X — V? pour obtenir 1 + X - V? = X"Q, pour un Q €
R[X]. En évaluant cette identité en N, nilpotente d’indice n, on obtient
V(N) =1,,, + N.

(¢) On note E le polynéome E := 1+ X+ %XZ ot (n_ll)!
x dans un voisinage de 0 : exp(z) = E(z) + O1(z") et aussi log(1 + x) =
W(x) + Oz(2™). Donc,

X"!. On a alors pour

E(W(z)) =exp(W(z)) - 01(W(z)")
= exp ( log(1+x) - Og(x")) - Ol(W(x)")

Comme W (z) tend vers 0 avec z, on a

E(W(x)) =(1+x)exp ( - Og(:ﬂ”)) - 03(x™)
=(1+2)(1+04(2"))-03(z") =1+ z+ Os5(z").

Par la question 1, on déduit qu’il existe Q € R[X] tel que
E(W(X))=1+X+X"Q.

On en déduit en évaluant en N I'égalité E(W(N)) =L, + N.

Comme on peut factoriser W(N) = NW(N), la commutation entre N et
Wo(N) implique W(N)? =0 pour ¢ > n.

Ainsi, on conclut

I, + N = E(W(N)) = exp (W(N)).

Remarque. Cette technique se couple bien avec la décomposition de Dunford. Si B
est une matrice inversible complexe, on sait que B = D+N, avec D diagonalisable et N
nilpotente, et de plus, D est inversible, ce qui nous donne B = D(I+D™IN), avec N’ :=
DN nilpotent. Trouver une racine g-iéme de B revient & trouver une racine g-iéme
de D et une racine g-iéme de I+ N’. Le premier se fait a I'aide de la diagonalisation,
et le second avec ce petit exercice. Méme chose pour le logarithme. On s’aide au
passage du fait que exp(A + B) = exp(A) exp(B) lorsque A et B commutent.
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Exercice 114 (Différentielle du déterminant)
On veut calculer la différentielle du déterminant

det: Ap(R) — R
A — det(A).

1. Pourquoi det est-elle différentiable ?

2. Montrer que la différentielle de det en I,, est la forme trace.

3. On fixe A € #,(R). En déduire que la différentielle D(det)a de det en A est

la formell]
det: #,(R) — R
H —s  tr(*com(A)H),

ot ‘com(A) est la transposée de la comatrice de A.

4. Pour toute matrice M et pour ¢ de 1 & n, on note M; la i-éme colonne de M.

On note également
det(My,...,M,,) := det(M).

Montrer que, pour tout H de .#,(R), d(det)a (H) est égal a

det(Hl,Ag, 500 ,An) + det(Al,Hg, 000 ,An) A coc qF det(Al,AQ, 500 ,An_l,Hn).

5. Soient f;, 1 <7 < n, des fonctions dérivables de R vers R", dont on écrit les
vecteurs en colonnes. Montrer que ’application

F: R — R
r > det(fl(:n),fQ(w),...,fn(ac))

est dérivable et expliciter sa dérivée.

x 1 0 0
z—? z 1 .o
3
6. Pour x réel on pose : Dy, (z) = | %5; é—? x - 0
° ° . . 1
n n—1 2
W Dl o7 F

Montrer que D,, est une fonction dérivable puis calculer D/,. En déduire 'ex-
pression de D, ().

Soluce
1. L’application det peut étre vue comme une fonction polynomiale a n
réelles. Elle est donc bien différentiable.

2 variables

2. Par unicité dans le développement de Taylor polynomial, cela revient & trouver
la partie linéaire en H (i.e. homogéne de degré 1 en les coordonnées de H) dans
le développement de Taylor, en H = 0,,, de det(I,, + H), avec H € .#,(R).
Quand on développe le déterminant det(I,, +H), avec H = (h;;), on voit que les
seuls termes de degré 1 en les h;; apparaissent dans les termes qui contiennent
exactement n — 1 fois la constante 1. Comme les n — 1 coefficients de I, + H qui
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contiennent ces 1 se situent sur la diagonale, le n-iéme coefficient est également
sur la diagonale; le terme linéaire est donc de la forme h; pour tout i. La
différentielle est la somme de ces termes, c¢’est-a-dire la trace de H.

3. Comme det est polynomiale, 'application qui, & A dans ., (R), associe d(det) s
dans £ (A, (R),R), est continue. Nous allons montrer la formule

VH e . #,(R), d(det)a(H) = tr(*com(A)H)

pour A dans GL,(R). Comme GL,(R) est dense dans .#,(R), la continuité

que nous venons de relever entrainera la formule sur tout .Z,(R). On a
det(A + H) = det(A(I, + A™'H)) = det(A) det (I, + A™'H),

et donc, d’aprés ce qui précéde, la partie linéaire en H du développement de
det(A + H) est bien égale a

det(A) tr(A™'H) = tr(det(A)A™'H) = tr(*com(A)H).

4. Notons com(A) = (m;;)1<i,j<n la comatrice de A et ‘com(A) = (n4;)1<i j<n, de
sorte que n;; = mj;. En développant par rapport a la j-éme colonne, on a d'une
part

n

Y det(Ar,Ag, .. Ay Hy Ay, A Z; i

D’autre part, d’aprés la question précédente,

d(det)a(H) = tr(*com(A)H) = Z Z hijnj; = Z Z higmi;
i=1j=1 i=1j=1
L’assertion en résultef]

5. Soit f l'application qui envoie z de R dans (fi(z), fo(z),..., fa(z)) € R™.
Alors, f est différentiable et sa différentielle en x est donnée par

Comme F = detof, il suffit d’appliquer la formule de la différentielle d’une
composée : si f est différentiable en a et g est différentiable en f(a), alors go f
est différentiable en a et

d(go fla= dgf(a) odfq.
Par la question précédente, on obtient :

dF; = det(f{(x)v f2($)’ T fn(gc)) B det(fl(x)a fé(x)v - 7fn(x)) ((?)
4 +det(f1(x),f2(a;),...,fn_l(:c),fé(a;)).

2. Cette question peut se traiter directement, sans passer par la formule de la comatrice. Elle
ne fait que traduire le fait que le déterminant est n-linéaire, ce qui permet de développer det(A +
Hi,...,A, + Hy,) en une somme de 2" déterminants, dont n sont linéaires en les H;. On peut voir
cette formule comme un analogue de la formule de la dérivation d’un produit.
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On note f;(x) la j-éme colonne de D;,(z). On remarque que f; est dérivable et
que fj’(as) = fj+1(x), pour 1 < j < n—1. Par la question précédente, D,, est donc
dérivable et sa dérivée est donnée par la formule (©). Comme le déterminant
est alterné, tous les termes du membre de droite s’annulent, sauf le dernier :

T 1 0O ... 0
f;—z 1
X $2 .

D/ (z) = det(fl(x)jfg(x), .. .,fn_l(x),fé(x)) =5 o z =~ 0
: : - .0
" xnfl 382
n (n-1)! 2T 1

En développant par rapport a la derniére colonne, on trouve : D] () = Dy,—1 ().
Or, Dy(x) =z et Dg(0) = 0 pour tout k£ (on reconnait une matrice triangulaire
avec des zéros sur la diagonale, donc de déterminant nul). Il en résulte que
Dy (z) =a"/nl.

Remarque. On peut retrouver de fagon directe les résultats des questions 2) et 3) en
appliquant la formule donnant I’expression de la différentielle en fonction des dérivées

partielles.

Exercice 115 (La matrice non inversible la plus proche de chez vous!)
On considére l'espace .#,(R) muni de la norme quadratique Ny comme dans
Lexercice[67] On note Sing,, := .#,(R)\ GL,(R) I'ensemble des matrices singuliéres
de 4, (R).
Soit A une matrice inversible de ., (R). Le but de I'exercice est de montrer
que pour tout M € Sing,,,

Na(A-M) > VA,

oll A, est la plus petite valeur propre de A'A, puis de fournir un cas d’égalité.

1.

Soit p un projecteur orthogonal de rang 1 de l'espace euclidien R™ et s un
endomorphisme autoadjoint.

(a) Montrer que dans toute base orthonormée (e;) de R", les coefficients
diagonaux de la matrice de p dans la base (e;) sont positifs.

(b) En déduire que tr(pos) > Ay, oit A,, = min Spec(s).

(c) Soit f,, un vecteur propre de s pour la valeur propre minimale \,. Mon-
trer que 1’égalité est atteinte si p est la projection orthogonale sur Rf;,.

Soit N une matrice telle que N = '“NN. Montrer que N est une matrice de
projection orthogonale.

3. Montrer qu’il existe une matrice M de Sing,, telle que No(A—-M) est minimale.

4. Montrer par le théoréme des extrema liés que N := MA™! est un projecteur

orthogonal de rang n — 1.
Montrer que No(A — M)? = tr ((I, - N)A’A) et conclure.
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Soluce
1. (a) Dans l'espace euclidien R™ muni de son produit scalaire canonique (, ),
on note (g;), 1 < ¢ < n, une base orthonormée dans laquelle p a pour
matrice diag(0,...,0,1). Comme p est un endomorphisme orthogonal,
p(x) = (x, gn)gn- Soit (e;) une base orthonormée quelconque de R™. On
peut écrire

n
p(ei) = (€, gn)gn = (€, 9n Z In-€5)€

Le i-iéme coefficient diagonal de la matrice de p dans la base (e;) est donc
(€is gn){gn €i) = <€i7gn>2 2 0.

(b) Comme s est autoadjoint, il existe une base orthonormale ( fz) dans la-
quelle s est une matrice diagonale diag(A1,...,\y), avec A\; 2 Ao 2 -+ 2 \y,.

Soient «a;, 1 < ¢ < n, les coefficients diagonaux de p dans la base ( fi)-
Puisque p est un projecteur de rang 1, tr(p) = 1. Comme «; > 0, il vient

tr(pos) = > ;) > Antr(p) = M.
i=1

(c¢) Dans la formule précédente, I’égalité peut étre atteinte pour a; = d;p,, 00 §
est le symbole de Kronecker. Si p est 'endomorphisme dont la matrice
dans la base (f;) est diag(0,...,0,1), I'égalité est bien obtenue, et p est
la projection orthogonale sur Rf,.

2. Tout d’abord, N est symétrique puisque "NN Dest. Elle vérifie de plus N? = NN =
!NN = N, donc c’est une matrice de projection. Comme N est symétrique réelle,
ses sous-espaces propres sont orthogonaux, et c¢’est donc bien une projection
orthogonale.

3. Montrons qu’il existe un M dans Sing,, qui minimalise No(A — M). En effet, si
on fixe My quelconque dans Sing,,, trouver ce M dans Sing,, revient a trouver
M dans Sing,, intersecté avec la boule fermée B (pour Ng) de centre A et de
rayon No(A —-Mj). Comme C := Sing,, NB est un fermé borné, c’est un compact
et donc le minimum de la fonction continue sur C : X = Na(A —X) est atteint.

4. Notons que minimaliser No(A — X) revient a4 minimaliser No(A - X)? c’est-a-
dire tr (t(A - X)(A - X)), plus agréable & manier, sur 'ensemble fermé Sing,, =
{X e #,(R), det(X) = 0}. Par le théoréme des extrema liés, on sait qu’il existe
un réel A (appelé multiplicateur de Lagrange), tel que la différentielle en M de

L(X) :=tr ("(A - X)(A - X))-Adet(X) = tr(‘AA) -2 tr("AX) +tr("XX) -\ det(X)

est nulle. Le calcul donne, comme dans I'exercice que pour tout H :
~ 1 ~
0 = dyL(H) = -2tr(*AH)+2 tr("MH) -\ tr(MH) = —2tr ((t(A -M) + 5AM)H) ,

ot M est la transposée de la comatrice de M. Comme cette égalité est valable
pour toute matrice H , il vient que t(A -M)+ %)\I\N/I =0 car la forme bilinéaire
tr(XY) est non dégénéreée.

On sait par hypothése que M est de rang r < n. Si par 'absurde, r < n—1, alors
M = 0 car, dans ce cas, chaque mineur de taille (n—1) est nul, et donc A =M,
ce qui est absurde car A est inversible et M ne ’est pas. Donc r=n — 1.
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En multipliant 'égalité obtenue par M et en notant que MM = det(M)I,, = 0,
il vient *(A = M)M = 0. On a alors en posant N := MA™! :

INN = A TTIMMA ! = PA T PAMA = MA™L = N,

Donc, par 2), N est bien un projecteur orthogonal, de méme rang que M, c’est-
a-dire n — 1.

5. On a montré précédemment que ‘MM =*AM. Il en résulte que

No(A-M)? = tr ("(A-M)(A-M)) = tr(‘AA) - 2tr("AM) + tr("MM)
=tr("AA) —tr("'AM) = tr ("A(A-M)) =tr ((A-M)‘A)
=tr((I, -N)A*A).

Comme N est un projecteur orthogonal de rang n — 1, I,, - N est un projec-
teur orthogonal de rang 1. L’inégalité No(A — M)2 > ), résulte de la question
1b), oit A\, est la plus petite valeur propre de A*A. On voit que I'inégalité
est bien optimale car 1’égalité est atteinte, par 1c), lorsque I,, — N est la ma-
trice de projection orthogonale sur Ruv,, ol v, est le vecteur propre pour la
valeur propre A, c’est-a-dire, pour M = NA, ou N est la matrice de projection
orthogonale sur (Ruvy,)*.

Remarque. On sait que GL,(R) est un ouvert de l'espace vectoriel normé ., (R).
On sait donc que pour A fixé dans GL,,(R), il existe une boule ouverte, pour la norme
Ns incluse dans GL,(R). On connait maintenant le rayon maximal de la boule; il
s’agit de la racine carrée de la plus petite valeur propre de AYA, qui est aussi la
racine carrée de la plus petite valeur propre de ‘AA, puisque AB et BA ont méme
spectre. Ce rayon est donc la plus petite valeur propre de la matrice symétrique
définie positive de la décomposition polaire de A.

Si la norme choisie sur l'espace des matrices réelles est la norme [||. ||, subor-
donnée a la norme quadratique, les choses sont un peu plus simples, grace au ca-
ractére sous-multiplicatif de la norme. On voit que la distance de A & Sing, est
égale a H|A‘1H|;1, qui est aussi /A, dans l’exercice, voir I’épreuve 2 de 1’agrégation
interne/CAER 2018, question 16.
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Chapitre 15

Annexe. Mémento sur
I'interversion des limites

La cave a Boiwvin

15.0.1 Notations et préliminaires

Suites de fonctions, séries de fonction

On résume ici tous les résultats a retenir sur les différents types de convergence
de suites de fonctions.

Dans les tableaux, on distinguera les hypothéses portant sur la fonction f, de
celles portant sur la suite de fonctions (f)nen-

On notera également f la limite de la suite (fy).

Intégrales 4 paramétres

On considére la fonction f, définie sur X x T, o X et T sont des intervalles de R.
On pose F(z) = [} f(z,t)dt, et t — I(t) = lim f(z,1).

xr—a
On note enfin D, la fonction de domination : Vx € X, |f(x,t)| < D(¢).

Intégration sur un intervalle

On résume ici les hypothéses du Théoréme de Convergence Dominée (TCD),
permettant la permutation limite/intégrale ; ainsi que 'Intégration Terme a Terme
(ITT), sur la permutation somme infinie/intégrale.

On note f = nl_l)IPoo Jn, et S=210%0 fa-

On rappelle la définition :

Définition. Une fonction f est continue, resp. €%, par morceaux sur le segment
[a,b] s7il existe une subdivision finie a = ag < -+ < a,, = b, telle que les restrictions
de f a chaque intervalle ouvert ]a;, a;+1[ admettent un prolongement continu, resp.
€%, a Vintervalle fermé [a;, a;.1].

Une fonction f est continue, resp. €%, par morceaux sur lintervalle I si f est
continue, resp. €¥, par morceaux sur tout segment [a,b] inclus dans 1.
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15.0.2 Les tableaux d’interversion

Suites de fonctions

Caracteére Objet Continuité Li- | CV vers f Résultat
Domaine mite
lim sur | Fonction f, lim f,, existe
r—a a . . . .
vois. de a hz?l n1—1>r-il-’loo fn - nl—l}-Poo hg.n f’n
= . CVU
aeR Suite (fn)n fn ——
n—>+0oo
Continuité | Fonction f, (x) fn continue
sur ouvert f est continue sur ouvert
. CVU
Suite (fn)n fn m .f
Intégration | Fonction f,, fn continue ,
sur [a;b] p.m nl_;}r}loo [, fn(z)dz
fa 7L1—i>I-Poo fn(x)dx
. CVU
Suite (fn)n fn m’ f
Dérivation | Fonction f,(x) fn est C1 (CVS en un pt xg
suffit)
cvs Y
sur ouvert | Suite (f,)n fn f ( lim fn) = lim f]
n—+oo n—+oo n—+o0o
C .
Suite (f")n Ny (CVU si I borné)
n—+oo
Fonction f, fn de classe CP | (CVS sur un pt
Zo Vi)
e . CVS
Dérivation | Suite (fn)n fo——f
. n—+oo .
p fois Vie[l;p],
. CVS . @) . i)
sur ouvert | Suite (f))n T —— g ( lim fn) = lim fy
n—>+00 n—>+00 n—+oo
- - - cvs
Suite (fr(Lp 1))n (P~ Al (CVU sur un borné)
n—+oo
gp-1
. CcVU
Suite (f)n I 9
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Séries de fonctions

Caractére Objet Continuité Li- CV vers f Reésultat
Domaine mite
lim sur | Fonction f, lim existe lim Y55 fx
vois. de a
= n " CVU o 1.
aeR k=0 fx Lo S —>f :ZLoh;nfk
Continuité | Fonction f, fn continue >, [n continue
sur ouvert
CVU
Ynln Yntn ot f
Inté[gration Fonction f,, fn continue nl—i}-i-noo f[a;b] Yoo Jr(z)d
sur [a;b
CVU oo
Yo fn >nfn m’f :f[a;b] ZZ:Ofk(x)dw
Fonction f, fn est C! (CVS en un pt z¢ suffit) (sz(’) fk(x)),
Dérivation
cvs 0o
sur ouvert | X fn X fn(2) e f(x) = Yo fr(@)
> >n ) L:% g (CVU sur un borné)
n—>+oo
Fonction f,(z) fn continue et | (CVS sur un pt zq V)
P
Dérivation | Y f, > fu(z) % f(x) Vie[1;p],
p fois
CVsS oo (@)
sur owvert | 3/, S f(@) g (@) | (s £e) " (@)
o = Ti% A (@)
> P Yo fn(@) —— gp-1(2)
> f,(Lp) > f,(Lp) VY, 9p (CVU sur un borné)

n—>+0o
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Intégrales 4 paramétres ‘

Caractére Objet Continuité Intégrabilité Résultat
Domaine
x> f(x,t) continue sur X V¢ F(z) = [ f(z,t)dt
Continuité t f(z,t) c. p.m.sur T Va est bien définie et
sur X t— D(t) c.p.m.sur T intégrable sur T est continue
lim sur un t— f(x,t) c.p. m. Vx
vois. de a lim f(x,t) =1(1) c. p. m. Jr f(z,t)dt —
B Jrl(t)dt
aeR t—D(¢) c. p. m. intégrable sur T
t— f(x,t) c. p. m. intble sur T Vz
0
Dérivation t 6—f(m,t) c.p.m. V& F est Cl,
x
sur X x - %f(a;, t) continue V¢t et F'(z) =
Jr 2 f(=,t)dt
t— D(t) D c.p.m. domine =~ f | intégrable sur T
Vke[O;n-1], t— c.p. m. vV intble sur T Vz
k
(;Sxikf(fﬁ t)
Dérivation t— (;;—nf(x,t) c.p. m. Vx F est C",
d’ordre n sur | z (s‘i—mf(ac,t) continue V¢t et F (z) =
X Jo 2 f(z, t)dt
t— D(t) D c.p.m. domine %f intégrable sur T
’ Intégration sur un intervalle ‘
’ Théoréme \ Objet \ IntégrabilitéConvergence \ Résultat ‘
Interversion Suite (fn)n fn SN f f est intégrable, et
suite/intégrale e
(CVU) Fonction f, c.p.m f c.pm lim [} f(t)dt = [; f(¢)dt
n—+oo
Intervalle I
borné
. . CVS c
Interversion Suite (fn)n fo(z) —— f(x) f est intégrable, et
suite/intégrale e
(TCD) Fonction f, intégrable| f continue par mor- | lim [} fu(t)dt = f; f(¢)dt
c.p.m ceaux e
Fonction domi- | intégrable,
nante g : I - | c.p.m
R-I-
. ) . n CVU -
Interversion sé- | Suite Yoo fe —— S S est intégrable, et
rie/intégrale (Xh-o0 f&), e
(CVU) Fonction f, intégrable| S continue par mor- | [;S(¢t)dt =X, [; fn(t)dt
c.p-m ceaux
Intervalle I
borné
. ) . n CVs .
Interversion sé- | Suite Yieo fu(z) —— S est intégrable, et
e n n—+oo
rie/intégrale (Xh-o0 fe), S(x)
(TCD séries) Fonction f, intégrable,| S continue par mor- [iS@®)dt =%, [; fo(t)dt
c.p.m ceaux
Série convergente
220 Jilfn ()| dt
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Théorémes de Fubini

Théoréme d’interversion Objet Convergence Résultat
Interversion de séries | série (X% “m,n)m absolument convergente Yoy Tomoo Um,n
doubles uy, , série (Z;’,f:o “myn)n absolument convergente = o U

Intégration de f(x,y) - [ |f(x,y)|dy | existe et intégrable sur X | [y [y f(z,y)dyda
sur un rectangle X xY | y+ [(|f(z,y)|dz | existe et intégrable sur Y | = [y, [y f(z,y)dzdy

15.0.3 Extension des hypothéses et contre-exemples

Extension des hypothéses :

On peut généraliser la plupart des propriétés vues dans tous ces tableaux en chan-
geant 1" espace d’arrivée R ou C par un espace métrique complet (pour les problémes
d’échange de limites, ou de continuité), et par un espace de Banach pour tout ce qui
concerne les séries et 'intégration.

Dans le tableau d’intégrales a paramétres, si 'espace de départ X est un ouvert de
C, on peut remplacer dérivable par holomorphe dans un voisinage de = € X (dans
I'hypotheése et dans le résultat).

Contre-exemples importants :

Suites de fonctions, limites et continuité.

Soit fp(z) = 2" sur [0,1]. On a limy i frn(x) = g1, 00t § est le symbole de
Kroenecker. On voit que (f,) est une suite de fonctions continues sur [0,1] qui
converge vers une fonction non continue. Ceci est lié a la convergence non uniforme
de f,(z) sur [0,1]. De méme, on a

lim lim fo(z)=0%1= lim lim f,(z).
r—1"n—>+o0 n—-+oo r—1-

Suites de fonctions, intégration.
Soit f,, la fonction définie sur R* par

0 siz¢[n,n+1]
fo(z) =1 4x-4n sizel[n,n+i]
~dx+4n+4 size[n+3,n+1]

Alors, pour tout z, limy,, 00 frn(z) =0 et f0+°° limy,, 400 frn(x)dx = 0. Or, 0+°° fn(z)dx =
1, et donc limy,— +e0 j0+°° fn(z)dz = 1. Ceci est lié a la convergence non uniforme de
fn(x) vers 0 sur R*.

Intégrales & parametres, continuité.
Soit f(x,t) la fonction définie sur [0, +oo[? par f(z,t) = ze*. La fonction f est
bien continue sur [0,+oo[2. Soit F(z) = [, f(x,t)dt. On a
+00

F(0)=0, et siz+0,F(x) = [—e_xt]o =1,



276 CHAPITRE 15. ANNEXE. MEMENTO SUR L’INTERVERSION DES LIMITES

donc F n’est pas continue en 0. Cela est lié au fait que f(x,t) ne posséde pas de
fonction dominante D(t) intégrable sur [0, +oo].

Intégration sur un intervalle, échange de limites.
Soit T = R*, f.(t) = n®te™™. On a pour tout t € I, lim,_ 00 fn(t) = 0, et donc
Jo T limyohoo fo(t)dt = 0. Or, —(nt +1)e™™ est une primitiveﬂ de f,(t), et donc :

+00 + 00

. _ . _ —nt1to _ . _ _ .
lim ; fu(t)dt = nlil}lw[ (nt+1)e ]0 lim 1=1+0 ; nligrlw fa(t)dt.

n—+oo n—+oo

Cela est lié¢ au fait que f,(t) ne posséde pas de fonction dominante g(t) intégrable
sur 1.

Fubini pour les séries.
Soit Uy, n la suite définie par

1 sim=n
Ump = _W+m sim<n
0 sim>n
On a d’une part,
> 1 PR S el , d ioio
Upp =——— —-——+1=——" T onc, Umn = 2,
fowar on 2 2 1—5 n=0m=0
et d’autre part,
oo +oo 1 +00 +00
S = 3 =1 h o 0 done, 5 S =0
=0 nem 2 m=0n=0

Ceci est li¢ au fait que la série en n de terme général ¥ i) [umn| = 2 — 5+ diverge
(elle ne tend pas vers 0).
Fubini- Tonells.
2 2
On regarde la fonction f(x,y) = % sur [0,1]%. On trouve d’abord,

NE

[ e[ g () ) o= faretane

On ne peut donc pas échanger les intégrales, puisque f(y,z) = —f(z,y) et donc

fol(folf(x,y)dx)dy:_%

Cela provient du fait que _[01 fol |f(x,y)|dydx = +o0. En effet,

1 1 dud .T _y oY 3 d 1 Yy l‘d ! ]'d
2 o = —_— = .
/(; /0- |f (z,y)|dydx f f (22 + 12)2 yar fo [$2+y2]0 o fo 2 e

1. On peut obtenir cela par une intégration par parties.
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On suppose dans cette partie que f est une fonction 27-périodique.
; 1 ,
On note Sx () () = Zpon en()e™, 0 en(f) = o figom F()e™™ .

On note XN(f) = M

On définit également la norme ||-||, sur 'espace des fonctions de carré intégrable

1
. 2 2
comme suit : ||g||5 = %[[0;27@ lg(¢)|” dt.

Théorie de Fourier

Théoréme Objet Continuité et dérivabilité de f Résultat
Parseval série (Sn) f de carré intégrable sur [0, 27] IIf - SN||; —0,
serie (o lenl) 2% leal” = 111113
Dirichlet série (Sn) f de classe C} . Sn(z) — % (f(z*)+ f(z7))
Conv. normale série (Sn) f continue et de classe Cll)_m_ SN EAN f
Fejér suite (Xx) f continue PN R f
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