
Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2011Devoir 1 - Merredi 6 juillet 2011Durée : 2 heures 30 minutes� Ce sujet omporte 3 pages.� Les parties A et B sont indépendantes.� La partie A traite de ertaines propriétés des raines d'un polyn�me à oe�ients réels ouomplexes. Les trois questions omposant ette partie sont indépendantes.� La partie B étudie la fatorisation d'un polyn�me partiulier dans l'anneau des polyn�mes àoe�ients dans le orps �ni à p éléments. La question 1 traite quelques as partiuliers. Lesquestions 3 et 4 utilisent un résultat démontré dans la question 2.Partie A. Loalisation des raines d'un polyn�me à oe�ients om-plexes1. Raines d'un polyn�me partiulier et de ses polyn�mes dérivésOn onsidère dans toute ette question le polyn�me P = X4 + 2
3X

3 −X − 2
3 appartenant à l'algèbre

C[X] des polyn�mes à oe�ients dans le orps C des nombres omplexes.(a) Véri�er que le polyn�me X3 − 1 divise P dans C[X] puis en déduire les raines omplexes de P .(b) Véri�er que P ′
(

1
2

)

= 0 puis déterminer les raines omplexes de P ′.() Sur un graphique représentant le plan omplexe (unité : 6 m), représenter les polygones onvexes
P0 (respetivement P1) de sommets les raines de P (respetivement P ′).(d) Déterminer les raines des polyn�mes dérivés P (2) et P (3) et les indiquer sur le graphique.2. Une majoration de Cauhy du module des rainesOn désigne par P le polyn�me unitaire de degré n (n entier, n > 2)

P = Xn +
n−1
∑

k=0

akX
k = Xn + an−1X

n−1 + . . .+ a1X + a0dont les oe�ients a0, . . . , an−1 sont des nombres omplexes.On suppose qu'au moins un des oe�ients ak est non nul et on note A = max
k=0,...,n−1

|ak| le maximumdes modules des oe�ients a0, . . . , an−1 de P .On souhaite établir la majoration suivante du module des raines du polyn�me P :
|z| < 1 +A pour toute raine z de P . (⋆)On note f la fontion rationnelle réelle dé�nie par

f(x) =
1

xn

n−1
∑

k=0

|ak|x
k =

|an−1|

x
+ . . .+

|a0|

xn
.(a) Justi�er que f est stritement déroissante sur ]0;+∞[ et que l'équation f(x) = 1 admet uneunique solution sur ]0;+∞[.Cette solution sera notée r dans la suite.(b) Montrer que, pour tout nombre omplexe non nul z :

|P (z)− zn| 6 |z|nf (|z|)puis en déduire que toute raine omplexe z de P véri�e |z| 6 r.1



() Justi�er suessivement les inégalités
f(x) 6 A×

1−
1

xn

x− 1
pour tout réel x > 1et f(1 +A) < 1.(d) Déduire de e qui préède la majoration (⋆).3. Enveloppe onvexe et raines des polyn�mes dérivésOn onserve ii les notations de la question 2 :

P = Xn +
n−1
∑

k=0

akX
k = Xn + an−1X

n−1 + . . .+ a1X + a0est un polyn�me de degré n, n > 2, à oe�ients omplexes.On note z1, . . . , zn ses raines dans C (omptées ave multipliité).(a) (i) Justi�er que le baryentre du système pondéré {(z1; 1), . . . , (zn; 1)} est le nombre omplexe
ω = −an−1

n
.(ii) Montrer que, pour tout entier k, 0 6 k 6 n − 1, l'isobaryentre de l'ensemble des raines(omptées ave multipliité) du polyn�me dérivé P (k) est le nombre ω.(b) Montrer, par réurrene sur n, que

P ′ =

n
∑

k=1

n
∏

j=1
j 6=k

(X − zj)puis en déduire que
P ′

P
=

n
∑

k=1

1

X − zk
.() Soit a une raine du polyn�me dérivé P ′. Démontrer que

P (a) = 0 ou n
∑

k=1

a− zk

|a− zk|
2 = 0.(d) Montrer que toute raine du polyn�me P ′ appartient à l'enveloppe onvexe (l'ensemble desbaryentres à oe�ients positifs) des raines de P .Partie B. Fatorisation d'un polyn�me sur le orps à p élémentsDans ette partie, la lettre p désigne un entier naturel premier.On note Fp le orps Z/pZ = {0, . . . , p− 1} à p éléments.L'objetif de ette partie est d'établir une fatorisation dans l'anneau Fp[X] du polyn�me

Q = X4 + 1.On pourra utiliser la version suivante du petit théorème de Fermat. Dans le orps Fp, pour toutélément x non nul :
xp−1 = 1.2



1. Exemples de fatorisation(a) Justi�er qu'un nombre premier p di�érent de 2 véri�e p ≡ 1 (mod 4) ou p ≡ 3 (mod 4).(b) On suppose ii p = 2. Justi�er que Q = (X + 1)4 est la fatorisation en produit de fateursirrédutibles du polyn�me Q dans F2[X].() On suppose ii p = 3. Véri�er que Q = (X2 +X − 1)(X2 −X − 1) dans F3[X] et que Q n'admetpas de raine dans F3.(d) On suppose ii p = 5. Véri�er que Q = (X2 + 2)(X2 − 2) dans F5[X] et que Q n'admet pas deraine dans F5.2. Caratérisation des arrés dans Fp si p > 2On suppose dans toute la suite que p est stritement supérieur à 2.On note Cp l'ensemble des éléments de Fp qui sont des arrés : Cp = {

x2 : x ∈ Fp

}.On note C∗
p l'ensemble des éléments non nuls de Cp : C∗

p =
{

x2 : x ∈ Fp, x 6= 0
}.Le but de ette question est de démontrer la aratérisation suivante. Pour tout x dans Fp :

x ∈ C∗
p ⇐⇒ x

p−1

2 = 1. (⋆⋆)(a) Justi�er l'équivalene
x2 = y2 dans Fp ⇐⇒ x = ±y dans Fp.(b) En utilisant le nombre d'antéédents de haque image par l'appliation

Fp −→ Cp : x 7−→ x2,justi�er que l'ensemble C∗
p ontient exatement p−1

2 éléments.() On note R le polyn�me R = X
p−1

2 − 1 dans Fp[X].Justi�er que tout élement de C∗
p est une raine de R.(d) En utilisant le nombre de raines de R, démontrer l'équivalene (⋆⋆).3. Le as p = 4m+ 1On suppose ii que p est un entier de la forme 4m+ 1 ave m entier naturel.(a) Justi�er que −1 appartient à l'ensemble C∗

p .(b) En déduire qu'il existe un élément a dans Fp tel que
Q = (X2 + a)(X2 − a).() Démontrer que Q = X4 + 1 admet une raine dans Fp si et seulement si l'entier m est pair.4. Le as p = 4m+ 3On suppose ii que p est un entier de la forme 4m+ 3 ave m entier naturel.(a) Véri�er que tout élément x de F

∗
p véri�e
x

p−1

2 = 1 ou x
p−1

2 = −1.(b) Justi�er l'équivalene
2 ∈ C∗

p ⇐⇒ −2 /∈ C∗
p .() En déduire qu'il existe un élément a dans Fp tel que

Q = (X2 + aX + 1)(X2 − aX + 1) ou X4 + 1 = (X2 + aX − 1)(X2 − aX − 1).(d) Démontrer que Q = X4 + 1 n'admet auune raine dans Fp.3


