
Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2011Éléments de orretion du Devoir 1 - juillet 2011Partie A. Loalisation des raines d'un polyn�me à oe�ients om-plexes1. Raines d'un polyn�me partiulier et de ses polyn�mes dérivés(a) P = X4+2
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(d) Les raines de P (2) = 12X2 + 4X sont 0 et −1
3 et la raine de P (3) = 24X + 4 est −1

6 .2. Une majoration de Cauhy du module des raines(a) Sur ]0;+∞[, les fontions x 7→
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xk sont stritement déroissantes (si an−k 6= 0) ou onstantes(si an−k = 0) et l'une au moins d'entre elles est stritement déroissante. Don leur somme f estune fontion stritement déroissante. 1



La fontion f est ontinue sur et intervalle et véri�e lim
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x>0

f(x) = +∞ et lim
x→+∞
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k = |z|nf (|z|) .Si z est une raine non nulle de P , alors |P (z)− zn| = |zn| don |z|n 6 |z|nf (|z|) ou enore

f (|z|) > 1 don |z| 6 r puisque f est stritement déroissante et f(r) = 1.() Pour tout réel x > 1 :
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< 1.(d) Si z est une raine non nulle de P , on a |z| 6 r. Or f(1+A) < 1 = f(r) don 1+A > r (toujoursla (strite) déroissane de f ). D'où l'inégalité |z| < 1 +A.3. Enveloppe onvexe et raines des polyn�mes dérivés(a) (i) Le baryentre du système pondéré {(z1; 1), . . . , (zn; 1)} est (ave la notation habituelle surla somme des raines) le nombre 1
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Partie B. Fatorisation d'un polyn�me sur le orps à p éléments1. Exemples de fatorisation(a) Un nombre premier p di�érent de 2 est impair don véri�e p ≡ 1 (mod 4) ou p ≡ 3 (mod 4).(b) Dans F2[X], on a (X + 1)4 = X4 + 4X3 + 6X2 + 4X + 1 = X4 + 1 = Q et le polyn�me X + 1est irrédutible (ar de degré 1).() Dans F3[X], on a (X2 +X − 1)(X2 −X − 1) = X4 − 3X2 +1 = X4 +1 = Q et auun des deuxfateurs ne s'annule sur F3.(d) Dans F5[X], on a (X2 + 2)(X2 − 2) = X4 − 4 = X4 + 1 = Q et auun nombre dans F5 n'admet
−2 ou 2 omme arré.2. Caratérisation des arrés dans Fp si p > 2(a) x2 = y2 ⇔ (x+ y)(x− y) = 0 ⇔ x+ y = 0 ou x− y = 0(b) L'appliation indiquée est surjetive. Le nombre 0 admet un unique antéédent (0) et les élémentsde C∗

p admettent exatement deux antéédents d'après e qui préède (x 6= −x ar p 6= 2). Il y a
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p , alors il existe a dans Fp tel que a2 = 2 et dans e as
(X2 + aX + 1)(X2 − aX + 1) = X4 + (2− a2)X2 + 1 = X4 + 1 = Q.Sinon,−2 ∈ C∗
p et il existe a dans Fp tel que a2 = −2 et
(X2 + aX − 1)(X2 − aX − 1) = X4 − (2 + a2)X2 + 1 = X4 + 1 = Q.(d) Il su�t de montrer que les fateurs de Q de degré 2 ne possèdent pas de raine dans Fp.� Si a2 = 2, Q = (X2 + aX + 1)(X2 − aX + 1) et haun des fateurs a pour disriminant(ommun) ∆ = (±a)2 − 4 = a2 − 4 = −2 /∈ C∗

p don n'admet pas de raine.� De même, si a2 = −2, Q = (X2 + aX − 1)(X2 − aX − 1) et haun des fateurs a pourdisriminant (ommun) ∆′ = (±a)2 + 4 = a2 + 4 = 2 /∈ C∗
p don n'admet pas de raine.3
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