
Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2011Éléments de 
orre
tion du Devoir 1 - juillet 2011Partie A. Lo
alisation des ra
ines d'un polyn�me à 
oe�
ients 
om-plexes1. Ra
ines d'un polyn�me parti
ulier et de ses polyn�mes dérivés(a) P = X4+2
3X

3−X−2
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) don
 l'ensemble des ra
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(d) Les ra
ines de P (2) = 12X2 + 4X sont 0 et −1
3 et la ra
ine de P (3) = 24X + 4 est −1

6 .2. Une majoration de Cau
hy du module des ra
ines(a) Sur ]0;+∞[, les fon
tions x 7→
|an−k|
xk sont stri
tement dé
roissantes (si an−k 6= 0) ou 
onstantes(si an−k = 0) et l'une au moins d'entre elles est stri
tement dé
roissante. Don
 leur somme f estune fon
tion stri
tement dé
roissante. 1



La fon
tion f est 
ontinue sur 
et intervalle et véri�e lim
x→0
x>0

f(x) = +∞ et lim
x→+∞

f(x) = 0 don
 1admet un unique anté
édent r par f sur ]0;+∞[.(b) Pour tout nombre 
omplexe non nul z :
|P (z)− zn| =
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k = |z|nf (|z|) .Si z est une ra
ine non nulle de P , alors |P (z)− zn| = |zn| don
 |z|n 6 |z|nf (|z|) ou en
ore

f (|z|) > 1 don
 |z| 6 r puisque f est stri
tement dé
roissante et f(r) = 1.(
) Pour tout réel x > 1 :
f(x) =

|an−1|

x
+ . . .+

|a0|

xn
6 A
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+ . . .+
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=
A

x
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1−
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1
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1− 1
x

= A×
1−

1

xn

x− 1
.Puis (ave
 x = 1 +A > 1) : f(1 +A) 6 A×

1−
1

xn
A = 1−

1

(1 +A)n
< 1.(d) Si z est une ra
ine non nulle de P , on a |z| 6 r. Or f(1+A) < 1 = f(r) don
 1+A > r (toujoursla (stri
te) dé
roissan
e de f ). D'où l'inégalité |z| < 1 +A.3. Enveloppe 
onvexe et ra
ines des polyn�mes dérivés(a) (i) Le bary
entre du système pondéré {(z1; 1), . . . , (zn; 1)} est (ave
 la notation habituelle surla somme des ra
ines) le nombre 1

n

n
∑

k=1

zk =
1

n
σ1 =

1

n
×

−an−1

1
= ω.(ii) Le raisonnement pré
édent montre que l'isobary
entre de l'ensemble des n − 1 ra
ines dupolyn�me dérivé P ′ = nXn−1+(n−1)an−1X

n−2+. . .+a1 est le nombre 1
n−1×

−(n−1)an−1

n =
ω. Une ré
urren
e sur k permet de 
on
lure.(b) On dérive le produit P =

n
∏

k=1

(X − zk) des n fa
teurs X − zk. On a alors
P ′

P
=

n
∑

k=1

∏n
j=1
j 6=k

(X − zj)

∏n
k=1 (X − zk)

=
n
∑

k=1

1

X − zk
.(
) Soit a une ra
ine du polyn�me dérivé P ′. Si a est une ra
ine de P , alors P (a) = 0. Sinon a estun zéro de la fra
tion rationnelle P ′
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2 .d'où la 
on
lusion par 
onjugaison 
omplexe.(d) Une ra
ine a du polyn�me P ′, qui n'est pas ra
ine de P , véri�e ck = 1

|a−zk|2
> 0 pour tout k.Don


a =

∑n
k=1 ckzk

∑n
k=1 ck
e qui exprime a 
omme bary
entre à 
oe�
ients positifs des ra
ines de P .2



Partie B. Fa
torisation d'un polyn�me sur le 
orps à p éléments1. Exemples de fa
torisation(a) Un nombre premier p di�érent de 2 est impair don
 véri�e p ≡ 1 (mod 4) ou p ≡ 3 (mod 4).(b) Dans F2[X], on a (X + 1)4 = X4 + 4X3 + 6X2 + 4X + 1 = X4 + 1 = Q et le polyn�me X + 1est irrédu
tible (
ar de degré 1).(
) Dans F3[X], on a (X2 +X − 1)(X2 −X − 1) = X4 − 3X2 +1 = X4 +1 = Q et au
un des deuxfa
teurs ne s'annule sur F3.(d) Dans F5[X], on a (X2 + 2)(X2 − 2) = X4 − 4 = X4 + 1 = Q et au
un nombre dans F5 n'admet
−2 ou 2 
omme 
arré.2. Cara
térisation des 
arrés dans Fp si p > 2(a) x2 = y2 ⇔ (x+ y)(x− y) = 0 ⇔ x+ y = 0 ou x− y = 0(b) L'appli
ation indiquée est surje
tive. Le nombre 0 admet un unique anté
édent (0) et les élémentsde C∗

p admettent exa
tement deux anté
édents d'après 
e qui pré
ède (x 6= −x 
ar p 6= 2). Il y a
p− 1 éléments non nuls dans Fp don
 p−1

2 éléments dans C∗
p .(
) y ∈ C∗

p ⇒ y = x2 ⇒ y
p−1

2 = xp−1 = 1 don
 R̃(y) = 0.(d) Le nombre de ra
ines de R dans Fp est inférieur ou égal au degré p−1
2 . Don
 toute ra
ine de Rest un élément de C∗

p et les ra
ines de R sont les éléments de Fp véri�ant x p−1

2 = 1.3. Le 
as p = 4m+ 1(a) On a p−1
2 = 2m don
 (−1)

p−1

2 = (−1)2m = 1 don
 −1 ∈ C∗
p .(b) Soit a dans Fp tel que a2 = −1 (l'existen
e vient de 
e qui pré
ède). Alors

(X2 + a)(X2 − a) = X4 + (a− a)X2 − a2 = X4 + 1 = Q.(
) Les ra
ines de Q sont les solutions de x2 = a ou de x2 = −a ave
 a2 = −1.Un tel nombre existe si et seulement si a ∈ C∗
p ou −a ∈ C∗

p (a est non nul).Or (±a)
p−1

2 = (±a)2m =
(

(±a)2
)m

= (−1)m est égal à 1 si et seulement si l'entier m est pair.4. Le 
as p = 4m+ 3(a) Pour tout élément x de F
∗
p, le nombre y = x

p−1

2 véri�e y2 =
(

x
p−1

2

)2
= xp−1 = 1 don
 y = ±1.(b) L'entier p−1

2 = 2m+1 est impair don
 (−x)
p−1

2 = (−x)2m+1 = −x2m+1. En appliquant le résultatpré
édent à x = 2, on sait que 2
p−1

2 = 1 ou 2
p−1

2 = −1 une possibilité ex
luant l'autre. Don

2 ∈ C∗

p ⇐⇒ 22m+1 = 1 ⇐⇒ 22m+1 6= −1 ⇐⇒ (−2)2m+1 6= 1 ⇐⇒ −2 /∈ C∗
p .(
) Si 2 ∈ C∗

p , alors il existe a dans Fp tel que a2 = 2 et dans 
e 
as
(X2 + aX + 1)(X2 − aX + 1) = X4 + (2− a2)X2 + 1 = X4 + 1 = Q.Sinon,−2 ∈ C∗
p et il existe a dans Fp tel que a2 = −2 et
(X2 + aX − 1)(X2 − aX − 1) = X4 − (2 + a2)X2 + 1 = X4 + 1 = Q.(d) Il su�t de montrer que les fa
teurs de Q de degré 2 ne possèdent pas de ra
ine dans Fp.� Si a2 = 2, Q = (X2 + aX + 1)(X2 − aX + 1) et 
ha
un des fa
teurs a pour dis
riminant(
ommun) ∆ = (±a)2 − 4 = a2 − 4 = −2 /∈ C∗

p don
 n'admet pas de ra
ine.� De même, si a2 = −2, Q = (X2 + aX − 1)(X2 − aX − 1) et 
ha
un des fa
teurs a pourdis
riminant (
ommun) ∆′ = (±a)2 + 4 = a2 + 4 = 2 /∈ C∗
p don
 n'admet pas de ra
ine.3
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