Préparation a ’agrégation interne de mathématiques - Année 2011
Eléments de correction du Devoir 1 - juillet 2011

Partie A. Localisation des racines d’un polyndéme a coefficients com-
plexes

1. Racines d’un polynéme particulier et de ses polyndmes dérivés

L2 —

(a) P= X4+%X3—X—% = (X3-1) (X + %) donc I’ensemble des racines de P est {—%; 1,5 = el?;]}

(b) P'(3)=4(2)°+2(2)’ ~1=1+1—1=0donc P’ est divisible par X — } :
P =4 (X - %) (X2 + X+ %) donc ’ensemble des racines de P’ est {%, _1;”}.
(c¢) Graphique
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(d) Les racines de P = 12X? +4X sont 0 et = et la racine de PB) = 24X + 4 est =

2. Une majoration de Cauchy du module des racines

(a) Sur ]0;+ool, les fonctions x +— m"—g’“' sont strictement décroissantes (si a,—r 7 0) ou constantes

(si ap—x = 0) et 'une au moins d’entre elles est strictement décroissante. Donc leur somme f est
une fonction strictement décroissante.



La fonction f est continue sur cet intervalle et vérifie lim f(x) = +oco et lim f(z) =0 donc 1
z—0 T—4-00

>0
admet un unique antécédent r par f sur |0; +o0].
Pour tout nombre complexe non nul z :
n—1 n—1 n—1
P(2) = 2" = |3 k| < 3 Jar®| = D lanl JalF = J217f (121)
k=0 k=0 k=0

Si z est une racine non nulle de P, alors |P(z) — z"| = |2"| donc |z|"™ < |z|™f (]z]) ou encore
f(Jz]) = 1 donc |z| < r puisque f est strictement décroissante et f(r) = 1.

Pour tout réel x > 1 :
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Puis (avecz =14+ A>1): f(1+A) < AXx Axn :1_(1+A)n<1'

Si z est une racine non nulle de P,on a |z| < 7. Or f(1+A4) < 1= f(r) donc 14+ A > r (toujours
la (stricte) décroissance de f). D’ou l'inégalité |z| < 1+ A.

Enveloppe convexe et racines des polynémes dérivés

(i) Le barycentre du systéme pondéré {(z1;1),...,(z,;1)} est (avec la notation habituelle sur
n
1 1 —an_
la somme des racines) le nombre — Z 2y = —01 = — X Inl _
n— n n 1

(ii) Le raisonnement précédent montre que l'isobarycentre de I'ensemble des n — 1 racines du
polynéme dérivé P’ = nX" 1+ (n—1)ap,—1 X" ?+...+ay est le nombre —15 x w =
w. Une récurrence sur k£ permet de conclure.

n
On dérive le produit P = H (X — zi) des n facteurs X — z;. On a alors
k=1
/ n HJ 1 (X — z])

L J#£k
P 1 Zzl ( — Zk Z X — Zk

Soit a une racine du polynome dérivé P’. Si a est une racine de P, alors P(a) = 0. Sinon a est
. . !
un zéro de la fraction rationnelle % :

n

P a— 2 L —
0= 20 - kza_k-z e

a2zl = la— =

d’ott la conclusion par conjugaison complexe.

Une racine a du polynome P’, qui n’est pas racine de P, vérifie ¢, = m > 0 pour tout k.

Donc N
Zk:1 CkRE

> k1 Ck

ce qui exprime a comme barycentre & coefficients positifs des racines de P.

a =



Partie B. Factorisation d’un polynéme sur le corps a p éléments
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Exemples de factorisation

Un nombre premier p différent de 2 est impair donc vérifie p =1 (mod 4) ou p =3 (mod 4).
Dans Fo[X], on a (X +1)* = X* +4X3 +6X%2 +4X + 1= X*+1=Q et le polynome X + 1
est irréductible (car de degré 1).

Dans F3[X],ona (X2+X —1)(X2-X —-1) = X*-3X?2+1= X"+ 1= Q et aucun des deux
facteurs ne s’annule sur Fj.

Dans F5[X], on a (X2 +2)(X? —2) = X* -4 = X* + 1 = Q et aucun nombre dans F5 n’admet
—2 ou 2 comme carré.

Caractérisation des carrés dans [, si p > 2

) x2:y2<:>(x+y)(x—y):0<:>x+y:00ux—y:0

L’application indiquée est surjective. Le nombre 0 admet un unique antécédent (0) et les éléments
de C; admettent exactement deux antécédents d’aprées ce qui précede (z # —z car p #2). Il y a
p — 1 éléments non nuls dans F), donc p%l ¢léments dans C.

_1 ~
yeC;:y:wQ:ypT = zP~! =1 donc R(y) = 0.
Le nombre de racines de R dans [F), est inférieur ou égal au degré p—;l. Donc toute racine de R

-1
est un élément de C; et les racines de R sont les éléments de IF), vérifiant T = 1.

Le cas p=4m +1

p—

On a p%l = 2m donc (—1)71 = (=1)*" =1donc —1 € C;.

Soit a dans F, tel que a’? = —1 (I'existence vient de ce qui précéde). Alors
(X’+a)(X?—a) =X+ (a—-a)X? -’ =X +1=0Q.

Les racines de @ sont les solutions de 22 = a ou de 2% = —a avec a® = —1.

Un tel nombre existe si et seulement si a € C; ou —a € C; (a est non nul).

Or (:l:a)pT_1 = (+a)®™ = ((£a)?)™ = (—1)™ est égal a 1 si et seulement si I’entier m est pair.

Lecas p=4m+3

_ 1\ 2
Pour tout élément z de F), le nombre y = &7 vérifie y? = (x%> = 2P~1 =1 donc y = +1.

p—1

L’entier p%l = 2m+1 est impair donc (—z) 2 = (—2z)?"H =

—22m*1 En appliquant le résultat
précédent & x = 2, on sait que 2" =1o0u2"s = —1 une possibilité excluant 'autre. Donc
2€C <= 22" = 1= 22" £ 1= (22)""T £ 1 = —2¢ ().
Si 2 € Cp, alors il existe a dans [, tel que a’® = 2 et dans ce cas
(X?+aX+D)(X?—aX+1)=X"+2-aHX*+1=X"+1=0Q.
Sinon,—2 € C; et il existe a dans [, tel que a?=—2et

(X2 4+aX -D)(X?2—aX -1 =X*"-2+)X’+1=X*"+1=0Q.

Il suffit de montrer que les facteurs de () de degré 2 ne possédent pas de racine dans [F),.

~Sia? =2 Q= (X?+aX +1)(X? —aX + 1) et chacun des facteurs a pour discriminant
(commun) A = (+a)? —4 = a® —4 = —2 ¢ C} donc n’admet pas de racine.

~ De méme, si a®> = -2, Q = (X? +aX — 1)(X? — aX — 1) et chacun des facteurs a pour
discriminant (commun) A’ = (+a)?+4=0a?>+4=2¢ C, donc n’admet pas de racine.



a) P=(X°>—-1)(X +2)
racines de P : {—%; g = ei%ﬂ;j}

5 (5 =0
racines de P’ :

i)

c) graphique, Py, Pi

d) racines de P® : {0; _Tl} . racine de P®) : %1

a) f strict. décroissante, continue, TVI

NN | —

b) [P(z) — 2" < [2|" f (|2])
Si z # 0 racine, alors f (|]z]) > 1 donc |2| < r

¢) flz) < A x 2

T
fA+A4) <1 o
d) [z| <ret fA+A) <1l=f(r)=14+A>r

a)i) &=L =y

a) ii) isobarycentre des racines de P’
récurrence

N === == =N =] = =

b) polynéme dérivé de P
expression de P'/P

c)P(a)zOouZﬁzO

d) a barycentre & coefficients positifs

= N ==

Total Partie A
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a) p premier différent de 2 donc impair

b) (X+1)? = X1 4+4X34+6X%2+4X +1=X1+1=Q
X + 1 est irréductible

) (X?+X-1)(X?-X-1)=X*-3X2+1=0Q
pas de racine sur Fg

d) (X?4+2)(X?2-2)=X"-4=X"+1=Q
pas de racine sur Fjy

a) =y’ sr+y=0our—y=0

b) 2+ éléments dans C;

, = R(y) =0

d) nombre de racines de R < p—gl = card(C;)

p—1

) (-7 = (1) =

b)a?=-1= (X’+a)(X°—a)=X"-a’=Q
¢) (£a) z = (=1)™ =1 < m pair

p—1

a)y=ax 2 vérifie y?2 =1
2€C, <= -2¢C;
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c)a?=2= (X?+aX+1)(X?2-aX+1)=0Q
= 2= (X?+aX -1)(X2—aX-1)=Q
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d) pas de racine dans F),

Total Partie B
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