CORRIGE DE I’ EPREUVE DE MATHS1 MP DE I’ECOLE NATIONAL DES PONTS ET CHAUSSES

A NAIMI

A. Questions préliminaires

1. - Par hypothése f est intégrable sur R (et son intégrale sur R vaut 1), et pour tout ¢ € R, le module de la
fonction : & — € f(z) est f ,
par suite la fonction : x — €® f(x) est intégrable sur R, d’ou l'existence de ®¢(t) et donc de la fonction .

- Nous avons pour tout ¢t € R, ®¢(t) = [, h(t,x)dx, ot on a posé h(t,z) = e f(x).
k
La fonction h est continue comme, produit de fonctions continues, de plus pour tout k entier naturel, —— existe

Ok
en tout point (x,t) € R?
, OFh .k . . . .
Ppour tout (z,t) € R®, ——(x,t) = (iz)"h(t,x) et cette derniere fonction est continue comme produit de
z

fonctions continues et elle verifie :
kp
Vo) € R, (S| =lel* £

de plus par hypothese la fonction z — |9c|}€ f(z) est intégrable sur R.

On conclut alors par le théoreme de dérivabilité sous signe intégrale que la fonction ®; est de classe C* sur R
et

VteR, YVkeN o) = / (iz)*e'™ f(z)da
R

En particulier :
vkeN,  @{(0) =i*.a(f).

2. Soit x un réel et n > 1. Notons h la fonction définie sur R, par h(t) = e’*. Cette fonction étant de classe C*° sur
R, donc d’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a cette fonction a 'ordre n — 1 entre 0 et z, on a :

n—1
x™ ||
hao)— S Toptmo)] < FL g ‘h(” ]
()mZ::Om! ()_n.tEI])

ot J est le segment d’extremités 0 et z. Mais pour tout m, A" (0) = i™ et tout t € J, |hM ()] = |ime'| =1,
d’ou l'inégalité demandée.

3. Comme, la fonction t — e~ — ¢~ est dérivable en 0 et sa dérivé en 0 est i(b — a), alors :
6—ita _ e—itb
lim —— =i(b—a),
t—0 t

donc %iH(l) heb(t) = b—a et par suite la fonction h, ;, est continue en 0. D’autre part cette fonction est continue en

tout point de R* car elle est rapport de deux fonctions continues sur R*. Finalement cette fonction est continue
sur R.

4. Soit t € R*, alors |hq ()] = ’fj e*m”d:c’ < fj le=| do = f; dz = b — a. et cette derniere inégalité est valable

pour t = 0. D’ol pour tout ¢ réel,
|hab(t)] < b—a.

+ n . ’ o, .
5. Soit k € N, comme e E k—, est la somme d’une série de nombres réel positifs, alors :

n

k
Vn € N, —|<ek
n!

en particulier :



6. Soit (8,T) € R*xR™. Puisque la fonction t — w est paier, alors f_TT Wdt = 2. foT wdt, mais par le

changement de variable : z = 0t, on a :
/T sin(0t) g — /QT sinxdx.
0 t o

Par suite R(8,T) = 2.5(0T)., et cette derniere égalité est valable pour § = 0, puisque R(0,7) = S(0) = 0. D’ou
V(0,T) € R x RT, R(0,T) =2.8(07).
7. D’apres la question précédente pour tout 7' > 0, on a :

R(x,T) = R(y,T) = 2.(S(=T) = S(yT))

ou encore R(z,T) — R(y,T) = 2. (fomT Si?tdt - nyT Si%dt) pour tout 7" > 0, soit :

T .
t
VT >0, R(z,T)— R(y,T)= 2./ %dt
yT

et compte tenue de la formule : lirf fou Si;‘tdt = 5 et de la parité de la fonction qui est sous l'intégrale, on
U—1T00

peut écrire :

=m,siy=0 et x>0
=-m siy=0-et <0
—m, si y>0etzx=0
lim (R(z,T)— R(y,T)) = m, siy<0 et z=0
Toteo 45)=2msi y<Oet >0
=21, siy>0et <0

0 si zy >0

8. Soit T)0. Alors d’une part, V¢ € [T, T], la fonction  — hg 4(t).€™™*. f(z) est intégrable sur R, par intégrabilité
de la fonction f, d’autre part, la fonction

t o /R I (8).6%. £ ()| d = [has ()] /R F@)da = [has(t)]

est intégrable sur [—T,T], car continue sur ce segment, par suite on peut permuter les intégrales et écrire :

/i (/R ha,b(t)eitwf(z)dx) dt :/R (/TT ha,b(t)e”””f(x)dt> da

. ou encore fTT hap(t) ([g €™ f(a)dx) dt = [ (ITT ha7b(t)e”xdt) f(z)dx . D’on

T T
/ o (£)  (£)dt — / ( / ha,b(t)eitzdt> F(2)da
-T R -T
Or pour tout x € R :

T ) T _it(x—a) _ ,it(z—D) T _ _ o _ T _ — _
/ B () dt :/ e —c dt :/ cost(x — a) ‘ cost(x —b) dt—l—/ sint(x —a) —sint(z — b) it
-T -T it -7 it -T t

et fTT COSt(z*a);COSt(xfb) dt = 0 car la fonction sous I'intégrale est impair, par suite

T T . .
‘ t(z — a) — sint(z — b
Vz € R, / has(t)et®dt = / sint(z —a) = sint(z =b) ,,
e L t

Mais [T sSntleza)zsint@=b) g4 — R(z — a,T) — R(z — b, T). Finalement
T
/ hab ()P (t)dt = / (R(x —a,T) — R(x — b,T)) .f(x)dx.
-T R

Et pour conclure, on va montrer que Tmf Jz (R(x —a,T) — R(z —b,T)) .f(x)de =27 ff f(z)dz.
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10.

En effet soit (7},), une suite de nombres réels strictement positifs divergente vers 400 et montrons que lim

n—-4o0o
Jo (R(z — a,T,) — R(z — b,T,)) .f()de = 27 [ f(x)dx
Notons alors pour tout n € N et pour tout x € R :

hn(x) = (R(IZ? - aaTn) - R($ - ba Tn)) f(:l?) et fn(x) = R(x - aaTn) - R(I - ba Tn)

D’apres le 7), la suite de fonctions (h,,), converge simplement sur R vers la fonction h définie pour tout réel z,
par :
h(x){ 0 sim<qoux>b
2rf(x) six €la,b]

D’autre part,d’apres le 6), on a pour tout n € N et pour tout z € R, f,(x) = 2.(S(z — a)T,) — S((z — b)T,)),
et comme S est continue sur R et admet une limite finie en 400 (qui vaut 7 ) et en —oo (car impaire), elle est
bornée sur R.

Et si on note M =sup |S(T)|, alors pour tout n € N et pour tout z € R, |f,(z)| < 2M et par suite
TeR

VYneN et Vo eR, |hy(x)] <2Mf(x)

et de plus cette fonction (dominante) x — 2M f(z) est positive intégrable sur R .
On conclut alors par le théoreme de convergence dominé que :

lim h dm—/h
n—-4oo

ou encore

b
lim (R(zx —a,T,) — R(x — b,T,)) .f(x)dx = 27r/ f(z)de.

n—-+o0o R

Donc d’apres la caracterisation sequentielle des limites :

b
im [ (R(x—a,T)— R(z — b,T)) f(z)dz = 27 / F)dz

T—+oo Jr

D’ott Tlirf f_TT hap(t)®y(t)dt = 27 f; f(z)dz ou encore

1
li — hap(t)Py(t)dt =
T—lg—loo 27 / o)t / Ut

Soit a,b € R, tels que a(b.
Comme ®; = &, alors

VT>0, 7/ hab ‘I)f 2 / hab d
e

donc compte tenue de la question précédente et par passage a la limite (" — +00), on obtient :

/ab fl@)dx = /abg(x)dx.

Finalement pour tout a < b, ff f(z)dr = f: g(x)dz, donc, pour tous a,b € R,

/ab fz)dx = /abg(x)d:v.

Et si on note pour tout y réel, F(y fo x)dx et G(y fo x)dx, alors par continuité des fonctions f, g sur
R, les fonctions F' et GG sont respectlvement des prlmltlves sur R des fonctions f, g et de plus, d’apres de ce qui
précede, elle sont égales, donc F' = G', d’ou f = g.
w2
La fonction fy est positive, continue en chaque point de R*, d’autre part, lim fo(z) = lim \/%6_7_1‘ =0et
x—0 U— —00 ™

lim fo(z) =0 = fo(0). Ce qui justifie la continuité de cette fonction sur R. D’autre part, puisque cette fonction

r—0~

est nulle sur R~ il suffit de justifier son intégrabilité sur |0, +oo[. En effet,

A _?e
1 e 2

e \/27r. T

A
Ve >0, VA > 0, / folx)dz = dzx.
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12.

Et si € > 0, alors apres le changement de variable : © = In z, on obtient :

/A 1 e_ilnzw ; A 4 —ﬁd
—_ T = ——.e 'z du.
e V2w Y me V2w

Mais d’apres le résultat admis dans ’enoncé :

. J%.e_%du =1
donc par passage & la limite (¢ — 0% et A — +o0 ), on obtient :
T ] ety
0 E x
d’ou (fp étant positive) fy est intégrable sur |0, 4o0[ et +°O fo(xz)dz = 1. On conclue alors que la fonction fj
est intégrable sur R et fR fo(z)dx = 1. et par suite . fy € E

Soient ke N* e >0et A >0,0n a:

dr =1,

_In2?gs

A p A1 e p A1 wls AL 2y,
z%. folx)dz = " —. T = v ez dr = e\ du.
/3 fol) /s Va2r T ~/€ V2m u=lnz /ma V2m

Mais d’apres le résultat admis dans 1’enoncé :

donc par passage a la limite (¢ — 0" et A — +o0 ), on obtient :
+o0 1

0 vV 2

2
d’ott (x — 2 fy étant positive) x — x* fy est intégrable sur |0, +oo et f;oo 2% fo(z)dz = e . Or cette fonction
est nulle sur R, on conclue alors qu’elle est intégrable sur R et que

(k“_*)du —e'T ,

k2
2

ak(fo):/ka.fo(x)dx:e ,

et on remarque que cette formule est valable pour k£ = 0. finalement la fonction f; admet des moments de tous
ordres et pour tout k € N,

K2
ax(fo) = €=
La fonction # — 14 asin(27Inz) est bornée (positive)sur R et lirn+ fo(z) = 0 car fy est continue, donc
z—0
lim ~ fo (x).(1 +asin(2rlnz)) = 0, d’autre part f, est nulle sur R~ et est continue en tout point de R* comme
z—0

produit de fonction continues. Finalement elle est continue sur R. D’autre part, comme elle est nulle sur R,
alors il suffit de justifier son intégrabilité sur ]0, +-oo[. En effet

Vn € N*, /; Sa(x)da = /; fo(x).(1 4+ asin(27 Inx))dx = /; fo(z)dz + a. /; Jo(z) sin(27 Inz)dzx.

Et en effectuant le changement de variable u = Inx (qui est légitime ) :

Inn

V2 lnn

et cette derniere intégrale est nulle puisque la fonction sous 'intégrale est impaire, donc

/ " fulw)de = / " folw)da

Or [, fo(x)dz =1 et fo x)dr = [, fo(x)dx., par suite f, est intégrable sur R et [, fo(z)dz = 1. D’ou
fa€E.
Soit maintenant k£ € N. Alors pour tout n > 1,

E'LL

sin(27u)du

/ Jo(x)sin(2r Inx)dz

/:L 2k fo(x)de = /1" zF fo(z)dz + a. /:L z* . fo(z) sin(2m In z)dz.
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Et en effectuant le changement de variable u = Inx (qui est légitime ) :

Inn

" k . —1,2 .
a. ¥ fo(x) sin(27 Inx)dx = 2% sin(27u)du.
], - dutw)sin =/ (2ru)
Or flfr::l u ez’ sin(2mu)du = Im( inlzn ehue=zv’ e?™idy) et d’apres le résultat admis dans I’enoncé :
/ 6(k+2i7r)u—%u2du _ me%(lﬂ-%ﬂ)z’
R
donc par passage a la limite (n — +00), on obtient :
/+oo lcf( ) . (2 1 )d a. I (/ ku ,—3u? e2imu g ) I ( L (k+2im)?
a. 2" fo(x) sin(2w Inx)dx = m( [ e™e u) =alm (e )
0 V2m R

. 1 N2 112 5.2 o 112 o 2 .. . N
Mais ez (F+2im)7 — g3k =277 g2im — o3h" =27 o donc sa partie imaginaire est nulle. Do :

“+oo
a. / z¥. fo(x)sin(2r Inz)dz = 0

0

et par suite f0+°° ok fo(z)dx = f0+°° x¥ fo(x)dz et comme les deux focntions sous I'intégrale sont nulles sur R™,
alors

ar(fa) = / xk.fa(x)d:r = / xkfo(x)dm = ak(fo)-
R R
. Soit k € N. Comme f > 0, continue, alors

Ve eR, |2 @) = (2" V(@) (e V()

et ces deux fonctions sont continues sur R, et 'inégalité de Cauchy Scwartz donne :

vneN, (/:<|x|" T+ f(x))>2S(/:xz’“f(x)dz)-(/zzz’““f(x)dx)-

Vn € N, (/_: ||+ f(:r)dx>2 < (/_7; x%f(x)dx).(/_: 2?2 f (1) dx)..

De plus f admet des moments de tous ordres, donc par passage a la limite dans cette derniére inégalité, on
obtient le resultat demandé.

. Soit k € N*, alors :

Donc

bor () _ asi(f)7F car bon(f) = as(f) :/x%f(x)dx

2k 2k

)2k

Mais par hypothese 2"(f)2k < M et M)O0, doncaz"(f)% < 2M, par suite 2"(f

bk (f) < ((2k)(2M))*".

< 2M ou encore :

1
Soit maintenant k& € N. et montrons que % < 2M ou bary1(f) < (((2k + 1)(2M))%k+1,

En effet, d’apres le 13), bop11(f) < Clgk(f)%.a@k_l,_g(f)%. mais par hypothese

{ azk(f)} < (2kM))2H)? 1
asksa(f)7 < ((2k +2)M))2k+2) 2

done bop 1 (f) < ((2k)(M))*.((2k+2)(M))F+1 = kF(k+1)FH1(2M)2k 41, Or kR (k+1)FH < (2k+1)F.(2k+1)F+! =
(2k 4+ 1)**1, d’ot
boger(f) < (2k + 1)*FHH(2M) 2 = (((2k + 1) (2M))

. D’ot1 linégalité demandée.
. Soit z,h € R et n > 1.Comme [ admet des moments de tous ordres, alors d’apres le 1), la fonction ®; admet

des dérivées succssives a tout ordre et donc d’apres l'inégalité de Taylore Lagrange appliquée a cette fonction
entre x et x + h a l'ordre n — 1,

W |
oo+ - )| < s 60
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17.

ou J est le segment d’extrimités = et = + h. Mais toujours d’apres le 1) :

vieR, ()= /R (iz)".e" f(z).dz

(") ’ < Jg 2" f(x).dz = by (f), en particulier sup ‘(I)(fn) (t)‘ < b,(f) et par suite
teJ

n—1

h’!n ( )
p(x+h)- > —.2f"(z
m=0

IN
(=l
3
—
=

m/!

D’oti 'inégalité demandée.
Soit « € R. Nous avons, d’apres le 14) : Vn > 1, b,(f) < (2Mn)™, donc

Vh € R, Vn > 1, o<|h| [n”

br, 2Mn .
() < De@Ma) ()
D’autre part, d’apres la formule de Stirling “;;—l,"(QM n)" % et cette derniere suite converge vers 0 si
2M |h|e < 1 ou |h| < 537 Et compte tenue de I'inégalité (*), on a :
1 [n”,
Yh, |h b.(f)=0.
< g0 Glm —ba(f)
Or d’apres la question précédente nous avons
VheR, Yn>1, |®;(z+h)— Z—, (2)] < = bn(f),

donc Vh, |h| <ﬁ, Vn>1, < |}:l#bn(f) et lirJrrl %bn(f) = 0, d’ou par passage

n—1
et h)= 3 v o™ (2)

a la limite (n — +00), on obtient :

1
Vh, |h| <m>q}f(3? +h) =

m=0

+oo
On a donc montré que pour tout réel et pour tout h tel que |h| (A, @p(x+h) = h—.q)gcm) (x), ol on a posé

m!
A= 2Me

Procédons par récurrence et notons pour tout [ € N, P(I), la propriété suivante : ( Si g est un élément de E et
admet des moments de tous ordres et Vk € N, ax(f) = ar(g). Alors

1A 14

272

- Soit g un élément de E qui admet des moments de tous ordres et verifiant :
Vk € Nyag(f) = ar(g).

On a en particulier [, f(z)dx = [, g(x)dx, donc @(0) = ®4(0), donc P(0) est vraie.

- Soit maintenant [ € N et supposons la propriété P(l) vraie et soit g un élément de E qui admet des moments
de tous ordres et verifiant :

m=0

Vo e |- |, @5(x) = @y(2))

Vk e N, ar(f) = ar(g).

Mais la fonction f vérifie la condition (U), donc la fonction g aussi (et pour le méme M), donc d’apres la question
16), il existe A)0, tel que pour tout réel x et pour tout h tel que

+oo L m
Oz +h) =Y Lol (x)
|h| < A, "j;o ().
Pylo+h) = 3 b o{™ (z)
Soit maintenant y € [—w, W], alors il existe (z,h) € [-12, & x [-4, 4] tel que y = x+ h, donc d’apres
(**)
X am p0m)
Blath)= 5 e
foo R g (m)
O, (x+h)= 20 @y ()
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19.

mais par hypothese de récurrence, nous avons &5 = @, sur [—%, %], donc Vm € N, @;m) = @E,m) sur [f%, % ,
en particulier, nous avons
Vm € N, <I>§cm) (z) = ™ (),

et compte tenue de ce qui précede, on obtient ®f(x+h) = &4(x+h) ou encore D ;(y) = P4(y). Par suite &y = O,

(+)A M]. Ce qui montre donc que la propriété P(I + 1) est vraie. On conclue alors que pour tout

sur [——525, 5
1 € N, P(I) est vraie ou encore : pour tout [ € N et toute fonction g de F admettant des moments de tous ordres
tels que pour tout k € N, ax(f) = ar(g), alors ®f(x) = ®4(x) pour tout x € [—i4 1)

1A 1A

2 2
On conclue d’apres la question précédente et du fait que les segments ([—5, 5])1en recouvrent R, que si g est
une fonction de F admettant des moments de tous ordres et verifie : Vk € N, ax(f) = ax(g), alors ®¢(z) = 4(x)

pour tout x € R, et parle 9) : f =g

Soit f € E, admettant des moments de tous ordre et vérifiant

azk(f) = (2k — Dagk—2(f)
Vk>17{ 2k a%_l(f)zg’“ 2

azn(f) = % ().

Comme ag(f) = 1, alors par une simple récurrence, on montre que Vn € N, {
azn+1(f) =0

D’autre part,

1 ﬁil (2’!1)' 2"71 L n—i]‘ 1
V2l 0< oo (a(f) = 5. (QM!) = oo (L3 (20— 1) < (20 —1)")F = —.2n—1)},

m‘_‘

Donc la suite (5. (azn(f)) 2" )n>1 converge vers 0. Elle est donc bornée.

+m m m
Donc d’apres le 16., il existe A)0, tel que ®f(z+h) = }fn, .<I>§c )(x) pour tout réel x et pour tout h tel que
m=0 ’

|h] (A, en particulier :

+oo
h"n m
D(h) :Z - .<I>§c )(0), pour tout h tel que |h| (A.
m=0 :
“+oo
Mais d’apres le 1), <I>5cm) (0) = i".am(f). Donc compte tenue de laformule (**), on peut écrire ®¢(h) = >
m=0

(_1)7nh27n +oo (_1)77Lh27n _ _h2 s _ _h2
~—a——pour tout h tel que |h| (4. Or > *‘—2—— =e 2.D%u ®;(h) =e =, pour tout h tel que |h| (A

2m . m! o 2m.m!
m=

R . , ; _a? i
D’autre part, d’apres le resultat admis dans I’enoncé, fR e“”ﬂ.(\/%e z )dr = e~z pour tout h, ou encore

22

O,(h) = e~ o on a posé g(z) = \/%6_7 pour tout z réel. On a donc Vh, tel que |h| (A, ®s(h) = ®4(h).
Donc Vk, <I>’JE(O) = ®%(0) ou encore Vk, ax(f) = ax(g), donc d’aprés le 18), f = g.

ok 1 x>

Réciproquement, la fonction g si dessus est élément de F et si k > 1, alors la fonction x — = i est
‘Ez m2 . ’ . .
intégrable sur R et agx(g) = fR z%.\/%e*sz = f\/% fR 2?k=1 (—x.e” "2 )dw, et par intégration par partie :
/ 2 (—pem T )de = [P e TR — (2 - 1) / 2?2 e 7 da.
R R
22
Or lim 2% le % =0, dou
|z]—+o0
x z2 22
/x%_l.(—f.e_T)dx =—(2k-1) / 22 e T da
R 2 R
‘EQ . .
et par suite agx(g) = (2k — 1).a2x—2(g). D’autre part, asr—1(g) = fR x%’l.\/%e*Tdm = 0, puisque la fonction
sous l'intégrale est impaire. Donc g est solution du systeme.
1 =22

Finalement la seule solution du systéme proposé est la fonction z — Vo



