
Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2011Polyn�mes et fra
tions rationnelles - Mer
redi 29 juin 20111 Les polyn�mesExer
i
e 1.1.1. Démontrer que les polyn�mes inversibles sont les polyn�mes 
onstants non nuls.2. Démontrer que les polyn�mes de degré 1 sont irrédu
tibles.Exer
i
e 1.2. Division eu
lidienne dans R[X] de X4 − 2X3 −X2 +X − 1 par X2 +X + 1.Exer
i
e 1.3. Soient A et B deux polyn�mes à 
oe�
ients dans Q. Justi�er à l'aide du théorèmede Bézout que leur PGCD (respe
tivement le fait qu'ils soient premiers entre eux) ne 
hange pas sion les 
onsidère 
omme polyn�mes à 
oe�
ients dans R ou dans C.Exer
i
e 1.4. Divisibilité et polyn�me dérivé.1. Si P | Q, a-t-on P ′ | Q′ ? Et la ré
iproque ?2. Soient P et Q deux polyn�mes appartenant à K[X] et n un entier naturel non nul. Montrerque
Pn | Q ⇒

:
Pn−1 | Q′.3. Soient P et Q deux polyn�mes à 
oe�
ients dans un 
orps K de 
ara
téristique nulle et n unentier naturel non nul. Démontrer que, si P est irrédu
tible :

Pn|Q et Pn|Q′ ⇐⇒ Pn+1|Q.(Contre-exemple sur K = Z/2Z : Q = X3 +X2, P = X et n = 2.)Exer
i
e 1.5. K[X] est prin
ipal 
ar eu
lidien.On appelle idéal de K[X] tout sous-ensemble I de K[X] stable par addition et par multipli
ation parun élément de K[X] :
[A,B ∈ I ⇒ A+B ∈ I] et [A ∈ I, P ∈ K[X] ⇒ AP ∈ I] .À l'aide d'une division eu
lidienne, démontrer que pour tout idéal I de K[X], il existe un polyn�me

P dans I tel que I = {PQ : Q ∈ K[X]}.2 Fon
tions polynomiales et ra
inesExer
i
e 2.1. Déterminer, en utilisant le s
héma de Hörner, la valeur en 2 du polyn�me
P = 3X5 − 4X4 + 3X3 − 10X2 − 5X + 4.Exer
i
e 2.2. Idéaux de polyn�mes.1. Soit ∆ un sous-ensemble �ni de K. Véri�er que l'ensemble I∆ des polyn�mes P de K[X]véri�ant P̃ (x) = 0 pour tout x dans ∆ est un idéal de K[X].2. Si le 
orps K est �ni et ∆ = K, quel est l'idéal asso
ié IK ?Si K = Z/pZ, déterminer un générateur de 
et idéal.Exer
i
e 2.3. Soit P = X4 − 2X3 − 11X2 + 12X + 36.Sa
hant que P a deux ra
ines multiples, fa
toriser P sur R.Exer
i
e 2.4. Soit P = X4 + 2X3 + 7X2 + 8X + 12.Sa
hant que P a une ra
ine imaginaire pure, fa
toriser P sur C.Exer
i
e 2.5. Soient P = X6 + 1 et ω = ei

π
6 .Cal
uler P (ω), P (ω3) et P (ω5) puis en déduire la fa
torisation de P dans C[X] puis dans R[X].Exer
i
e 2.6. In�uen
e du 
orps de base.Trouver un polyn�me qui est un 
ontre-exemple à la propriété 2.3 si R est rempla
é par Q.



Exer
i
e 2.7. Ra
ines et divisibilité.1. Toute ra
ine réelle du polyn�me P = X(1 + X2) est ra
ine du polyn�me Q = X(2 + X2).Peut-on en déduire que P divise Q dans R[X] ?2. Démontrer que, pour tout entier n > 1, le polyn�me X2−3X+2 divise dans R[X] le polyn�me
Pn = (X − 2)2n + (X − 1)n − 1.Exer
i
e 2.8. 1. Déterminer tous les polyn�mes Q de C[X] véri�ant Q(X2) = (X + 1)Q(X).2. En déduire tous les polyn�mes P de C[X] véri�ant P (X2) = (X2 + 1)P (X).Exer
i
e 2.9. Déterminer les polyn�mes P de C[X] de degré 5 véri�ant :

(X − 1)3 divise P (X) + 1 et (X + 1)3 divise P (X)− 1.Exer
i
e 2.10. Soient n > 2 un entier. Démontrer que le polyn�me Pn = Xn −X + 1 n'a que desra
ines simples sur C.Exer
i
e 2.11. Déterminer le nombre 
omplexe k de sorte que le polyn�me 2X3 −X2 − 7X + k aitdeux ra
ines de somme 1. Les déterminer (sur C).Exer
i
e 2.12. Résolution, sur C, du système 


x+ y + z = 1
xy + yz + xz = −2
x3 + y3 + z3 = 7Exer
i
e 2.13. (théorème des deux 
arrés dans R[X])Soit P appartenant à R[X] et tel que P (x) > 0 pour tout réel x.1. À l'aide de la dé
omposition de P en fa
teurs irrédu
tibles dans C[X], démontrer qu'il existe unpolyn�me Q dans C[X] tel que P = Q.Q (Q désigne le polyn�me obtenu de Q par 
onjugaisonde ses 
oe�
ients).2. À l'aide du polyn�me Q, démontrer qu'il existe deux polyn�mes A et B dans R[X] tels que

P = A2 +B2.3. Étendre 
e résultat aux polyn�mes réels positifs ou nuls sur R.3 Fra
tions rationnelles et dé
omposition en éléments simplesExer
i
e 3.1. Dé
omposer en éléments simples sur C et sur R la fra
tion rationnelle
F =

X − 2

X3 + 1
.Exer
i
e 3.2. Dé
omposer en éléments simples sur R la fra
tion rationnelle

F =
X4 − 5X3 + 10X2 − 8X − 1

(X − 1)3(X − 2)
.Exer
i
e 3.3. Montrer que si le quotient F = P

Q de deux éléments de C[X] appartient à Q(X), alorsil existe A et B dans Q[X] et D dans C[X] tels que P = AD et Q = BD (don
 F = A
B ).Exer
i
e 3.4. Irrationnalité de l'exponentielle et du logarithme sur Q, R ou C.1. Montrer qu'il n'existe au
une fra
tion rationnelle non nulle véri�ant F ′ = F .2. Montrer qu'il n'existe au
une fra
tion rationnelle véri�ant F ′ = 1

X .(On pourra raisonner par l'absurde et montrer que, pour tout entier naturel n, Xn divise ledénominateur de F .)



Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2011Polyn�mes et fra
tions rationnelles - Résumé de résultats - Mer
redi 29 juin 2011Je renvoie aux livres [Mon06℄ et [Gou94℄ pour plus de détails et de démonstrations.1 Les polyn�mesDans toute la suite, K désignera un 
orps (
ommutatif). Penser à
{

R, C, Q de 
ara
téristique 0 : k × 1 = 0 ⇔ k = 0
Z/pZ de 
ara
téristique p (p premier) : k × 1 = 0 ⇔ k ∈ pZUne liste de dé�nitions/vo
abulaires :1. Un polyn�me P à 
oe�
ients dans K est une � suite (an)n∈N indexée sur N d'éléments de Ktous nuls sauf un nombre �ni � (les 
oe�
ients de P ). Plus habituellement, on note

P =

d∑

k=0

akX
k = adX

d + . . .+ a1X + a0.2. Si P n'est pas nul, son degré deg(P ) est le plus grand entier d tel que ad 6= 0.On 
onvient que deg(0) = −∞.3. Un mon�me est un polyn�me dont au plus un des 
oe�
ients est non nul.4. Un polyn�me est unitaire si son 
oe�
ient adeg(P ) de plus haut degré est égal à 1.5. La somme, la di�éren
e, le produit de deux polyn�mes, le produit d'un polyn�me par un élémentde K ont un sens naturel et possèdent les propriétés requises (
ommutativité, asso
iativité,distributivité, . . . ) pour que l'ensemble K[X] des polyn�mes soit muni d'une stru
ture d'anneau,de K-espa
e ve
toriel et de K-algèbre.6. La 
omposition de deux polyn�mes a également un sens et n'est pas 
ommutative.Propriété 1.1 (du degré). Pour tous polyn�mes P et Q (si nul(s) : arithmétique dans Z∪{−∞}) :1. deg(P ±Q) 6 max(deg(P ); deg(Q)) (ave
 égalité si deg(P ) 6= deg(Q))2. deg(PQ) = deg(P ) + deg(Q) (don
 deg(λP ) = deg(P ) si λ ∈ K∗)3. Conséquen
e : si P |Q alors deg(P ) 6 deg(Q)4. Conséquen
e : les polyn�mes inversibles de K[X] sont les polyn�mes 
onstants non nulsDé�nition 1.1. Un polyn�me de K[X] est irrédu
tible (ou premier) sur K si les seuls diviseurs de
P sont les 
onstantes (les inversibles) ou les λP , λ ∈ K∗.Tout 
omme Z, l'anneau K[X] est muni d'une division eu
lidienne :Théorème 1.1 (division eu
lidienne dans l'anneau des polyn�mes sur K).Pour tous polyn�mes A et B, B non nul, il existe un unique 
ouple (Q;R) de polyn�mes véri�ant :

A = BQ+R et deg(R) < deg(B).Les notions de PGCD, PPCM (polyn�mes unitaires), de dé
omposition en fa
teurs irré-du
tibles, les théorèmes de Bézout, de Gauss sont en
ore valables sur K[X].Dé�nition 1.2 (dérivation). Le polyn�me dérivé de P =

d∑

k=0

akX
k = adX

d + . . .+ a1X + a0 est lepolyn�me P ′ =
d∑

k=1

kakX
k−1 = dadX

d−1 + . . .+ a1.On dé�nit par ré
urren
e le polyn�me dérivé P (n) =
(
P (n−1)

)′.Propriété 1.2. 1. deg(P ′) 6 deg(P ) − 1 si P 6= 0 (ave
 égalité si deg(P ) 6= 0 dans K)2. (P ±Q)′ = P ′ ±Q′ ; (λP )′ = λP ′ ; (PQ)′ = P ′Q+ PQ′.3. Formule de Leibniz : (PQ)(k) =

k∑

i=O

(
k

i

)

P (i)Q(k−i)



2 Fon
tions polynomiales et ra
inesSi P appartient à K[X], on peut l'évaluer en tout nombre x de K. On asso
ie à P la fon
tionpolynomiale P̃ :
P̃ : K −→ K : x 7−→

d∑

k=0

akx
k = adx

d + . . .+ a1x+ a0Théorème 2.1 (ra
ine et multipli
ité). Soient P appartenant à K[X] et a un élément de K.1. ra
ine :
P̃ (a) = 0 ⇐⇒ X − a | P (dans K[X])2. ra
ine de multipli
ité α > 1 :

P = (X − a)αQ et Q̃(a) 6= 0 ⇐⇒ (X − a)α|P et (X − a)α+1 ∤ P (dans K[X])3. (ave
 Gauss) a1, . . . , ar (appartenant à K) sont r ra
ines distin
tes de multipli
ité respe
tive
α1, . . . , αr si et seulement si (X − a1)

α1 . . . (X − ar)
αr divise P dans K[X].La troisième équivalen
e permet de majorer le nombre de ra
ines (
omptées ave
 multipli
ités)par le degré : α1 + . . .+ αr 6 deg(P ) .Attention : si P = Xp −X dans Z/pZ[X], alors la fon
tion asso
iée est identiquement nulle sur

Z/pZ (
'est le petit théorème de Fermat).On peut identi�er polyn�me et fon
tion polynomiale sur K = Q, R, C en vertu de laPropriété 2.1. L'appli
ation K[X] −→ KK : P 7−→ P̃ est inje
tive si et seulement si K est in�ni.Propriété 2.2. Le 
orps K est i
i supposé de 
ara
téristique nulle (don
 in�ni).Soient P appartenant à K[X] et un élement a de K.1. Formule de Taylor :
P =

deg(P )
∑

k=0

P (k)(a)
(X − a)k

k!
.2. Le nombre a est ra
ine de P de multipli
ité α si et seulement si

P (a) = . . . = P (α−1)(a) = 0 et P (α)(a) 6= 0.Propriété 2.3. Sur R et/ou C :1. (d'Alembert-Gauss) Tout polyn�me de C[X] de degré au moins 1 admet une ra
ine dans C.2. Les polyn�mes irrédu
tibles de C[X] sont les polyn�mes de degré 1.3. Si P et Q appartiennent à C[X], alors P divise Q si et seulement si toute ra
ine de P demultipli
ité k est ra
ine de Q de multipli
ité au moins k.4. Tout polyn�me de R[X] de degré impair admet une ra
ine dans R.5. Les polyn�mes irrédu
tibles de R[X] sont les polyn�mes de degré 1 et les polyn�mes de degré 2sans ra
ine réelle.Dé�nition 2.1. Les fon
tions symétriques élémentaires en les n variables x1, . . . , xn sont les nexpressions (� somme des produits de k variables distin
tes �)
σk =

∑

16i1<...<ik6n

xi1 . . . xik = x1x2 . . . xk + . . .+ xn−k+1 . . . xn pour k = 1, . . . , n.

σ1 = x1 + . . .+ xn ; σ2 =
∑

16i1<i26n

xi1xi2 = x1x2 + . . .+ xn−1xn ; . . . ; σn = x1x2 . . . xnPropriété 2.4 (relations entre 
oe�
ients et ra
ines). Soit P un polyn�me de degré n dans K[X],supposé s
indé sur K, de ra
ines x1, . . . , xn (
omptées ave
 multipli
ité) :
P =

n∑

k=0

akX
k = an

n∏

k=1

(X − xk) .Alors :
σ1 = −an−1

an
; . . . ; σk = (−1)k

an−k

an
; . . . ; σn = (−1)n

a0
an

.



3 Fra
tions rationnelles et dé
omposition en éléments simplesL'ensemble K(X) des fra
tions rationnelles est dé�ni à partir de K[X] de manière analogue à Q àpartir de Z : il s'agit du 
orps des fra
tions. Une fra
tion rationnelle est don
 (la 
lasse d'équivalen
ed') un élément de la forme P
Q ave
 P et Q dans K[X] et Q non nul.1. L'addition et le produit (usuels) de fra
tions munissent K(X) d'une stru
ture de 
orps 
om-mutatif in�ni (quel que soit K).2. Le degré deg (P

Q

)

= deg(P )−deg(Q) de la fra
tion rationnelle ne dépend pas du représentant.3. Tout élément F de K(X) admet un représentant irrédu
tible P
Q , P et Q premiers entre eux.Un tel 
ouple (P ;Q) est unique à un multiple (s
alaire) non nul près.4. La dérivation des polyn�mes s'étend aux fra
tions rationnelles ave
 les formules usuelles.5. On a deg(F ′) 6 deg(F ) − 1 mais l'inégalité peut être stri
te même en 
ara
téristique nulle
omme pour l'exemple F = X

X+1 .Dé�nition 3.1 (zéros et p�les). Soit F = P
Q un représentant irrédu
tible.1. Un zéro (d'ordre k) de F est une ra
ine (d'ordre k) du numérateur P .2. Un p�le (d'ordre k) de F est une ra
ine (d'ordre k) du numérateur Q.Zéros et p�les ne dépendent pas du représentant irrédu
tible 
hoisi (mais bien sûr du 
orps K).Zéros et p�les forment des ensembles �nis (si P 6= 0) et disjoints 
ar P et Q n'ont au
un fa
teur
ommun.À toute fra
tion rationnelle F , on peut asso
ier la fon
tion rationnelle F̃ : K\P −→ K dé�niesur le 
orps K privé de l'ensemble P des p�les de F .Théorème 3.1 (dé
omposition en éléments simples). Soient F = A

B un représentant irrédu
tibled'une fra
tion rationnelle F sur K et B = λBα1

1 . . . Bαr
r la dé
omposition de B en produit depolyn�mes irrédu
tibles, premiers entre eux et unitaires (λ ∈ K∗, Bi irrédu
tible unitaire, PGCD(Bi;Bj) =

1 si i 6= j et αi ∈ N∗). Alors, il existe une unique famille de polyn�mes notée E, Cik telle que :
F =

A

λBα1

1 . . . Bαr
r

= E +

r∑

i=1

(
αi∑

k=1

Cik

(Bi)k

) et deg(Cik) < deg(Bi).Le polyn�me E est appelé partie entière, le reste F − E est appelé partie polaire.Sur les 
orps C et R, la 
onnaissan
e des polyn�mes irrédu
tibles (deg(Bi) = 1, éventuelle-ment 2) permet de pré
iser 
e résultat.Théorème 3.2. Soient F = A/B un représentant irrédu
tible d'une fra
tion rationnelle F sur K1. Sur C : si z1, . . . , zr sont les ra
ines deux à deux distin
tes de multipli
ité respe
tive α1, . . . , αrdu dénominateur B, on a (ave
 uni
ité) :
F =

A

λ(X − z1)α1 . . . (X − zr)αr
= E +

r∑

i=1

(
αi∑

k=1

aik
(X − zi)k

)où E appartient à C[X] et les aik sont des nombres 
omplexes.2. Sur R : si B = λ

r∏

i=1

(X − xi)
αi

s∏

j=1

(X2 + pjX + qj)
βj est la dé
omposition de B sur R, alorson a (ave
 uni
ité) :

F = E +

r∑

i=1

(
αi∑

k=1

aik
(X − xi)k

)

+

s∑

j=1





βj∑

l=1

bjlX + cjl
(X2 + pjX + qj)l



où E appartient à R[X] et les aik, bjl et cjl sont des nombres réels.Référen
es[Gou94℄ Xavier Gourdon. Algèbre. Les maths en tête. Ellipses, Paris, 1994.[Mon06℄ Jean-Marie Monier. Algèbre MPSI, Cours, méthodes et exer
i
es 
orrigés, 4eédition. J'in-tègre. Dunod, Paris, 2006.



Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2011Polyn�mes et fra
tions rationnelles - Éléments de 
orre
tion1 Les polyn�mesExer
i
e 1.1.1. Si un polyn�me P est inversible, alors il existe un polyn�me Q tel que PQ = 1 d'où deg(P ) +
deg(Q) = 0 don
 deg(P ) = 0. La ré
iproque est évidente.2. Si un polyn�me P de degré 1 véri�e P = QR, alors 1 = deg(P ) = deg(Q) + deg(R) don
 Q(ou R) est de degré nul don
 une 
onstante non nulle.Exer
i
e 1.2. X4 − 2X3 −X2 +X − 1 = (X2 +X + 1)(X2 − 3X + 1) + 3X − 2Exer
i
e 1.3. Notons D = PGCD(A;B) (appartenant à Q[X]). Il existe deux polyn�mes U et Vdans Q[X] tels que AU +BV = D.Cette égalité pouvant être 
onsidérée sur le 
orps K = R ou C, tout diviseur de A et B dans K[X]est don
 un diviseur de D. Don
 D = PGCD(A;B) dans K[X].Exer
i
e 1.4. Divisibilité et polyn�me dérivé.1. L'impli
ation P | Q ⇒ P ′ | Q′ est fausse mais il faut au moins deux fa
teurs irrédu
tibles dans
P ; par exemple P = X(X + 1) et Q = X2(X + 1) (en 
ara
téristique di�érente de 2). Laré
iproque est fausse également (ave
 Q = P + 1 par exemple).2. � Si Q = PnD, alors Q′ = nP ′Pn−1D + PnD′ = Pn−1(nP ′D + PD′).� Ré
iproque fausse (P = X et Q = Xn + 1)3. Si Pn|Q, alors Q = PnD don
 Q′ = nP ′Pn−1D+PnD′. Si, de plus Pn|Q′, alors Pn|nP ′Pn−1Ddon
 P |nP ′D ou en
ore P |P ′D. Puisque P est irrédu
tible, le théorème de Gauss implique que
P |P ′ (impossible à 
ause du degré) ou P |D 
'est-à-dire PnP |Q.(Si P n'est pas irrédu
tible, un 
ontre-exemple est P = X2(X + 1), Q = X3(X + 1)2 ave

n = 1.)Exer
i
e 1.5. � Si I = {0} alors P = 0 
onvient.� Si I 
ontient un polyn�me de degré 0 (une 
onstante non nulle), alors I = K[X] et P = 1
onvient.� Si I est distin
t de {0} et K[X], alors I 
ontient un polyn�me P de degré minimal d > 1.Si A appartient à I, la division eu
lidienne de A par P s'é
rit A = PQ+R ave
 deg(R) < d.Le reste R = A−PQ appartient à l'idéal I 
ar A et P appartiennent à I don
 R = 0. D'où la
on
lusion.2 Fon
tions polynomiales et ra
inesExer
i
e 2.1. É
rivons P sous la forme P = ((((3X − 4)X + 3)X − 10)X − 5)X+4 pour obtenir

P (2) = 10 à l'aide de 5 multipli
ations et 5 additions.Exer
i
e 2.2. Idéaux de polyn�mes.1. Véri�
ation simple. Le fait que ∆ soit �ni ou non n'importe pas.2. Si le 
orps K est �ni et ∆ = K, l'idéal asso
ié IK est l'ensemble des polyn�mes P dont lafon
tion asso
iée P̃ est identiquement nulle sur K.Il s'agit en fait du noyau du morphisme (non inje
tif) de K-algèbres K[X] −→ KK : P 7−→ P̃ .Si K = Z/pZ, un élement de IK est un polyn�me admettant pour ra
ines tous les éléments
0, . . . , p−1 de Z/pZ, 
'est-à-dire un polyn�me divisible par tous les fa
teurs X,X−1, . . . ,X−
(p−1) qui sont irrédu
tibles et premiers entre eux don
 par leur produit ∏

x∈Z/pZ

(X − x) = Xp −X(l'égalité provenant de l'égalité des degrés).



Revisitons 
e résultat à l'aide d'une matri
e de Vandermonde :Si ∆ = {x0, x1, . . . , xn} est un sous-ensemble (ordonné) de n + 1 éléments d'un 
orps K et P =
a0+a1X+. . .+anX

n un polyn�me dans K[X], 
onsidérons les matri
es M (
arrée, de Vandermonde)et V (
olonne) de taille n+ 1 suivantes
M =








1 x0 . . . xn0
1 x1 . . . xn1... ... ...
1 xn . . . xnn








V =








a0
a1...
an






Le produit MV est la matri
e 
olonne 
onstituée des valeurs P̃ (x0), . . . , P̃ (xn).Don
 P appartient à I∆ si et seulement si V appartient au noyau kerM .Puisque detM =

∏

i<j

(xj − xi), l'existen
e d'un polyn�me non nul de degré au plus n dans I∆ estéquivalente au fait que les éléments x0, . . . , xn de ∆ ne sont pas distin
ts deux à deux.Le 
orps K = Z/pZ 
ontient exa
tement p éléments distin
ts don
 detM = 0 dès que n > p. Il existedon
 un polyn�me de degré p (et 
'est le minimum) dont la fon
tion asso
iée est identiquement nullesur K.Exer
i
e 2.3. Le polyn�me unitaire P = X4 − 2X3 − 11X2 + 12X + 36 s'é
rit sous la forme
P = (X2 + bX + c)2, b et c réels, s'il admet deux ra
ines doubles (réelles ou non). En développant
ette expression et en pro
édant par identi�
ation, on obtient b = −1 et c = −6.Don
 P = (X2 −X − 6)2 = (X − 3)2(X + 2)2.Exer
i
e 2.4. Notons λ un réel. En identi�ant parties réelle et imaginaire dans l'égalité 0 = P (iλ) =

(iλ)4 + 2(iλ)3 + 7(iλ)2 + 8(iλ) + 12, on obtient le système { λ4 − 7λ2 + 12 = 0
−2λ3 + 8λ = 0

dont les seulessolutions sont ±2. Don
 P est divisible par (X −2i)(X +2i) = X2+4. La fa
torisation (irrédu
tiblesur R) P = (X2 +4)(X2 +2X +3) donne alors P = (X − 2i)(X +2i)(X + 1− i
√
2)(X +1+ i

√
2).Exer
i
e 2.5. On a ω6 = eiπ = −1 don
 P (ω) = 0. De même (ω3

)6
=
(
ω5
)6

= −1 don
 P (ω3) =
P (ω5) = 0. Par 
onjugaison, on a obtenu 6 ra
ines :

P = (X − ω)(X − ω)
︸ ︷︷ ︸

(X − ω3)(X − ω3)
︸ ︷︷ ︸

(X − ω5)(X − ω5)
︸ ︷︷ ︸

P = (X2 −
√
3X + 1)(X2 + 1)(X2 +

√
3X + 1).Exer
i
e 2.6. Le polyn�me X3 − 2 n'admet pas de ra
ine et est irrédu
tible sur Q.Exer
i
e 2.7. Ra
ines et divisibilité.1. P = X(1 +X2) ne divise pas Q = X(2 +X2). Les ra
ines ±i de P ne sont pas ra
ines de Q.2. Les ra
ines de X2 − 3X +2 sont 1 et 2 don
 X2 − 3X +2 = (X − 1)(X − 2). Pour tout entier

n > 1, les réels 1 et 2 sont ra
ines du polyn�me Pn = (X − 2)2n + (X − 1)n − 1 qui est don
divisible par X − 1 et X − 2, don
 par le produit (X − 1)(X − 2) = P puisque X − 1 et X − 2sont premiers entre eux.Exer
i
e 2.8. 1. Si Q 6= 0, on a deg(Q(X2)) = 2deg(Q) et deg((X+1)Q) = 1+deg(Q). L'égalitéimplique deg(Q) = 1 don
 Q = aX + b. Par identi�
ation, il vient b = −a. Don
 les solutionssont les polyn�mes de la forme Q = aX − a = a(X − 1).2. Si P (X2) = (X2+1)P (X), un raisonnement similaire au pré
édent montre que deg(P ) = 2 (si
P 6= 0). De plus P (−1) = P (i2) = (i2 + 1)P (X) = 0 et P (1) = P (12) = (12 + 1)P (1) = 2P (1)don
 P (1) = 0. Don
 les deux ra
ines de P sont ±1 : P = a(X − 1)(X + 1) = a(X2 − 1) ave

a 
omplexe.Exer
i
e 2.9. La 
ondition sur P implique (multipli
ité 3 des ra
ines) que (X − 1)2 et (X + 1)2divisent le polyn�me dérivé P ′ qui est de degré 4. Don
 P ′ = a(X−1)2(X+1)2 = a(X4−2X2+1). Parintégration, on obtient P = a

(
1
5X

5 − 2
3X

3 +X
)
+ b et les 
onditions { P (1) + 1 = 0

P (−1)− 1 = 0
permettentde déterminer a = −15

8 et b = 0 don
 P = −3
8 X5 + 5

4X
3 − 15

8 X.



Exer
i
e 2.10. Supposons que z soit une ra
ine (dans C) au moins double de P , alors P ′(z) =

P (z) = 0. On obtient alors le système { zn − z + 1 = 0
nzn−1 − 1 = 0

{
z
(
zn−1 − 1

)
= −1

zn−1 = 1
n

don
 z
(
1
n − 1

)
=

−1 ou en
ore z = 1
1−1/n = n

n−1 > 1 
e qui est 
ontradi
toire ave
 l'égalité zn−1 = 1
n .Exer
i
e 2.11. Si P = 2X3 −X2 − 7X + k a pour ra
ines 
omplexes x, y, z ave
 x+ y = 1, on a







σ1 = x+ y + z = 1
2

σ2 = xy + xz + yz = −7
2

σ3 = xyz = −k
2







z = −1
2

xy + (x+ y)z = −7
2

xyz = −k
2







z = −1
2

k − 1
2 = −7

2
xy = k







z = −1
2

k = −3
xy = −3Le polyn�me est don
 P = 2X3 −X2 − 7X − 3 qui admet pour ra
ines −1

2 et 1±
√
13

2 .Exer
i
e 2.12. Ave
 les notations habituelles, on a σ1 = 1, σ2 = −2 et x3+ y3+ z3 = 7. Il manque
σ3 pour déterminer le polyn�me unitaire dont les solutions du système sont les ra
ines. Mais

(x+ y + z)3
︸ ︷︷ ︸

1

= x3 + y3 + z3
︸ ︷︷ ︸

7

+3 (x+ y + z)
︸ ︷︷ ︸

1

(xy + xz + yz)
︸ ︷︷ ︸

−2

+6 xyz
︸︷︷︸

σ3don
 σ3 = 0. Il su�t de déterminer les ra
ines de X3 −X2 − 2X = X(X + 1)(X − 2) : 0,−1, 2.Exer
i
e 2.13. (théorème des deux 
arrés dans R[X])1. Le polyn�me P n'admet au
une ra
ine réelle et son 
oe�
ient dominant est positif :
P = a2(X − z1)(X − z1) . . . (X − zm)(X − zm).Le polyn�me Q = a(X − z1) . . . (X − zm) 
onvient.2. Notons A = Q+Q

2 et B = Q−Q
2i les parties réelle et imaginaire de Q.On a alors Q = A+ iB don
 P = Q.Q = A2 +B2.3. Si P est un polyn�me réel positif ou nul sur R, les éventuelles ra
ines réelles sont de multipli
itépaire (sinon P (x) 
hangerait de signe au voisinage de 
es ra
ines ; utiliser par exemple laformule de Taylor). Il su�t alors de 
ompléter Q ave
 la bonne moitié des fa
teurs réels de Ppour que la démonstration soit identique.3 Fra
tions rationnelles et dé
omposition en éléments simplesExer
i
e 3.1. On a X3 + 1 = (X + 1)(X2 − X + 1) = (X + 1)(X + j)(X + j) don
 la fra
tionrationnelle F =

X − 2

X3 + 1
admet pour p�les (simples) −1, −j et −j (ave
 j = ei

2π
3 véri�ant j2 = j+1,

j = j2 = j−1,. . . ). Sa dé
omposition en éléments simples sur C est F = λ
X+1 + µ

X+j +
µ

X+j
ave
 :

• λ = (X + 1)F |X=−1 = X−2
X2−X+1

|X=−1 = −1

• µ = (X + j)F |X=−j =
X−2

(X+1)(X+j)
|X=−j =

−j−2
j2−1−j+j

= −j−2
3j−1 = −1

3

(
j2 + 2j

)

• µ = −1
3

(
j − 2j2

)Don
 F = −1
X+1 +

−1
3

(
j2 + 2j

)

X + j
+

−1
3

(
j − 2j2

)

X + j
︸ ︷︷ ︸

sur C et F = −1
X+1 + X−1

X2−X−1
sur R.Exer
i
e 3.2. E�e
tuons la division eu
lidienne du numérateur X4 − 5X3 + 10X2 − 8X − 1 par ledénominateur (X − 1)3(X − 2) = X4 − 5X3 + 9X2 − 7X + 2 :

X4 − 5X3 + 10X2 − 8X − 1 = (X4 − 5X3 + 9X2 − 7X + 2) +X2 −X − 3.Don
 F = 1 +
X2 −X − 3

(X − 1)3(X − 2)
︸ ︷︷ ︸

R

= 1 + λ1

X−1 +
λ2

(X−1)2 + λ3

(X−1)3 + µ
X−2 ave


• µ = (X − 2)F |X=2 = X4−5X3+10X2−8X−1
(X−1)3

|X=2 = −1



• λ3 = (X − 1)3F |X=1 =
X4−5X3+10X2−8X−1

(X−2) |X=1 = −3

• R−
(

−3
(X−1)3 + −1

X−2

)

= . . . = X+1
(X−1)2 = X−1+2

(X−1)2 = 1
X−1 +

2
(X−1)2Don
 F = 1

X−1 + 2
(X−1)2

+ −3
(X−1)3

+ −1
X−2 .Exer
i
e 3.3. Si le quotient F = P

Q appartient à Q(X), il existe deux polyn�mes A et B dans Q[X],premiers entre eux, tels que F = A
B . On a alors AQ = BP don
, d'après le théorème de Gauss, A|P .Il existe don
 D dans C[X] tel que P = AD. On a alors AQ = BAD don
 Q = BD.Exer
i
e 3.4. Irrationnalité de l'exponentielle et du logarithme sur Q, R ou C.1. Raisonner sur le degré : si F 6= 0, deg(F ′) 6 deg(F ) − 1 don
 l'égalité est impossible.2. Supposons qu'il existe A et B dans K[X] tels que F = A

B véri�e 1
X = F ′ = A′B−AB′

B2 . On adon
 (A′B −AB′)X = B2.� Le polyn�me irrédu
tible X divise B2 don
 B.� Supposons maintenant que Xn|B (n entier non nul). Alors X2n divise B2 = (A′B−AB′)Xdon
 X2n−1|A′B − AB′. On en déduit que Xn|A′B − AB′ (
ar 2n − 1 > n) don
 Xn|AB′(
ar Xn|B). Puisque A et B sont premiers entre eux alors Xn|B′ et on peut appliquer lerésultat de l'exer
i
e 1.4 : Xn+1|B.


