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I – objectif pédagogique et prérequis


Tout comme l’article A, cet article est une séquence de TD-TP mathématiques et informatiques que je fais en début d’année de BTSA.


Les prérequis informatiques sont les mêmes que ceux de la partie A, un tableur est choisi pour les mêmes raisons.


Le principal objectif pédagogique est d’entraîner les élèves à observer et analyser les séries doubles grâce à une grille de lecture dont le plus important est de bien leur faire sentir qu’elle est relative et qu’il faut bien se garder de baser ses descriptions sur un seul paramètre. Les exemples présentés doivent amener enseignants et élèves à bannir les propositions du genre : « un coefficient de corrélation linéaire d’une valeur supérieure ou égale à 0,9 est un signe d’une bonne corrélation linéaire entre les deux variables étudiées » ou « avec un coefficient égal à 0,95 la droite d’ajustement est significative ». Un seul paramètre ne suffit pas à valider le modèle affine.


Les prérequis mathématiques sont les méthodes de description statistiques des séries bivariées quantitatives, et l’utilisation du modèle affine et de la méthode d’ajustement (appelé régression linéaire par les statisticiens) des moindres carrés linéaire. C'est cette méthode qui est au programme de terminale ES.


L'article de Stephan Manganelli
, dans le volume I est une très bonne introduction aux méthodes d'ajustement par les moindres carrés.


La taille des séries statistiques utilisées rend possible leur traitement manuel à la calculette en utilisant les fonctions statistiques préprogrammées.


Les données et les traitements figurent dans le fichier "BivaIREM.xls" téléchargeable sur le site de la commission Inter IREM probabilités et statistiques (http://www.univ-lyon1.fr/IREM/CII-Stat/accueil_ciistat.html).


L’article présente d’abord une méthode de description des séries bivariées. Cinq exemples servent à illustrer cette méthode et à présenter différentes situations pour son application.

* Le premier permet de réfléchir sur les relations de cause à effet et suscite une recherche sur un point particulier.

* Le deuxième et le troisième montrent comment on peut travailler en faisant intervenir plusieurs groupes d’individus.

* Le quatrième aborde le problème de l’utilisation d’une transformation permettant de « linéariser » la relation entre deux variables. On montrera, à cette occasion, l'avantage et l'efficacité des algorithmes d'ajustement selon les moindres carrés non linéaires.

* Le cinquième est un exercice d’école pour travailler sur les échelles d’une représentation graphique.

II – présentation des objectifs STATISTIQUES


Il s’agit de proposer une méthode pour la description raisonnée des séries bivariées et l’ajustement par un modèle affine, puis de la mettre en œuvre dans quelques exercices présentant différents champs d’application et mettant en lumière certaines caractéristiques des outils utilisés.


On peut réaliser une telle description en 5 étapes :

Étape 1 : Réfléchir à la pertinence d’une relation entre les deux variables, en recherchant son intérêt pratique tant au niveau de la compréhension des relations de cause à effet, que son utilisation comme outil de modélisation pour faire des prévisions (interpolation, extrapolations). En résumé : pourquoi cherche-t-on une relation et que va-t-on en faire ?

Étape 2 : Déterminer la variable à expliquer Y et la variable explicative X. C’est souvent le bons sens qui permet de choisir, aidé par une connaissance technique et pratique des phénomènes en jeu.

Étape 3 : Réaliser le nuage de points ou les nuages de points s’il y a plusieurs groupes à représenter. Les nuages peuvent figurer sur le même graphique ou sur des graphiques différents. Il faut porter une attention toute particulière au choix des échelles de façon à ne pas trop déformer le nuage. En dernier recours il y a la possibilité de travailler sur les séries centrées et réduites, c’est à dire sur les valeurs desquelles on a retranché la moyenne puis que l’on a divisé par l’écart type.

Étape 4 : Analyser le nuage selon les trois critères suivants, basés sur des appréciations visuelles :
Critère 1 ─ Y a-t-il des groupes de points biens distincts ? Si oui, il faut chercher à les identifier (éventuellement avec l’aide d’une variable qualitative indicatrice par exemple le sexe, la CSP, la région etc.) puis, si c’est pertinent, faire des descriptions séparées.
Existe-t-il des points nettement isolés du nuage, et si oui, il est intéressant de rechercher les causes de cet écart.
La suite de la description se fait sur chaque groupe « homogène » selon les critères vus ci-dessus.

Critère 2 ─ L’« épaisseur » du nuage varie-t-elle en fonction de X (en termes statistiques cela s’appelle l’homoscédasticité (homogénéité des variances des Y conditionnellement aux valeurs de X) ou l’hétéroscédasticité (hétérogénéité de ces mêmes variances)).
La suite de la description se fait sur un nuage dont l’épaisseur ne varie pas notablement en fonction de X (l’homoscédasticité est une condition importante, nécessaire à l’utilisation de certaines méthodes statistiques inférentielles). Mais certaines formes d’hétéroscédasticité peuvent invalider un modèle affine, si elles sont trop importantes pour que le modèle ne les prenne pas en compte.

Critère 3 ─ Peut-on conjecturer une relation d’après la forme que prend le nuage ?

 Si le nuage n’a aucune forme allongée particulière, on pourra dire que le graphique n’a pas permis de mettre en évidence une relation entre X et Y.

 Si le nuage s’allonge autour d’une droite, on pourra alors utiliser une fonction affine pour modéliser la relation mise en évidence.

 Si le nuage s’allonge autour d’une autre courbe, les programmes nous proposent quelques transformations simples permettant de « linéariser » la relation. Je présenterai, à cette occasion, l’échelle des transformations (élémentaires) que propose J. W. Tukey, dans ce cas. Ce peut être l’occasion de recherches simples et fructueuses et qui permettent de rendre l’élève acteur du choix de la transformation.
Étape 5 : Mettre en œuvre le modèle choisi :

a. Calculer les paramètres du modèle affine ajusté selon la méthode des moindres carrés linéaire
. On parle alors de droite de régression ou de droite d’ajustement, d’équation 
Yestimé = aX + b. Ce sont :

* le coefficient de régression linéaire a, qui est coefficient directeur de la droite ajustée

* le coefficient b, qui est l’ordonnée à l’origine,

* l'égalité de l'analyse des variations (appelée aussi équation d'analyse de la variance) :


variations totales de Y = variations dues au modèle + variations résiduelles, soit


 SCE totale de Y = SCE modèle + SCE résiduelle (cf. les exemples du III où sont définies les Sommes des Carrés des Écarts).

* le rapport d qui vaut 
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. Ce rapport est parfois appelé coefficient de détermination. Des précisions seront apportées sur cette dénomination, au paragraphe III, dans les exemples 1 et 4.

b. Les interpréter lorsque c’est pertinent. (cf. les remarques ci-dessous)

c. Évaluer la qualité de l’ajustement en interprétant le rapport d.

d. Calculer les estimations nécessaires et tracer la droite ajustée.

e. Utiliser le modèle pour faire des prévisions. On peut prévoir une valeur de Y pour une valeur de X donnée.

REMARQUES


Je n’ai volontairement pas fait figurer le coefficient de corrélation linéaire parmi les paramètres que je propose de calculer et d’interpréter, car son interprétation concrète est délicate, et il ne peut pas servir pour valider le modèle affine. 


Ainsi, dans l’exemple 2 traité dans le chapitre III, le modèle affine a été validé avec un coefficient de corrélation linéaire de –0,48, alors que dans l’exemple 4 nous avons rejeté le modèle affine « malgré » un coefficient de corrélation linéaire égal à 0,98.


De plus un coefficient de corrélation linéaire nul ou faible ne signifie pas absence de relation statistique, ni encore moins absence de relation de cause à effet.


Voici deux exemples de séries doubles dont X et Y sont reliées par une relation fonctionnelle et dont le coefficient de corrélation linéaire est nul. Avec un peu d’habitude, on peut en inventer autant que l’on veut ! Essayez les suivantes avec vos élèves :

	X1
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Y1 = ─  2X² + 20X + 5
	5
	23
	37
	47
	53
	55
	53
	47
	37
	23
	5

	X2
	0
	1
	2
	3
	4
	
	
	
	
	
	

	Y2 = X² ─  4X + 5
	5
	2
	1
	2
	5
	
	
	
	
	
	



Se contenter de calculer un coefficient de corrélation linéaire ou les coefficients de l’équation d’une droite d’ajustement, sans faire, ni analyser le nuage de points correspondant, est une démarche dangereuse, mais que l’on rencontre encore trop souvent chez nombre d’élèves entrant en BTS et dans certains sujets de bac. !


L’exemple suivant nous montre combien il faut être prudent dans l’utilisation des paramètres habituels pour décrire la relation entre deux variables quantitatives. Il faut que les élèves comprennent toute l’utilité des représentations graphiques et perçoivent le danger des résumés numériques à valeur unique.

R. Tomassone, E. Lesquoy et C. Miller, dans leur remarquable ouvrage « La régression, nouveaux regards sur une ancienne méthode statistique » (Masson, 1983), présentent (p.21) les cinq séries bivariées suivantes :

	X1
	Y1
	X2
	Y2
	X3
	Y3
	X4
	Y4
	X5
	Y5

	7
	5,535
	7
	0,113
	7
	7,399
	7
	3,864
	13,715
	5,654

	8
	9,942
	8
	3,770
	8
	8,546
	8
	4,942
	13,715
	7,072

	9
	4,249
	9
	7,426
	9
	8,468
	9
	7,504
	13,715
	8,491

	10
	8,656
	10
	8,792
	10
	9,616
	10
	8,581
	13,715
	9,909

	12
	10,737
	12
	12,688
	12
	10,685
	12
	12,221
	13,715
	9,909

	13
	15,144
	13
	12,889
	13
	10,607
	13
	8,842
	13,715
	9,909

	14
	13,939
	14
	14,253
	14
	10,529
	14
	9,919
	13,715
	11,327

	14
	9,450
	14
	16,545
	14
	11,754
	14
	15,860
	13,715
	11,327

	15
	7,124
	15
	15,620
	15
	11,676
	15
	13,967
	13,715
	12,746

	17
	13,693
	17
	17,206
	17
	12,745
	17
	19,092
	13,715
	12,746

	18
	18,100
	18
	16,281
	18
	13,893
	18
	17,198
	13,715
	12,746

	19
	11,285
	19
	17,647
	19
	12,590
	19
	12,334
	13,715
	14,164

	19
	21,365
	19
	14,210
	19
	15,040
	19
	19,761
	13,715
	15,582

	20
	15,692
	20
	15,577
	20
	13,737
	20
	16,382
	13,715
	15,582

	21
	18,977
	21
	14,652
	21
	14,884
	21
	18,945
	13,715
	17,001

	23
	17,690
	23
	13,947
	23
	29,431
	23
	12,187
	33,281
	27,435


Dans cet exemple instructif, les cinq séries doubles sont très différentes, mais elles ont, au millième près, la même valeur du coefficient de corrélation linéaire, et les mêmes valeurs des coefficients de régression linéaire. Le lecteur peut consulter cet ouvrage d'initiation, pour compléter et approfondir ses connaissances sur la régression.


Les graphiques, même les plus simples, sont des outils très efficaces pour éviter de grossières erreurs dans le choix et l’utilisation du modèle d’ajustement affine.

III – cinq exemples de description

Exemple 1 : Relation entre taux d’alphabétisation des femmes et taux de mortalité infantile.


a. Présentation du sujet et de sa problématique


Cet exemple est tiré du sujet du bac ES de juin 1997 (Guadeloupe, Guyane, Martinique). Je n’en ai repris que la série double, que j’ai fait suivre de quelques questions.

L’Encyclopédie Universalis, dans Les chiffres du monde-1990, présente le tableau suivant :

	IDENTIFICATION DES COUPLES
	Inde
	Koweit
	Mauritanie
	France
	Ghana
	Congo
	Venezuela
	Japon
	Madagascar

	Taux d'alphabétisation des femmes (%) :
	25,7
	69,6
	17,0
	98,7
	42,8
	55,4
	87,8
	100,0
	61,6

	Taux de mortalité infantile (‰) :
	95,0
	34,0
	127,0
	7,7
	90,0
	73,0
	25,1
	5,0
	120,0


1 ─ Quel peut-être l’intérêt de rechercher s’il existe une relation entre le taux de mortalité infantile et le taux d'alphabétisation des femmes ? Quelle est la cause et quel est l’effet ? Quelle est la variable explicative X et quelle est la variable expliquée Y ?

2 ─ À partir de ce tableau, comment peut-on rechercher s’il y a une relation entre le taux de mortalité infantile et le taux d'alphabétisation des femmes ?


C’est un exemple qui, tous les ans, intéresse beaucoup les élèves et suscite des débats riches, essayez-le avec les vôtres. On y introduit la notion de relation de cause à effet et on motive la recherche sur un point isolé. Les élèves prennent connaissance d’une méthode de description des séries bivariées.


b. La séquence de travail


La séquence (peut être faite en 2 heures) commence par la réflexion suggérée par la question 1. Une fois les élèves d’accord sur la pertinence de la relation et le sens dans lequel l’établir, on résume les 5 étapes avant de les mettre en œuvre.


Les élèves débutent avec le document 1 (tous les document figurent en fin d’article) sous forme papier (ou fichier informatique si l’on veut gagner du temps, mais la saisie et l’organisation des données sur une feuille d’un tableur nécessite un apprentissage minimal). Sur une feuille vierge d'un tableur, ils saisissent les données et les différents éléments de présentation des résultats de la description, contenus dans la page (ça n’est qu’une suggestion !). On suit ensuite chronologiquement les 5 étapes.


c. Quelques remarques

(Les élèves sont amenés à réfléchir sur le statut particulier des données de Madagascar (cf. document 2, c’est le point isolé qui apparaît dans le nuage) : quelles explications plausibles peut-on avancer pour expliquer une mortalité infantile élevée au regard du taux d’alphabétisation des femmes ? Où peut-t-on trouver ces informations ? (collaboration avec l’enseignant d’histoire géographie ?) Je vous laisse y réfléchir avec vos élèves.

(Les principaux résultats sont présentés et commentés dans le document 2. 

(Le coefficient de détermination est obtenu en utilisant la fonction simple d’Excel : 

COEFFICIENT.DETERMINATION(SérieDesY;SérieDesX).
(Les coefficients a et b sont obtenus en utilisant la fonction « matricielle » d’Excel :

DROITEREG(SérieDesY;SérieDesX). Cf. l’article A pour la manipulation particulière des fonctions matricielles d’Excel. 

(J’insiste particulièrement sur :

* L’analyse du nuage selon les trois critères incluant la validation du modèle affine.

* Le calcul du coefficient de détermination et son interprétation en terme de qualité de l’ajustement. 

Dans l’échantillon étudié, le modèle affine permet d’expliquer 96,7% des variations du taux de mortalité infantile, par les variations du taux d’alphabétisation des femmes. Le reste est dû à d’autres facteurs.

[On peut prolonger la description par l’étude ou la simple vérification numérique des égalités suivantes :

yi représentant les valeurs observées de la variable Y, 
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 représentant les estimations faites en utilisant le modèle, et 
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écart total = écart expliqué par le modèle (dans lequel intervient X) + écart résiduel ;

à partir de laquelle on démontre que (uniquement dans le cas du modèle affine) :
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Soit, en abrégé : 
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 (1) S.C.E. signifiant la Somme des Carrés des Écarts.

Si 
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 n’est pas constante, on peut diviser les deux membres de l’égalité (1) par 
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Par définition, dans le modèle affine, on appelle coefficient de détermination, le rapport suivant :
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(2).

On montre que, dans le cas du modèle affine, d = r², r étant le coefficient de corrélation linéaire. Cette formule permet de voir que le coefficient de détermination est le pourcentage des variations de la variable Y que le modèle affine permet d’expliquer par les variations de X]
* L’indication du domaine d’étude et de validité du modèle trouvé.

Le domaine de validité du modèle est l’intervalle [17% ; 100%]. Le modèle est validé pour les pays étudiés. Il est intéressant de faire des recherches pour d'autre pays, et de placer les points correspondant sur le nuage. Dans un même pays, l'étude des mêmes variables au niveau des régions peut faire apparaître des disparités que l'on ne voit pas lorsque l'on a une donnée unique.

* L’interprétation des coefficients de l’équation de la droite d’ajustement lorsque c’est pertinent.

Interprétation de a : dans l’échantillon, à chaque fois que le taux d’alphabétisation des femmes augmente de 1%, le taux de mortalité infantile baisse, en moyenne, de 1,38‰.

Interprétation de b : Il faut que 0 appartienne au domaine de validité du domaine pour pouvoir donner une interprétation concrète à b. Or dans cet exemple ça n’est pas le cas ! Il serait hasardeux de dire que si le taux d’alphabétisation valait 0, on pourrait s’attendre à un taux de mortalité infantile de 143‰. Il faudrait le vérifier avec des données concrètes.
* Le calcul d’estimations, à partir du modèle trouvé, afin de représenter la droite sur le graphique et de faire des prévisions si c’est demandé.

Exemple 2 : Hygiène de vie, âge et force dorsolombaire.

a. Présentation du sujet et de sa problématique


L'I.N.S.E.R.M. réalise des études sur le mal de dos. Cette pathologie prend une importance croissante en médecine du travail. Un des objectifs de l'étude est de connaître comment évolue la force dorsolombaire en fonction de l'âge, chez les hommes et chez les femmes. Cela permettra de prévoir à partir de quel âge les personnes sont le plus susceptibles d'être sujettes au mal de dos. Un extrait des résultats figure dans le tableau suivant.

1° a)Tracer le nuage de points qui l'illustre, en identifiant le sexe correspondant à chaque point. b) Le nuage hommes et le nuage femmes sont-ils distincts ou presque distincts? (Peut-on les entourer chacun séparément). Si vous estimez que les 2 nuages sont superposés vous ne ferez qu'un seul traitement, sinon vous en ferez un pour les femmes et un pour les hommes. c) Analyser le ou les nuages. d) Faites une première comparaison graphique des deux nuages s'il y a lieu. 

2° Si c'est envisageable, faire le calcul des paramètres du (ou des) modèle(s) affine(s), selon la méthode des moindres carrés.

3°a) Donner l'interprétation des coefficients, évaluer et commenter la qualité de (ou des) l'ajustement(s). b) Si il y a 2 modèles, comparer le modèle homme et le modèle femme. 

4° Faire l'estimation de la prévision de la force dorsolombaire pour un âge de 51 ans chez les femmes et chez les hommes.

5° À l’aide du même modèle, faire l'estimation de la prévision de l'âge pour une force dorsolombaire de 69 chez les femmes et chez les hommes. On précisera, dans chacun des cas, les conditions d’application du modèle utilisé.
	Sexe
	H
	H
	H
	H
	H
	F
	F
	F
	F
	H
	H
	F
	F
	F
	F

	ÂGE (années)
	44
	32
	23
	59
	29
	47
	26
	53
	56
	35
	56
	29
	41
	62
	44

	Force Dorso-Lombaire (dN)
	107
	109
	113
	79
	89
	70
	82
	68
	25
	80
	72
	50
	41
	31
	36


	Sexe
	F
	H
	H
	F
	H
	H
	H
	H
	H
	F
	F
	F
	F
	F
	H

	ÂGE (années)
	20
	26
	41
	32
	38
	53
	62
	50
	47
	35
	23
	59
	38
	50
	20

	Force Dorso-Lombaire (dN)
	61
	78
	70
	30
	104
	95
	65
	71
	92
	50
	79
	52
	65
	36
	102



Les problèmes de dos apparaissent et s’aggravent avec l’âge. Comme le montrent les études et les pratiques récentes, c’est la musculature, donc la force dorsolombaire qui est l’un des principaux moyens de lutte contre le mal de dos. L’hygiène posturale est aussi importante. Les hommes et les femmes sont-ils égaux devant le mal de dos ?


b. La séquence de travail


Cette séquence peut être faite en 1 heure.


Les élèves ont l’énoncé et les données sur un document papier (ou en fichier informatique). Je les encourage à créer avec un tableur, à partir du document réalisé la séquence précédente, un modèle sur une page contenant tous les éléments de la description et les formules de calcul, mais en enlevant les commentaires et les données. Ce document modèle sera enregistré dans un fichier. Il ne restera plus qu’à copier et coller les nouvelles données, adapter les références contenues dans les formules, et revoir les échelles pour les graphiques si nécessaire.


c. Quelques remarques

* La variable explicative est l’âge, il y a réellement une relation de cause à effet.

* La variable qualitative sexe va servir à identifier les 2 groupes étudiés. Pour pouvoir différencier les 2 groupes sur les graphiques en nuage de points d’un tableur, il faut représenter 2 séries bivariées successivement, les « marques » faites par un tableur seront alors différentes. Pour cela, il faut trier le tableau des données en utilisant la variable « sexe » comme clé de tri, puis faire le graphique pour un groupe et lui superposer ensuite l’autre groupe.
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* Les 2 nuages sont bien distincts, il faut donc décrire séparément le groupe hommes et le groupe femmes. Les hommes et les femmes ne sont donc pas égaux quant à la force dorsolombaire. Il est intéressant de décrire et d’analyser plus finement cette différence.

* La description des 2 nuages ne pose pas de problème.

* Une importante remarque doit être faite sur le coefficient de corrélation linéaire. C’est un paramètre qui doit être utilisé et interprété avec beaucoup de prudence et qui donne souvent lieu à de grossières erreurs d’appréciation, du genre « un coefficient de corrélation est bon lorsqu’il est supérieur à 0,9 » par exemple.


Dans cet exemple, chez les femmes, le modèle affine a été validé avec un coefficient de corrélation linéaire de ─ 0,482. C’est le meilleur des modèles élémentaires que l’ont puisse trouver pour représenter cette série double. Nous verrons dans l’exemple 4 (cf. document 8) que malgré un coefficient de corrélation linéaire de 0,98 le modèle affine n’est pas validé.


Il est bien préférable d’utiliser le coefficient de détermination (égal à r² pour le modèle affine) qui peut toujours s’interpréter en terme de qualité d’ajustement : chez les femmes de l’échantillon étudié, le modèle affine permet d’expliquer 23,2% des variations de la force dorsolombaire par les variations de l’âge. Il y a donc une importante part des effets qui sont dus à d’autres causes.

* Le modèle affine est validé puis mis en œuvre selon la méthode des moindres carrés pour le groupe des hommes et pour le groupe des femmes (cf. le document 3). Une comparaison heuristique (non statistique) peut alors être tentée :

L’évolution de la force dorsolombaire en fonction de l’âge est pratiquement identique chez les hommes et chez les femmes puisque le coefficient directeur (appelé aussi coefficient de régression) a la même valeur à 10 ─ 4 près. Chez les hommes et les femmes étudiées, chaque année, la force dorsolombaire diminue de 0,6619 dN. 

Par contre il existe une différence en valeur absolue puisque les hommes ont, pendant toute la période étudié, une force dorsolombaire supérieure à celle des femmes de (115,55 ─ 78,87).

La qualité de l’ajustement est un peu inférieure chez les femmes, 23,2% contre 30,8% chez les hommes. Le nuage des femmes est plus « écarté » de la droite que celui des hommes. On parle d’une plus grande « inertie ». L’âge influe moins sur la force dorsolombaire chez les femmes que chez les hommes. Demandez à votre médecin pourquoi.
Exemple 3 : Revenu mensuel et budget mensuel alimentation

a. Présentation du sujet et de sa problématique


Dans le cadre d’un diagnostic de territoire, les étudiants se sont demandé s’il existait une relation entre le revenu mensuel des foyers et leurs dépenses mensuelles d’alimentation. Cette relation dépend-elle de la catégorie socioprofessionnelle du chef de famille ?


Cet exercice permet de mettre en œuvre les outils et les remarques faites dans les deux exemples précédents et de travailler sur les structures que l'on peut trouver dans un nuage de points.

Afin d'améliorer la qualité des services proposés dans une petite région touristique du Vaucluse, les responsables du développement du conseil général ont effectué une enquête sur les habitudes de consommation des personnes passant visiter la région. Un extrait de cette enquête figure dans le tableau ci-dessous. L'objectif de cet exercice et de voir, pour chaque catégorie socioprofessionnelle, s'il existe une relation entre le revenu mensuel et le budget mensuel d'alimentation, puis de modéliser cette relation lorsque l'analyse montre que c'est possible.

1° a)Tracer le nuage de points qui illustre la série bivariée, en identifiant chaque catégorie socioprofessionnelle, b) Analyser le nuage. En déduire un commentaire faisant intervenir les CSP.

2° Si c'est envisageable, faire le calcul des paramètres du (ou des) modèle(s) affine(s), selon la méthode des moindres carrés. Un point "particulier" peut être soit gardé pour les calculs, soit retiré. Il faut justifier le choix qui est fait.

3° Donner l'interprétation des coefficients, évaluer et commenter la qualité de l'ajustement.

4° Tracer la (ou les) droite(s) d'ajustement.

5° Comparer les catégories socioprofessionnelles quant à la relation entre revenu et budget d'alimentation.

	Budget mensuel alimentaire
	Budget mensuel d'achat de vin
	Revenu mensuel
	Budget annuel loisir
	C.S.P.

	940 €
	31 €
	2 460 €
	1 006 €
	ENSEIGNANT

	773 €
	28 €
	2 043 €
	835 €
	ENSEIGNANT

	819 €
	23 €
	3 314 €
	1 522 €
	FONCTERRITA

	236 €
	6 €
	476 €
	79 €
	OUVRIER

	1 028 €
	30 €
	2 702 €
	1 073 €
	ENSEIGNANT

	236 €
	23 €
	2 571 €
	954 €
	ENSEIGNANT

	967 €
	23 €
	2 598 €
	966 €
	ENSEIGNANT

	584 €
	71 €
	1 043 €
	238 €
	OUVRIER

	686 €
	22 €
	3 322 €
	1 490 €
	FONCTERRITA

	979 €
	61 €
	1 680 €
	537 €
	COMMERCANT

	909 €
	110 €
	3 448 €
	593 €
	LIBERAL

	788 €
	23 €
	3 456 €
	1 523 €
	FONCTERRITA

	1 101 €
	70 €
	1 838 €
	622 €
	COMMERCANT

	732 €
	28 €
	3 236 €
	277 €
	LIBERAL

	937 €
	17 €
	2 503 €
	896 €
	ENSEIGNANT

	525 €
	50 €
	1 122 €
	207 €
	OUVRIER

	732 €
	108 €
	3 427 €
	576 €
	LIBERAL

	827 €
	18 €
	2 265 €
	809 €
	ENSEIGNANT

	1 068 €
	67 €
	1 791 €
	595 €
	COMMERCANT

	891 €
	55 €
	1 586 €
	477 €
	COMMERCANT

	749 €
	97 €
	1 402 €
	312 €
	OUVRIER

	945 €
	28 €
	3 342 €
	1 834 €
	FONCTERRITA

	979 €
	63 €
	1 633 €
	552 €
	COMMERCANT

	804 €
	50 €
	1 463 €
	425 €
	COMMERCANT

	595 €
	60 €
	1 284 €
	238 €
	OUVRIER

	829 €
	24 €
	3 166 €
	1 595 €
	FONCTERRITA

	890 €
	127 €
	3 220 €
	673 €
	LIBERAL



b. Quelques résultats et remarques sont fournies dans le documents 5. Je laisse au lecteur et à ses élèves, le soin d’une description et d’une analyse plus complète. Le tableau comprend d’autres variables issues de l’enquête, ce qui permet de rechercher d’autres relations...

Exemple 4 : Âge et coût d’entretien


a. Présentation du sujet et de sa problématique

L’exercice est tiré du livre de G. Saint-Pierre et B. Verlant, Statistiques et Probabilités, BTS industriels, éditions Foucher (1993), c’est le numéro 16 page 39, très légèrement adapté.


Il s’agit d’étudier le coût annuel d’entretien et de réparation d’un équipement d’âge t. Le tableau suivant donne ce coût sur les cinq dernières années :

	Âge t en années
	1
	2
	3
	4
	5

	Coût (en K€)
	13,3
	14,2
	16,1
	18,9
	23,6



La transformation logarithme népérien (ln) est proposée d’emblée, sans étude du nuage initial. Je ne l’ai pas trouvée satisfaisante car lorsqu’on analyse le nuage de points, il est loin d’être correctement représenté par un modèle affine. Il faut donc essayer de faire découvrir aux élèves une meilleure transformation, parmi quelques-unes qui leur seront proposées.


b. La séquence de travail


Cette séquence peut être faite en 1 heure si l’on donne aux élèves les différentes transformations à essayer. Il faut plus de temps si l’on propose aux élèves d’expérimenter en essayant plusieurs transformations. Nous verrons plus loin la méthode que propose Tukey pour trouver les transformations à essayer.


Je propose de travailler dans un classeur Excel à 2 feuilles :

─ une feuille dans laquelle sont effectuées les différentes transformations avec leur illustration graphique et leurs analyses (cf. document 6).
─ une feuille contenant les éléments nécessaires à l’ajustement affine et à l’appréciation de sa qualité (cf. les documents 7 et 8)

Il s’agit, dans un premier temps, de repérer graphiquement, parmi les transformations proposées, celle qui « linéarise » au mieux le nuage de points. Il se peut qu’aucune transformation basée sur des fonctions simples ne marche. Lorsque l’on a trouvé une transformation satisfaisante, il ne reste plus qu’à appliquer la méthode des moindres carrés à la série ainsi transformée. On peut ensuite confirmer le choix fait graphiquement, par la comparaison des coefficients de détermination.


c. Quelques remarques

* Comment choisir une transformation ?


Dans tous les exercices classiques, une seule transformation est proposée. Parfois elle n’est pas satisfaisante, comme dans cet exemple. Il peut être alors intéressant de proposer à l’élève d’expérimenter (le mot est à la mode !) en essayant plusieurs transformations et en déterminant graphiquement celle qui semble la plus satisfaisante, c’est à dire celle qui transformera le nuage « non linéaire » en nuage le plus proche possible d’un aspect « linéaire ». 

[image: image14.wmf]2

i

i

)

y

ˆ

y

(

-


La méthode que l’on voit le plus souvent proposée est d’utiliser une fonction élémentaire pour transformer la variable Y, en Ln(Y) ou Y² ou Y1/2 ou Y ─ 1 etc.


Dans son livre "Exploratory Data Analysis
", J.W. TUKEY propose l’échelle mnémotechnique des transformations ci-contre et la règle d’utilisation suivante :


Pour « linéariser » un nuage dont la concavité est tournée vers le haut, il faut "descendre" dans l’échelle des transformations en partant de la position de Y. Les fonctions élémentaires à utiliser sont donc les fonctions Y0,5, ln(Y), ─Y ─ 0,5, ─Y ─ 1, ─Y ─ 1,5 etc. Le signe ─ sert à conserver le sens de variation initial. Je ne l’ai pas utilisé dans les exemples présentés par la suite car c’est comme cela que j’ai pratiqué avec les élèves. On peut utiliser des pas plus fins pour les puissances, par exemple de 0,1 en 0,1.


Pour « linéariser » un nuage dont la concavité est tournée vers le bas, il faut "monter" dans l’échelle des transformations en partant de la position de Y. Les fonctions élémentaires à utiliser sont donc les fonctions Y1,5, Y2, Y2,5  etc.


La concavité du nuage étant tournée vers les y positifs (le haut), il faut choisir les transformations situées en dessous de Y, dans l’échelle de TUKEY. Après quelques essais successifs, ln(Y), ─Y ─1, illustrés dans de document 6, c’est ─Y ─2 que nous avons choisie, toujours visuellement, avec les élèves.


On peut poursuivre l’étude de la qualité de l’ajustement qui en découle en calculant la S.C.E. résiduelle pour la comparer avec celles obtenue avec d'autres modèles (cf. les documents 7 et 8), le critère généralement retenu (mais pas toujours) étant celui de plus petite S.C.E. résiduelle.

* Comment comparer plusieurs modèles ?


Pour comparer plusieurs transformations, on peut comparer soit les rapports d, soit les S.C.E. résiduelles. Le choix de comparer les S.C.E. résiduelles, plutôt que les rapports d, me semble préférable d'un point de vue didactique, car :


► Il permet de comparer des grandeurs de même dimension, et de même unité, dont l'ordre de grandeur est en relation avec la variable Y, relation illustrée par l'égalité d'analyse des variations. On peut donc demander aux élèves une réflexion sur les ordres de grandeurs.


► Il oblige à bien différencier les modèles utilisés, car les S.C.E. résiduelles ne sont comparables que dans la même unité. Il faut donc, pour chaque modèle qui le nécessite, revenir aux valeurs estimées de Y, en utilisant la fonction réciproque de celle utilisée pour la transformation. C’est une bonne occasion de réinvestir certains résultats d’analyse.


Il n'en est pas de même si l'on en reste aux rapports d, qui, sans dimension, masquent tous les problèmes liés aux changements d'unité et d'échelle induit par les transformations.


La simple comparaison des rapports d, bien qu'aboutissant aux mêmes conclusions quant au choix du modèle ayant la plus petite S.C.E. résiduelle, est moins porteuse de sens. De plus ces rapports toujours compris entre 0 et 1 se prêtent trop à une application automatique et à des interprétations erronées.

* Problème d'optimalité et de stratégie de modélisation


La méthode des moindres carrés assure une S.C.E. résiduelle minimale pour {f(Y)}estimé = aX + b MAIS PAS pour f ─ 1({f(Y)}estimé). Si l'on veut obtenir la S.C.E. résiduelle minimale pour Y, dans le cas où le modèle affine ne convient pas, il faut utiliser des algorithmes particuliers. Dans le tableau suivant, qui illustre les différents cas abordés précédemment, je montre l'utilisation de l'algorithme des moindres carrés non linéaires", nls( )
" de R
.


Le fichier "R_Ajustements.doc" contenant les lignes de commandes R permettant de réaliser les ajustements du tableau ci dessous, et des commentaires sur les résultats obtenus, est téléchargeable sur le site de la commission Inter IREM probabilités et statistiques (http://www.univ-lyon1.fr/IREM/CII-Stat/accueil_ciistat.html).

	SÉRIE DOUBLE UTILISÉE :

S.C.E. de Y ≈ 69,268
	(X ; Y)
	(X ; ln(Y))
	(X ; Y ─ 2)

	MODÈLE AJUSTÉ 
	Variable finale estimée
	f est l'identité
	f est la fonction ln
	f est la fonction
puissance ─2

	{f(Y)}estimé = aX + b.

par les moindres

carrés linéaires lsfit( ).
	f(Y).

SCErésiduelles non comparables.
	a ≈ 2,53

b ≈ 9,63

SCErésiduelle ≈5,259
	a ≈ 0,1432885

b ≈ 2,3941812

SCErésiduelle ≈ 0,0086
	a ≈ ─ 0,00098754

b ≈ 0,0067756695

SCErésiduelle ≈4,789x10─8

	
	f ─ 1({f(Y)}estimé).

SCErésiduelles
comparables.
	SCErésiduelle ≈ 5,259
	SCErésiduelle ≈ 2,7862
	SCErésiduelle ≈ 0,1705

	Yestimé = f ─ 1(aX + b).

par les moindres

carrés non linéaires nls( ).
	Y

SCErésiduelles
comparables.
	a ≈ 2,53

b ≈ 9,63

SCErésiduelle ≈ 5,259
	a ≈ 0,1537502

b ≈ 2,3605093

SCErésiduelle ≈ 2,4734
	a ≈ ─ 0,001012942

b ≈ 0,006861522

SCErésiduelle ≈ 0,0895

	Yestimé = a+bX+cX2+
dX3
par les moindres carrés multiple lsfit( ).
	Y


	a ≈ 12,62 

b ≈ 0,65714286

c ≈ ─ 0,06785714 

d ≈ 0,075

SCErésiduelle ≈ 0,01728571
	
	



L'ajustement d'un modèle polynômial relève de la méthode des moindres carrés multiple, mais on peut aussi utiliser les algorithmes d'ajustement selon les moindres carrés non linéaire.


Notez que c'est le modèle polynomial qui a obtenu la meilleure performance quant à la SCE résiduelle, et il peut être intéressant d'expérimenter en choisissant des polynômes de degré supérieur. On diminue alors encore la SCE résiduelle. Mais le modèle polynômial n'a pas que des avantages.


En effet, le critère de la SCE résiduelle minimale, s'il est pertinent pour le calcul des paramètres d'un modèle, ne l'est pas forcément pour le choix d'un modèle parmi plusieurs. En effet il est parfois préférable d'avoir un modèle dont les paramètres ont une interprétation concrète, même si sa résiduelle est plus élevée que, par exemple, un modèle polynômial dont les paramètres n'ont, en général, pas d'interprétation pratique simple et utilisable concrètement.


Par exemple, selon le modèle affine, tous les ans le coût horaire d'entretien augmente de 2,53€. Mais quelle interprétation concrète donner aux paramètres b c et d du modèle polynômial?


Ce tableau permet aussi de bien montrer que la stratégie de la transformation n'est pas optimale quant au critère de la SCE résiduelle minimale concernant Y. La seule méthode optimale est les moindres carrés non linéaire.

Exemple 5 : Recherche et utilisation de différentes échelles pour le graphique


a. Présentation du sujet et de sa problématique


La série double suivante présente plusieurs structures (il y a cinq groupes de points) permettant de faire un travail sur les échelles, avec les élèves. 

	Groupe (catégorie d'individus)
	Variable à

expliquer (Y)
	Variable 

explicative (X)
	Groupe (catégorie d'individus)
	Variable à

expliquer (Y)
	Variable

explicative (X)

	Groupe 4
	5,146452E-02
	2,1758347E-01
	Groupe 1
	1,546E-03
	3,85E-03

	Groupe 2
	5,02E-03
	5,95E-03
	Groupe 2
	6,2E-03
	4,67E-03

	Groupe 4
	5,146452E-02
	2,1758369E-01
	Groupe 5
	4,55E+00
	1,676E+01

	Groupe 2
	6,419E-03
	3,28E-03
	Groupe 5
	5,71E+00
	2,262E+01

	Groupe 2
	4,14E-03
	7,13E-03
	Groupe 1
	2,8E-03
	7,28E-03

	Groupe 4
	5,146414E-02
	2,1758311E-01
	Groupe 5
	1,53E+00
	6,9E+00

	Groupe 4
	5,146421E-02
	2,1758334E-01
	Groupe 3
	5,6251E-03
	1,357E-02

	Groupe 3
	5,6237E-03
	1,355E-02
	Groupe 3
	5,6088E-03
	1,3540E-02

	Groupe 1
	3,02E-03
	6,67E-03
	Groupe 3
	5,6364E-03
	1,3537E-02

	Groupe 3
	5,6392E-03
	1,3565E-02
	Groupe 3
	5,6237E-03
	1,3526E-02

	Groupe 1
	2,17E-03
	4,36E-03
	Groupe 5
	3,65E-03
	4,74E-03

	Groupe 2
	7,008E-03
	2,56E-03
	Groupe 3
	5,6124E-03
	1,3562E-02

	Groupe 1
	2,12E-03
	5,23E-03
	Groupe 2
	5,272E-03
	4,97E-03

	
	
	
	Groupe 4
	5,146475E-02
	2,1758386E-01



b. La séquence de travail

Dans un premier temps, je fournis aux élèves le fichier de données, sans la colonne permettant d’identifier les groupes, avec pour consigne de représenter le nuage de points.


Les élèves doivent bien repérer la présence de structures dans le nuage, mais par un effet d’échelle, les groupes ne sont presque pas visibles sur le nuage représentant la série double dans son ensemble.


La consigne suivante est donc de faire des agrandissements successifs sur ce nuage, dans le but de révéler le plus possible des structures présentes.


Sur un tableur, ces agrandissements se font en choisissant des échelles adaptées aussi bien pour les abscisses que pour les ordonnées. De façon à présenter un graphique par agrandissement, il faut faire autant de copies du graphique initial que l’on veut faire d’agrandissements.


Une fois ce travail fait, à différents degrés selon les élèves, je leur distribue le document 9 afin qu’ils puissent identifier tous les groupes et qu’ils puissent en faire les agrandissements sur leurs graphiques.


Pour cela je leur fournis le fichier avec, cette fois, la colonne des groupes. Pour obtenir autant de marques que de groupes, il faut trier le fichier par groupes, puis superposer successivement tous les groupes sur le même graphique. C’est comme si on représentait plusieurs séries doubles sur le même graphique.

IV – conclusion


Ces quelques exemples montrent bien que l’on peut faire un intéressant travail de description des séries bivariées, en permettant aux élèves de réfléchir sur les méthodes, en les initiant à la recherche d’un modèle, tout en leur montrant les limites des méthodes utilisées.


L'ajustement est un domaine dans lequel on peut expérimenter (conjecturer et mettre en œuvre les vérifications nécessaires), on peut réinvestir les résultats de l'analyse mathématique et la connaissance des fonctions et de leurs graphes, on peut entraîner les élèves à l'analyse de modèles, de leurs résultats et de leurs applications concrètes.


Le logiciel R est téléchargeable gratuitement, il a les avantages et les inconvénients d'un outil professionnel, mais il est complet et relativement facile d'utilisation. Il possède des fonctionnalités graphiques étendues. Il est de plus une bonne source bibliographique sur les méthodes et algorithmes statistiques : La totalité des commandes fait l'objet d'une description détaillée, dans laquelle figure des exemples et une bibliographie précise.


Avec ces quelques outils, il est possible d'aborder plus efficacement le dépouillement et l’analyse des données récoltées lors des enquêtes.

	DOCUMENT 1 (À distribuer aux élèves) ─ Réflexion sur la relation de cause à effet
ANALYSE D'UNE SÉRIE BIVARIÉE ET CHOIX D'UN MODÈLE 

	Juin 97, ES, Alphabétisation et mortalité infantile en 1990

	IDENTIFICATION DES COUPLES
	Taux d'alphabétisation des femmes :
	Taux de mortalité infantile :
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Carrés des écarts résiduels
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Carrés des écarts dus à la droite
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Carré des écarts totaux


	Inde
	25,7
	95,0
	
	
	
	

	Koweit
	69,6
	34,0
	
	
	
	

	Mauritanie
	17,0
	127,0
	
	
	
	

	France
	98,7
	7,7
	
	
	
	

	Ghana
	42,8
	90,0
	
	
	
	

	Congo
	55,4
	73,0
	
	
	
	

	Vénézuela
	87,8
	25,1
	
	
	
	

	Japon
	100,0
	5,0
	
	
	
	

	Madagascar
	61,6
	120,0
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Moyennes
	
	
	
	
	
	

	Sommes des carrés des écarts
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	PRÉVISION
	
	
	
	
	
	

	Coefficients de la droite de régression ; coefficient de corrélation ; coefficient de détermination :

	a
	b
	r
	r²
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	L'équation de la droite est
	
	domaine d'étude : X appartient à l'intervalle [….. ; …..]

	Interprétation de a :
	
	
	
	
	

	Interprétation de b :
	
	
	
	
	

	Interprétation de r² :
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	ANALYSE DU NUAGE ; SELON LES TROIS CRITÈRES :
	
	
	

	1 : il y une structure, un point particulier se détache du groupe, il faut aller l'examiner.
	

	Il s'agit de Madagascar où une très grave épidémie en 1986 a entraîné une mortalité infantile importante.

	On élimine cette observation, puis on recommence l'analyse graphique et numérique.


	DOCUMENT 2 ─ Réflexion sur la relation de cause à effet

	Alphabétisation et mortalité infantile en 1990 (Proposition de corrigé).

	IDENTIFICATION DES COUPLES
	Taux d'alphabétisation des femmes : X
	Taux de mortalité infantile : Y
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Carrés des écarts dûs à la droite

	Carré des écarts totaux


	Inde
	25,7
	95,0
	107,469
	155,486
	2537,076
	1436,410

	Koweit
	69,6
	34,0
	46,763
	162,904
	106,846
	533,610

	Mauritanie
	17,0
	127,0
	119,500
	56,250
	3893,757
	4886,010

	France
	98,7
	7,7
	6,523
	1,385
	2558,015
	2440,360

	Ghana
	42,8
	90,0
	83,823
	38,154
	714,124
	1082,410

	Congo
	55,4
	73,0
	66,399
	43,567
	86,481
	252,810

	Vénézuela
	87,8
	25,1
	21,596
	12,278
	1260,536
	1024,000

	Japon
	100,0
	5,0
	4,726
	0,075
	2743,087
	2714,410

	
	
	
	
	
	
	

	Moyenne
	
	57,100
	
	Résiduelle
	Modèle
	Totale

	Sommes des carrés des écarts
	
	
	470,100
	13899,920
	14370,020

	
	
	
	
	
	
	

	PRÉVISION
	61,6
	
	57,826
	
	
	

	Coefficients de la droite de régression ; coefficient de corrélation ; coefficient de détermination :

	a
	b
	r
	r² ; qualité de l'ajustement : 96,7% des variations de

	-1,38
	143,01
	-0,984
	0,9673
	 la mortalité infantile sont expliqués par 
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	les variations du taux d'alphabétisation

	L'équation de la droite est
	
	domaine d'étude : X appartient à l'intervalle [17% ; 100%]

	Interprétation de a : une augmentation de 1% du taux d'alphabétisation entraîne une diminution moyenne

	
	     de 1,38‰ de l'estimation du taux de mortalité infantile.
	
	

	Interprétation de b : comme 0 n'appartient pas au domaine d'étude, b ne s'interprète pas en termes concrets.

	Interprétation de r² : Le modèle affine explique 96,73% des variations de la mortalité infantile

par les variations du taux d'alphabétisation des femmes
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	ANALYSE DU NUAGE ; SELON LES TROIS CRITÈRES :
	
	
	

	1 : Il n'y a pas de groupes de points bien marqués, on a un seul groupe homogène.
	

	
	
	
	
	
	
	

	2 : L'épaisseur du nuage ne varie pas notablement en fonction de X.
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	3 : Le nuage est allongé autour d'une droite. Le modèle affine représentera donc bien la relation.


	DOCUMENT 3 ─ Étude de la relation dans plusieurs groupes

	Exercice Hygiène de vie : Âge et Force dorsolombaire chez les femmes (Proposition de corrigé)

	NUM
	ÂGE (années)
	Force Dorso-Lombaire (dN)
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Carrés des écarts résiduels
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Carrés des écarts dus à la droite
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Carré des écarts totaux


	1
	44
	36
	49,748
	188,997
	3,943
	247,538

	2
	38
	65
	53,719
	127,260
	3,943
	176,004

	4
	23
	79
	63,648
	235,696
	141,950
	743,471

	6
	62
	31
	37,833
	46,694
	193,210
	429,871

	9
	29
	50
	59,676
	93,629
	63,089
	3,004

	10
	50
	36
	45,776
	95,574
	35,488
	247,538

	11
	53
	68
	43,790
	586,101
	63,089
	264,604

	12
	47
	70
	47,762
	494,533
	15,772
	333,671

	13
	35
	50
	55,705
	32,544
	15,772
	3,004

	15
	32
	30
	57,690
	766,762
	35,488
	472,338

	16
	26
	82
	61,662
	413,638
	98,577
	916,071

	18
	41
	41
	51,733
	115,204
	0,000
	115,204

	19
	20
	61
	65,633
	21,468
	193,210
	85,871

	20
	56
	25
	41,805
	282,400
	98,577
	714,671

	29
	59
	52
	39,819
	148,376
	141,950
	0,071

	
	
	
	
	
	
	

	Moyennes
	
	51,7333
	
	
	
	

	
	
	
	
	Résiduelle
	Modèle
	Totale

	Sommes des carrés des écarts
	
	3648,8762
	1104,0571
	4752,9333

	Prévision :
	51
	
	45,11
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Coefficients de la droite de régression ; coefficient de corrélation ; coefficient de détermination :
	

	a
	b
	r
	r²
	
	
	

	-0,6619
	78,8714
	-0,4820
	0,2323
	
	
	

	L'équation de la droite est Yest.=-0,66X+78,87 ; pour x appartenant à [20 ; 62]
	

	Interprétation de a : chaque année l'estimation de la force dorsolombaire diminue de 0,6619dN en moyenne 

	
	               chez les femmes
	
	
	
	

	Interprétation de b : comme 0 n'appartient pas au domaine d'étude, b ne s'interprète pas en termes concrets.
	

	
	
	
	
	
	
	

	Interprétation de r² : Le modèle affine explique 23,23% des variations de la force dorso-lombaire

par les variations de l'âge des femmes
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	ANALYSE DU NUAGE ; SELON LES TROIS CRITÈRES :
	
	
	

	1 : Le nuage des femmes ne comprend ni groupe de points bien démarqués ni point isolé.

	2 : L'épaisseur du nuage ne varie pas notablement en fonction de X.
	
	

	3 : Le nuage s'allonge autour d'une droite, le modèle affine représentera donc bien la relation.


	DOCUMENT 4 ─ Étude de la relation dans plusieurs groupes

	Exercice Hygiène de vie : Âge et Force dorso-lombaire chez les hommes (Proposition de corrigé)

	NUM
	ÂGE (années)
	Force Dorso-Lombaire (dN)
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Valeurs estimées
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Carrés des écarts résiduels
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Carrés des écarts dûs à la droite
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Carré des écarts totaux


	3
	20
	102
	102,300
	0,090
	193,210
	184,960

	5
	44
	107
	86,414
	423,772
	3,943
	345,960

	7
	62
	65
	74,500
	90,250
	193,210
	547,560

	8
	32
	109
	94,357
	214,413
	35,488
	424,360

	14
	35
	80
	92,371
	153,052
	15,772
	70,560

	17
	59
	79
	76,486
	6,322
	141,950
	88,360

	21
	56
	72
	78,471
	41,879
	98,577
	268,960

	22
	41
	70
	88,400
	338,560
	0,000
	338,560

	23
	47
	92
	84,429
	57,327
	15,772
	12,960

	24
	50
	71
	82,443
	130,939
	35,488
	302,760

	25
	29
	89
	96,343
	53,918
	63,089
	0,360

	26
	53
	95
	80,457
	211,495
	63,089
	43,560

	27
	26
	78
	98,329
	413,251
	98,577
	108,160

	28
	38
	104
	90,386
	185,349
	3,943
	243,360

	30
	23
	113
	100,314
	160,927
	141,950
	605,160

	
	
	
	
	
	
	

	Moyenne
	
	88,4000
	
	
	
	

	
	
	
	
	Résiduelle
	Modèle
	Totale

	Sommes des carrés des écarts
	
	2481,5429
	1104,0571
	3585,6000

	Prévision :
	51
	
	81,78
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Coefficients de la droite de régression ; coefficient de corrélation ; coefficient de détermination :

	a
	b
	r
	r²
	
	
	

	-0,6619
	115,5381
	-0,5549
	0,3079
	
	
	

	L'équation de la droite est Yest.=-0,66X+115,55 ; pour x appartenant à [20 ; 62]
	

	Interprétation de a : chaque année l'estimation de la force dorsolombaire diminue de 0,6619dN en moyenne 

	
	                 chez les hommes
	
	
	
	

	Interprétation de b : comme 0 n'appartient pas au domaine d'étude, b ne s'interprète pas en termes concrets.

	
	
	
	
	
	
	

	Interprétation de r² : Le modèle affine explique 30,79% des variations de la force

dorsolombaire par les variations de l'âge des hommes.
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	ANALYSE DU NUAGE ; SELON LES TROIS CRITÈRES :
	
	
	

	1 : Le nuage des hommes ne comprend ni groupe de points bien démarqués ni points isolé.

	2 : L'épaisseur du nuage ne varie pas notablement en fonction de X.
	

	3 : Le nuage s'allonge autour d'une droite, le modèle affine représentera donc bien la relation.


	DOCUMENT 5 ─ Étude de la relation dans plusieurs groupes
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	Catégories OUVRIERS et COMMERÇANTS
	
	
	
	

	
	Analyse du nuage :
	On peut regrouper ouvriers et commerçants car les nuages des deux groupes

	
	
	s'allongent approximativement le long de la même droite
	

	1
	Le nuage ne présente ni point isolé ni groupes de points bien marqués,
	

	2
	L'épaisseur du nuage ne varie pas notablement en fonction de x,
	
	

	3
	Le nuage s'allonge autour d'une droite, on peut donc utiliser le modèle affine.
	

	Modèle pour les catégories OUVRIERS et COMMERÇANTS ; Yestimé=0,6564X – 140,2736 (en €uro)

	a
	b
	r²
	SCE Totale
	SCE Modèle
	SCE Résiduelle
	
	

	0,6564
	-140,2736
	0,9601
	712 214,18
	683 822,72
	28 391,46
	
	

	
	
	
	domaine d'étude : x appartient à l'intervalle [470 ; 1840]

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	Interprétation de a et b :
	Lorsque le revenu mensuel augmente de 10 €, le budget mensuel estimé

	
	
	augmente en moyenne de 6,564€ dans ce groupe.
	
	

	
	
	0 n'appartenant pas au domaine d'étude, il n'y a pas d'interprétation pratique pour b

	
	Interprétation de r² :
	Le modèle affine explique 96,01% des variations des dépenses d'alimentation

	
	
	par les variations du revenu mensuel, dans ce groupe.
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	Catégorie ENSEIGNANTS
	
	
	
	
	
	

	Analyse du nuage :
	
	
	
	
	
	

	1
	Le nuage présente un point isolé. Il faut rechercher les causes de cette particularité.

	
	Nous continuons l'analyse du nuage sans ce point.
	
	
	

	2
	L'épaisseur du nuage ne varie pas notablement en fonction de x,
	
	

	3
	Le nuage s'allonge autour d'une droite, on peut donc utiliser le modèle affine.
	

	Modèle pour la catégorie ENSEIGNANTS ; Yestimé=0,3899X – 34,7932 (en €uro)
	
	

	a
	b
	r²
	SCE Totale
	SCE Modèle
	SCE Résiduelle
	
	

	0,3899
	-34,7932
	0,9763
	44 436,00
	43 382,50
	1 053,50
	
	

	
	
	
	domaine d'étude : x appartient à l'intervalle [2040 ; 2710]

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	Commentaires :
	Attention au point particulier : il faut rechercher les causes de cette particularité ;

	
	
	erreur de saisie, de mesure ou autre, ce point ne doit pas entrer dans

	
	
	le calcul des paramètres du modèle affine.
	
	

	
	Interprétation de a et b :
	Lorsque le revenu mensuel augmente de 10 €, le budget mensuel estimé

	
	
	augmente en moyenne de 3,899€ dans ce groupe.
	
	

	
	
	0 n'appartenant pas au domaine d'étude, il n'y a pas d'interprétation pratique pour b

	
	Interprétation de r² :
	Le modèle affine explique 97,63% des variations des dépenses d'alimentation

	
	
	par les variations du revenu mensuel, dans ce groupe.
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	Commentaire pour les catégories FONCTIONNAIRES TERRITORIAUX ET LIBÉRAUX
	

	Analyse du nuage :
	
	domaine d'étude : x appartient à l'intervalle [3160 ; 3460]

	Le nuage de points ne permet pas de mettre en évidence une relation entre revenu mensuel et budget

	alimentation pour ces deux catégories.
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	DOCUMENT 7

	RECHERCHE EXPÉRIMENTALE D'UNE TRANSFORMATION PERMETTANT DE "LINÉARISER" LE NUAGE DE POINT

	
	VARIABLE EXPLICATIVE X : ÂGE (année)
	VARIABLE EXPLIQUÉE Y : Coût d'entretien (K€)
	ln(Y)
	Valeurs estimées de ln(Y)
	Valeurs estimées de Y
	Carrés des écarts résiduels

	
	1
	13,3
	2,59
	2,5375
	12,6476
	0,4256

	
	2
	14,2
	2,65
	2,6808
	14,5962
	0,1569

	
	3
	16,1
	2,78
	2,8240
	16,8449
	0,5548

	
	4
	18,9
	2,94
	2,9673
	19,4400
	0,2917

	
	5
	23,6
	3,16
	3,1106
	22,4350
	1,3571

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Moyenne
	
	17,2200
	
	
	
	

	
	
	Totale
	
	Modèle
	
	Résiduelle

	Sommes des carrés des écarts :
	69,2680
	
	66,4818
	
	2,7862

	
	
	
	
	
	
	

	Prévision :
	6
	
	
	3,2539
	25,8914
	

	
	
	
	
	
	
	

	Coefficients de la droite de régression ; coefficient de corrélation ; coefficients de détermination :

	a
	b
	r
	r²
	d=SCEmod/SCEtot
	

	0,1433
	2,3942
	0,9795
	0,9594
	0,9598
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	L'équation de la droite est [ln(Y)]estimé = 0,1433X+2,3942
	pour x appartenant à [1 ; 5]

	Interprétation de a : Chaque année, l'estimation du log. nep. du coût d'entretien augmente
	

	
	    en moyenne de 0,14
	
	
	
	

	Interprétation de b : comme 0 n'appartient pas au domaine d'étude, b ne s'interprète pas en termes concrets.

	Mais on peut cependant concevoir le coût d'entretien d'une machine au moment de son acquisition.
	

	
	
	
	
	
	
	

	Interprétation de r² : Le modèle affine explique 95,94% des variations du log. nep. du coût d'entretien par 

	
	les variations de l'âge du matériel.
	
	
	
	

	Interprétation de d : Le modèle obtenu en utilisant la fonction réciproque de la transformation
	

	
	explique 95,98% des variations du coût d'entretien par les variations de l'âge du 

	
	matériel.
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	ANALYSE DU NUAGE ; SELON LES TROIS CRITÈRES : cf. document 6
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Commentaire : on voit bien que la droite représente mal le nuage de points (X ; ln(Y)) car
	

	la répartition des points autour de la droite présente des tendances.
	


	DOCUMENT 8

	RECHERCHE EXPÉRIMENTALE D'UNE TRANSFORMATION PERMETTANT DE "LINÉARISER" LE NUAGE DE POINT

	
	VARIABLE EXPLICATIVE X : ÂGE (année)
	VARIABLE EXPLIQUÉE Y : Coût d'entretien (K€)
	(coût (K€))– 2 

=Y – 2
	Valeurs estimées de

Y – 2
	Valeurs estimées de Y
	Carrés des écarts résiduels

	
	1
	13,3
	0,00565
	0,00579
	13,1441
	0,0243

	
	2
	14,2
	0,00496
	0,00480
	14,4328
	0,0542

	
	3
	16,1
	0,00386
	0,00381
	16,1943
	0,0089

	
	4
	18,9
	0,00280
	0,00283
	18,8126
	0,0076

	
	5
	23,6
	0,00180
	0,00184
	23,3253
	0,0754

	
	
	
	
	
	
	

	Moyenne
	
	17,2200
	
	
	
	

	
	
	Totale
	
	Modèle
	
	Résiduelle

	Sommes des carrés des écarts :
	69,2680
	
	69,0975
	
	0,1705

	
	
	
	
	
	
	

	Prévision :
	
	6
	
	0,00085
	34,2905
	

	
	
	
	
	
	
	

	Coefficients de la droite de régression ; coefficient de corrélation ; coefficients de détermination :

	a
	b
	r
	r²
	d=SCEmod/SCEtot
	

	-0,0010
	0,0068
	-0,9976
	0,9951
	0,9975
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	L'équation de la droite est Y-2estimé=-0,0010X+0,0068
	pour x appartenant à [1 ; 5]
	

	Interprétation de a : chaque année, l'estimation de l'inverse du carré du coût d'entretien diminue

	
	     en moyenne de 0,001
	
	
	
	

	Interprétation de b : comme 0 n'appartient pas au domaine d'étude, b ne s'interprète pas en termes concrets.

	
	
	
	
	
	
	

	Interprétation de r² : Le modèle affine explique 99,51% des variations de l'inverse du carré du coût d'entretien par 

	
	les variations de l'âge du matériel.
	
	
	

	Interprétation de d : Le modèle obtenu en utilisant la fonction réciproque de la transformation
	

	
	explique 99,75% des variations du coût d'entretien par les variations de l'âge du matériel.
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	Commentaire : on voit bien que la droite représente mieux le nuage (X ; Y–2) que le nuage (X ; ln(Y)). 


DOCUMENT 9 ─ Travail sur la recherche des échelles appropriées aux séries à illustrer.
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� Description d'une série statistique à deux variables quantitatives : Modélisation non probabiliste par les méthodes d'ajustement. Dans le volume I de "Statistique au Lycée", 2004, édité par l'A.P.M.E.P.


� Il existe d'autres méthodes, par exemple la méthode dite de Meyer, (cf. l'article de Stephan Manganelli, dans le volume I de cet ouvrage) que l'on ne trouve plus que dans les programmes de certaines classes et qui n'a plus guère qu'un intérêt historique et pédagogique. Les méthodes alternatives pratiquées actuellement font partie des méthodes d'ajustement dites robustes, basées sur les algorithmes itératifs et dont un bon exemple est la procédure "lowess" (Becker, R. A., Chambers, J. M. and Wilks, A. R. (1988) The New S Language. Wadsworth & Brooks/Cole. Cleveland, W. S. (1979) Robust locally weighted regression and smoothing scatterplots. J. Amer. Statist. Assoc. 74, 829–836. Cleveland, W. S. (1981) LOWESS: A program for smoothing scatterplots by robust locally weighted regression. The American Statistician, 35, 54.) disponible dans tous les logiciels professionnels de statistique, comme S, R(*), SAS etc.


(*) : R est téléchargeable gratuitement sur .(� HYPERLINK "http://www.r-project.org" ��www.r-project.org�) : A Programming Environment for Data Analysis and Graphics, 1999–2004. R Development Core Team, from the R-project.


� Exploratory Data Analysis. (E.D.A.) Éditeur : Addison-Wesley ; 1977 ; 688pp.; ISBN 0–201–07616–0.


� BATES, D.M. AND WATTS, D.G. (1988). Non-linear Regression Analysis and Its Applications. Wiley.


BATES, D. M. AND CHAMBERS, J. M. (1992). Non-linear models. Chapter 10 of Statistical Models in S. eds J. M. Chambers and T. J. Hastie. Wadsworth & Brooks/Cole.


�.cf. note 2 sur R.
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