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INTRODUCTION



Sommes harmoniques et polylogarithmes colorés

Sommes harmoniques polylogarithmes classiques

N
1 . z"
HA(N)=>" — N ENy,r>0, et Li(z)= > —lal <1
n=1 n>1
Généralisation a des multi-indices s = (s1,...,5/)

m

1 z
Hs(N) = ———~ et Li = —_.
s(N) Z nyt ...y et Lis(2) Z nit...ony

N>ni>...>n,>0 r n>..>n >0

Soit (g) = (2’:::’2’), ol by,...,b, € {1,q,...,q" 1}, q = e&7/".

pm...prr ML pir
mv= > Aoy Ab
s ny...nS s ng--eny
N>ny>...>n>0 1 ny>->n>0



Théoréme d’Abel

Dans le cas classique, la formule d’Euler-Maclaurin nous donne

Hy(N) ~ logN+wE—Z . Nk,
k>1

Bk—ri1 -1\ 1
Hr(N)NC(r) ( er Zk—r+l( >/Vk7 pourr>1.
Donc, si r > 1, d’apres le théoreme d'Abel,

lim H/(N) = lim Li(2) = Z% = ((r).

N—oo
n>0

Probleme : Déterminer algorithmiquement le comportement
asymptotique des sommes harmoniques Ho (N) pour N — +oco et

le développement singulier des po/ylogarit/;mes Lis(z) en 1.

Dans le cas ou (is’ll) #* (i)
lim Ho(N) = lim Lis(2) = > bl:"b:_g<b>.

N—oco s z—1 s ny...n S
m>..>n>0 1 r



Fonction génératrice ordinaire des sommes harmoniques

Dans les cas classiques, on a

1 1
Pi(z) =) Hi(n)z" = T le T
n>0
n 1 .
P,(z) =) H(n)z" =  Lir(2),

n>0

(avec Hp(0) =1 et pour r > 0,H,(0) = 0). Plus généralement,

Py(z) = ) H(n)z" = - i ~ Lis(2),
n>0

Py (z) = ZH:(n)z” =7 i — Lin (2).
n>0

Probleme : Déterminer algorithmiquement le développement
singulier de ces fonctions génératrices Py (z) en 1.



Codage des multi-indices par des mots

» Considérons les alphabets Y = {yx|k € N1} et X = {x0, x1}.

s1—1 s—1
(S1y---15r) & Yoy - Vs, < Xg0  X1... Xy X1

» Considérons I'alphabet coloré Y = {yb}be{l q"-1},keN, €t
b ,
I'alphabet fini X = {Xo,xq, . ,an}.

bl: >br

s1—1 sp—1

Vb Yb Xy Xy o Xy T Xy
S1,..-,5r s1 sr

ol pourj=1,.,r, T = Hjizl bi.
Exemple

-11,-1 2 3 4
( 34, 5) <—>X0X_1X0X_1X0X1.



COMBINATOIRE
ALGEBRIQUE DES SERIES
FORMELLES EN VARIABLES
NON COMMUTATIVES



Algebres de Hopf des séries formelles

» X* :monoide libre engendré par |'alphabet X pour . et admet
€ comme |'élément neutre.
» C(X) (resp. C((X))):ens des polyndmes (resp. séries) sur X.
> (C(X)),..e, A, e, a): algébre de Hopf de décomposition :
> le co-produit A de . est défini par (Aw|u® v) = (w|u w v).
En particulier, Ax = ® x + x ® . A est co-associatif et est
un morphisme pour ., i.e. A(uv) = A(u)A(v).
> la co-unité e : C(X) — C(X) est définie par e(P) = (Ple),
» I'antipode est défini par a(w) = (—1)"IWv,
> (C(X)), w e, d, e, a): algébre de Hopf de factorisation :
> le produit w est défini récursivement par
vwe=cwu=uetxuwyv=y[(xu)w v]+x[uw (y)].
Par exemple, xox3 w xgx1 = 4 nglz + 2 Xxpx1XpX1-
> le co-produit ® de w est défini par (Pw|u® v) = (w|uv).
® est un morphisme pour w , ie. (v w v) = d(u) w P(v).



Mots de Lyndon

Un mot est de Lyndon ssi il est strictement plus petit que ses
facteurs droits stricts (pour I'ordre lexicographique).

Exemple

{x0,x1},%0 < x1. Les mots de Lyndon de longueur < 5 sont xo, x3x1,

3 3,22 2 2,2 (2,3 2 2 3 4
X0 X1, X0 X150 X1, Xg X1X0X1, Xg X1 5 Xg X1 » X0X1, X0X1X0X7 , X0X{ , X0X{ , X0X71 5, X1-

Lyn(X) : ens des mots de Lyndon sur X et forme une base de
transcendance pour I'algébre de mélange sur X (Radford).
Exemple

Xoxlxgxl = XgX{ W ngl -3 X02X1X0X1 -6 xgxf,

xgxlxgxl = xgxl w xgxl — 5xgxlxgx1 — 15xgx1x§x1 — 35xgxlxox1 — 70ng12.

Pour tout w € X*, w = I{l...llik, h > ...> I (Sirsov).

Exemple

2, 2.2 _ 2.2 .2, _ 2y2, 2
XIXOXTXOXTXGX1 = X1.X0X5 -XoX7 . XgX1 = x1(XoX{ ) X§X1.



Factorisation standard et base PBW

» La factorisation standard de | € Lyn(X) \ X, notée st(/), est
le couple (u,v), ot u,v € Lyn(X) tels que | = uv et v est le
plus long facteur droit propre de / vérifiant u < uv < v.
Exemple
st(x@x1x0x1) = (X3x1, X0x1)-
> Liec(X) (resp. Liec((X))) : ens des polyndmes (resp. séries)
de Lie sur X et a coefficients dans C.
» {P;; I € Lyn(X)} est une base de Liec(X), ou la forme
crochetée P; du mot de Lyndon / est définie par P, = x si
x € X et P =[Py, P, si (u,v) =st(/).
» La base PBW B = {P,,; w € X*} est obtenue en posant
P, = P’lP P,': pour w = /'1 / Jho > >
> La base duale B = {P,,; w € X*} est obtenue en posant
P. =¢, P = xP, pour | = xu € Lyn(X) et
B B
| o

o f .
P, = P k pour W:If.../kk,l1>...>

I.



/ P P,
X0 X0 X0
X1 X1 X1
XpX1 [Xo, X1] XpX1
X0°X1 [x0, [x0, x1]] X0° X1
Xox1? [[x0, x1], x1] Xox1°
x03x1 [Xo, [Xo, [X07 Xl]]] X03x1
x0%x [0, [0, [[[x0; 2], ], xal]] | x0®x
X02X1X0X1 [x0, [[x0, xa], [[x0, xa], xa]l] | 3x0>x1® 4 xo?x1x0%1°
X02X12X0X1 [[Xo, [[X(), Xl], Xl]]7 [Xo, X1]] 6X03X13 + 3X02X1X0X12 +X02X12X0X1
xo®x* [x0, [[[[x0, x], x1], xa], xt]] | xo*x1*
X0X1X0><13 [[Xo, X1], [[[Xm Xl], X1]7 X1]] 4X02X14 -l-X0X1XoX13
X0X15 [[[[[Xo, Xl], X1]7 Xl], Xl], X1] X0X15




Série diagonale

\
» D= Z wew = H eP1®F1 (Schiitzenberger) .
weX* leLyn(X)

> logD = Z w @ m1(w), ol m1(w) est le polyndme de Lie :
weX*

> ) i > wlimw e w o) Uy
k>1 k up,ug €X*\{e}

» Soit S € C((X)), S est dite group-likesi AS =S®S.

> S est dite primitivesi AS =1 S+ S® 1.

> S vérifie le critére de Friedrichs si (S|uw v) = (S|u)(S|v).

> S € Liec((X)) <= e° vérifie le critére de Friedrichs
<= S est primitive <= e° est group-like (Ree).




POLYLOGARITHMES



Intégrales itérées et séries de Chen d'un chemin
Soit O = {0} U {qg" =1}. Soit X = {x;,i € O}, X, = X\ {x0}.
Posons w,(z) = a,(z)dz, ol ag(z) =z~ et, pour p € O\ {0},
ay(z) = p(1 — pz)~1. Posons C = Clz,{ai(z)}ico]-
Les intégrales itérées du chemin v = zg ~+ z associées a {w,}pc0
peuvent étre codées par des mots (Fliess) :

ay(e) =1 et av(x,-l...x,-k):/w,-l(tl)...w,-k(tk).

Soit S, = Z a~(w)w la série de Chen du chemin ~ vérifiant

weX*
I'équation différentielle suivant avec la condition initiale S5, =1

(ED)  9S= [; ai x,-]s.

Proposition
Si G, H sont solutions de (ED) alors O(H=1G) = 0. En particulier,
si elles sont groupe-like alors il existe C € Liec((X)) tq G = HeC.



S.G. non-commutative des ponIogarithmes

Pour x € X, v € X*Xp, on a Liy,(z) = aOWZ(xv) Posons
| I t
Lixg(z) = oi Z et Li, / wp(t og ——,p e O\ {0}.
Lemma
Soit L = Z Li, w. Alors pour tout entier |,0'L = RjL, avec
weX deg(r) r +J
=X A et
W(r)=I x; ---x;, eXdee(r) i=1

ol w(r) =k +r + -+ rc et deg(r )—kpourr:(rlj... )
et ot r(xi, -+ x;,) = (9"ay) -+ (0™ aj,)xi - - x;, € C(X).

Proposition
L satisfait (ED) avec la condition de limite L(¢) = e '98¢ 1 o(,/2).
Theorem (Lille, 97)
AL=L®L, Yu,ve X iiuw v = Li, Li, et
L(z) = e log(1—z) H oP1Lip (2) pxolog 2.
IeLyn(X),I#x0.x1



S.G. non-commutative des polyzétas
Soit Z=Y_ (. (W)w, obi ¢y, 1 (C(X), w) — (C,.) vérifiant

weX*

C w (W) = C(W)v pour w € xpX* Xp,, et ( (XO) =Cuw (Xl) =0.
Theorem (Lille, 97 et 01)

k
Z=3 > X Cuwbwx o ox) [Jadl s,
i=0

k20 x7y -+ xry €XK By 120

oli o est défini par x;x} o P = x(x} w P) pour x; € X,, P € C(X).

N\
logZ =Y Cu (W) m(w) et Z= I1 PSP,
weX* leLyn(X),l#x0,x1

Z = 1+C(2)[X07X1]+C(3)([X07[X07X1]]+[[XoaX1]7X1])+g[X07X1]2

+ 24(2)2([&7 [x0, [x0, xa]]] + [[[x0, x1], x1], x1] + %[Xoa [0, xa], xa]]) + - -
log Z = ((2)[x0,x1] + ¢(3)([x0, [x0, xa]] + [[x0, x1], x1])
2

+ g§(2)2([X07 [X07 [XO’ Xl]]] + [[[X07X1]7X1]7X1] + %[Xf)v [[X07X1]’ Xl]]) +oee



Série de Chen & L(z)

Proposition

L(1 — &) ~ e loge Zgxoe, pour & — 0*. D’ou, pour w € X*xl,

Liy(1—¢) ~ ZQW, Ioge)a et Py,(l—¢) ZQ (loge)e
i>1 i>1

Exemple

Pour e — 0%, on a Liy (1 —¢) ~ ¢ et Liy (1 — ) ~ —loge.

Puisque x12x0 = xoxl2 — XoX1 w X1 + %xo w xlLlu 2, on a

Liz, (1—¢)~((2,1)4+¢(2)loge — %&?IogZ&?—F -

X{ X0

Theorem (Lille, 97)
AS, =5,®S, et, poure — 0", 5.1 ~e™™ loge 7g—>0loge,
Proof.

Szz €t L(z)L(z0) ! satisfont (ED) et ont la méme valeur en z.
Alors, S...1—e = L(1 —£)L()7L. D'ol le résultat attendu. O



L'indépendance linéaire des polylogarithmes

Proposition
{Liw }wex= sont C-lin. idpt. Par conséquent, {P, },cy+ sont
C-lin. idpt. et {H, }wey+ sont C-lin. idpt.

Proof.
Le résultat est immédiat pour K = 0. Supposons qu'il soit vrai
pour tout k,0 < k< K —1. Pour k=K,

Z A\, Li, =0 < )\€+Z Z Aux Lige = 0.

lw|<K xeX |ul<K
Pour p € C et x € X, (LeP*|ux) = Liyx +pLi, +.... Appliquons
{(L(eP* — Id)|.)}xex a la précédente combinaison linéaire :
VxeX, p Z Aux Liy + Z py Liy = 0.

luj=K-1 lul<K-1

Par I'hyp. de récurrence, nous obtenons le résultat attendu.



SOMMES HARMONIQUES



Algebre harmonique
Pour u,v € Y*, nous avons H,H, = H,,,, ou le produit ux v est
défini parexu=uxe = uet
ou)x(yev) =yo(uxyev) +ye(ysuxv)+yoe (uxv).
Par conséquent, P, ® P, = P,

Exemple
}/*21*)/*31 = )/*21)/*31“‘}/*31}/*21“'}/;’
H.H: = H-1-1+H-1 —I—H17
2 3 2.3 32 5
PyaoPoy = Poioi+Poi —I—P1,
2 3 2.3 3.2 5

yoypxyr = yoalyasy)tyilyyaxe)+yaly o xe)
yolyayi+yiyatya)+yiyaya +yaya
= Yoy tyoyiya dyiysiya Fyoiya tyay,
Hoi-H: = H-1-11+H- 11,1 +H1—1—1 +H- Lot +H- ~1o1
2,5 4 2,5,4 2,4
P7§,571®Pi = P2 +P- 1171+P17171+P 171+P Lot

1,
2,5,4



Théoremes de structure
Theorem (Lille, 97)
(C{LiW}WEX*v ) = C[LiLyn(X)]'

Exemple
2, _ 2, a2 _ A 342
XoX1XGX1 = XoX1 w X5X1 — 3 Xgx1Xox1 — 6 X5 X7,
Lip 3 = Lip Liz =3 Liz » —6 Lis 1,
3, Ay, 3 4y, £ A3 7.2
xdxixgx1 = x¢x1 w xgx1 —5xgxixgx1 — 15x§ x1xgx1 — 35x§x1x0x1 — T0xd x3.
Li475 = L14 L15 -5 Li5,4 —15 Li6,3 —-35 L17’2 —70 ng71.

Proposition

(C{Pw}wey-, ©) ~ (C{Hw}wey+,.) = (C(Y),%).
Theorem (Lille, 03)

(C{Pw}wey+, ©) 2= (C[PLyn(v)], ©)

et (C{Hw twey~,.) = (CHpynv], -)-

Exemple

Yiyay2 = Y1 X Yay2 — Yay1y2 — YaYoy1 — Yay3 — Ysy2,
Hiap=HiHso —Hs12—Hao1 —Haz —Hsp,
Piao=P1 ®Ps> —Pas15—Pao1—Psz —Pcos.



Principe de I'algorithme des D.A.

Theorem (Lille, 05)

(C{PW}WGY*J ®) = (C[PLyn(Y)]7 ®) et pour tout g € C{PW}WGY*r
il existe des coefficients effectivement calculables ¢; € C, o € Z et
—+00

B; € N tels que g(z) ~ g ¢i(1—2)YP 5(z) pourz— 1.
. 1
Jj=0
Par conséquent, il existe des coefficients effectivement calculables

400
bi € C,nj € Z et kj € N tels que [z"|g(z) ~ Z bin™ log™i(n)
pour n — oo. i=0

Corollary

Soit Z la Q-algébre engendrée par les polyzétas convergents et soit
Z' la Q[vyE]-algébre engendrée par Z. Alors il existe des

coefficients effectivement calculables b; € Z' k; € N et n; € Z tels
+o0

que Yw € Y*, Hy(N) ~ Y biN" log™(N) pour N — +oc.
i=0



Algorithme des D.A.

» Siw=y,,r>1, on applique Euler-Maclaurin. Par exemple,
1 1 1
Ho(N)=((2) — =+ —= — .
(M) = ¢2) - 3+ 5+ 0 (7
» Sinon utiliser de décomposition de Radford et stocker une
table des D.A. pour les mots de Lyndon. Par exemple,

ley+ 1l Loy +2
Hao(N) = ((4,2) — ;%23) n 2C(N)4+ i 3C(/\35+ :. 0 </\][-6> |

» Le théoreme de Radford donne y1ys = y1 x ya — yay1 — ys.
D’ou,
Hi4(N) = Hi(N)Ha(N)—Ha1(N) — Hs(N)
4 1 =

1 1
= %757?4—C(4,1)+% In(N)7* — ¢ (5) +

1 7% 11 —m+ 15057™ 1
T 080N 9N T N4 +O()



