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INTRODUCTION



Sommes harmoniques et polylogarithmes colorés

Sommes harmoniques polylogarithmes classiques

Hr (N) =
N∑

n=1

1

nr
,N ∈ N+, r > 0, et Lir (z) =

∑
n≥1

zn

nr
, |z | < 1.

Généralisation à des multi-indices s = (s1, . . . , sr )

Hs(N) =
∑

N≥n1>...>nr>0

1

ns1
1 . . . nsr

r
et Lis(z) =

∑
n1>...>nr>0

zn1

ns1
1 . . . nsr

r
.

Soit
(

b
s

)
=

(
b1,...,br

s1,...,sr

)
, où b1, .., br ∈ {1, q, . . . , qn−1}, q = e2iπ/n.

H b
s
(N) =

∑
N≥n1>...>nr>0

bn1
1 · · · bnr

r

ns1
1 . . . nsr

r
,Li b

s
(z) =

∑
n1>···>nr>0

bn1
1 · · · bnr

r

ns1
1 · · · n

sr
r

zn1 .



Théorème d’Abel
Dans le cas classique, la formule d’Euler-Maclaurin nous donne

H1(N) ∼ log N + γE −
∑
k≥1

Bk

k

1

Nk
,

Hr (N) ∼ ζ(r)− 1

(r − 1)N r−1
−

∑
k≥r

Bk−r+1

k − r + 1

(
k − 1

r − 1

)
1

Nk
, pour r > 1.

Donc, si r > 1, d’après le théorème d’Abel,

lim
N→∞

Hr (N) = lim
z→1

Lir (z) =
∑
n>0

1

nr
= ζ(r).

Problème : Déterminer algorithmiquement le comportement
asymptotique des sommes harmoniques H b

s
(N) pour N → +∞ et

le développement singulier des polylogarithmes Li b
s
(z) en 1.

Dans le cas où
(

b1
s1

)
6=

(
1
1

)
,

lim
N→∞

H b
s
(N) = lim

z→1
Li b

s
(z) =

∑
n1>...>nr>0

bn1
1 · · · bnr

r

ns1
1 . . . nsr

r
= ζ

(
b

s

)
.



Fonction génératrice ordinaire des sommes harmoniques

Dans les cas classiques, on a

P1(z) =
∑
n≥0

H1(n)zn =
1

1− z
log

1

1− z
,

Pr (z) =
∑
n≥0

Hr (n)zn =
1

1− z
Lir (z),

(avec H0(0) = 1 et pour r > 0,Hr (0) = 0). Plus généralement,

Ps(z) =
∑
n≥0

Hs(n)zn =
1

1− z
Lis(z),

P b
s
(z) =

∑
n≥0

H b
s
(n)zn =

1

1− z
Li b

s
(z).

Problème : Déterminer algorithmiquement le développement
singulier de ces fonctions génératrices P b

s
(z) en 1.



Codage des multi-indices par des mots

I Considérons les alphabets Y = {yk |k ∈ N+} et X = {x0, x1}.

(s1, . . . , sr ) ↔ ys1 . . . ysr ↔ x s1−1
0 x1 . . . x sr−1

0 x1.

I Considérons l’alphabet coloré Y = {y b
k
}b∈{1,...,qn−1},k∈N+

et

l’alphabet fini X = {x0, xq, . . . , xqn}.(
b1, . . . , br

s1, . . . , sr

)
↔ y b1

s1

. . . y br
sr

↔ x s1−1
0 xτ1 · · · x

sr−1
0 xτr ,

où pour j = 1, .., r , τj =
∏j

i=1 bi .

Exemple(
−1,1,−1

3,4, 5

)
↔ x2

0x−1x
3
0x−1x

4
0x1.



COMBINATOIRE
ALGEBRIQUE DES SERIES

FORMELLES EN VARIABLES
NON COMMUTATIVES



Algèbres de Hopf des séries formelles

I X ∗ :monöıde libre engendré par l’alphabet X pour . et admet
ε comme l’élément neutre.

I C〈X 〉 (resp. C〈〈X 〉〉):ens des polynômes (resp. séries) sur X .
I (C〈〈X 〉〉, ., ε,∆, e, a) : algèbre de Hopf de décomposition :

I le co-produit ∆ de . est défini par 〈∆w |u ⊗ v〉 = 〈w |u tt v〉.
En particulier, ∆x = ε⊗ x + x ⊗ ε. ∆ est co-associatif et est
un morphisme pour ., i.e. ∆(uv) = ∆(u)∆(v).

I la co-unité e : C〈X 〉 −→ C〈X 〉 est définie par e(P) = 〈P|ε〉,
I l’antipode est défini par a(w) = (−1)|w |w̃ ,

I (C〈〈X 〉〉, tt , ε,Φ, e, a) : algèbre de Hopf de factorisation :
I le produit tt est défini récursivement par

u tt ε = ε tt u = u et xu tt yv = y [(xu) tt v ] + x [u tt (yv)].
Par exemple, x0x1 tt x0x1 = 4 x2

0 x2
1 + 2 x0x1x0x1.

I le co-produit Φ de tt est défini par 〈Φw |u ⊗ v〉 = 〈w |uv〉.
Φ est un morphisme pour tt , i.e. Φ(u tt v) = Φ(u) tt Φ(v).



Mots de Lyndon

Un mot est de Lyndon ssi il est strictement plus petit que ses
facteurs droits stricts (pour l’ordre lexicographique).

Exemple

{x0, x1}, x0 < x1. Les mots de Lyndon de longueur ≤ 5 sont x0, x
4
0 x1,

x3
0 x1, x

3
0 x2

1 ,20 x1, x
2
0 x1x0x1, x

2
0 x2

1 , x2
0 x3

1 , x0x1, x0x1x0x
2
1 , x0x

2
1 , x0x

3
1 , x0x

4
1 , x1.

Lyn(X ) : ens des mots de Lyndon sur X et forme une base de
transcendance pour l’algèbre de mélange sur X (Radford).

Exemple

x0x1x
2
0 x1 = x0x1 tt x2

0 x1 − 3 x2
0 x1x0x1 − 6 x3

0 x2
1 ,

x3
0 x1x

4
0 x1 = x3

0 x1 tt x4
0 x1−5x4

0 x1x
3
0 x1−15x5

0 x1x
2
0 x1−35x6

0 x1x0x1−70x7
0 x2

1 .

Pour tout w ∈ X ∗,w = l i11 . . . l ikk , l1 > . . . > lk (Šiřsov).

Exemple

x1x0x
2
1 x0x

2
1 x2

0 x1 = x1.x0x
2
1 .x0x

2
1 .x2

0 x1 = x1(x0x
2
1 )2x2

0 x1.



Factorisation standard et base PBW
I La factorisation standard de l ∈ Lyn(X ) \ X , notée st(l), est

le couple (u, v), où u, v ∈ Lyn(X ) tels que l = uv et v est le
plus long facteur droit propre de l vérifiant u < uv < v .

Exemple

st(x2
0x1x0x1) = (x2

0x1, x0x1).

I LieC〈X 〉 (resp. LieC〈〈X 〉〉) : ens des polynômes (resp. séries)
de Lie sur X et à coefficients dans C.

I {Pl ; l ∈ Lyn(X )} est une base de LieC〈X 〉, où la forme
crochetée Pl du mot de Lyndon l est définie par Px = x si
x ∈ X et Pl = [Pu,Pv ] si (u, v) = st(l).

I La base PBW B = {Pw ; w ∈ X ∗} est obtenue en posant

Pw = P i1
l1
P i2

l2
. . .P ik

lk
pour w = l i11 . . . l ikk , l1 > . . . > lk ,

I La base duale B̌ = {P̌w ; w ∈ X ∗} est obtenue en posant
P̌ε = ε, P̌l = xP̌u pour l = xu ∈ Lyn(X ) et

P̌w =
P̌ tt i1

l1
tt . . . tt P̌ tt ik

lk

i1! . . . ik !
pour w = l i11 . . . l ikk , l1 > . . . > lk .



l Pl P̌l

x0 x0 x0

x1 x1 x1

x0x1 [x0, x1] x0x1

x0
2x1 [x0, [x0, x1]] x0

2x1

x0x1
2 [[x0, x1], x1] x0x1

2

x0
3x1 [x0, [x0, [x0, x1]]] x0

3x1

· · · · · · · · ·
x0

3x1
3 [x0, [x0, [[[x0, x1], x1], x1]]] x0

3x1
3

x0
2x1x0x1

2 [x0, [[x0, x1], [[x0, x1], x1]]] 3x0
3x1

3 + x0
2x1x0x1

2

x0
2x1

2x0x1 [[x0, [[x0, x1], x1]], [x0, x1]] 6x0
3x1

3 + 3x0
2x1x0x1

2 + x0
2x1

2x0x1

x0
2x1

4 [x0, [[[[x0, x1], x1], x1], x1]] x0
2x1

4

x0x1x0x1
3 [[x0, x1], [[[x0, x1], x1], x1]] 4x0

2x1
4 + x0x1x0x1

3

x0x1
5 [[[[[x0, x1], x1], x1], x1], x1] x0x1

5



Série diagonale

I D =
∑

w∈X∗

w ⊗ w =

↘∏
l∈Lyn(X )

eP̌l⊗Pl (Schützenberger) .

I logD =
∑

w∈X∗

w ⊗ π1(w), où π1(w) est le polynôme de Lie :

∑
k≥1

(−1)k−1

k

∑
u1,··· ,uk∈X∗\{ε}

〈w |u1 tt · · · tt uk〉 u1 · · · uk .

I Soit S ∈ C〈〈X 〉〉, S est dite group-like si ∆S = S ⊗ S .

I S est dite primitive si ∆S = 1⊗ S + S ⊗ 1.

I S vérifie le critère de Friedrichs si 〈S |u tt v〉 = 〈S |u〉〈S |v〉.
I S ∈ LieC〈〈X 〉〉 ⇐⇒ eS vérifie le critère de Friedrichs
⇐⇒ S est primitive ⇐⇒ eS est group-like (Ree).



POLYLOGARITHMES



Intégrales itérées et séries de Chen d’un chemin
Soit O = {0} ∪ {qn = 1}. Soit X = {xi , i ∈ O},Xn = X \ {x0}.
Posons ωρ(z) = aρ(z)dz , où a0(z) = z−1 et, pour ρ ∈ O \ {0},
aρ(z) = ρ(1− ρz)−1. Posons C = C[z , {ai (z)}i∈O].
Les intégrales itérées du chemin γ = z0  z associées à {ωρ}ρ∈O
peuvent être codées par des mots (Fliess) :

αγ(ε) = 1 et αγ(xi1 . . . xik ) =

∫
γ
ωi1(t1) . . . ωik (tk).

Soit Sγ =
∑

w∈X∗

αγ(w)w la série de Chen du chemin γ vérifiant

l’équation différentielle suivant avec la condition initiale Sz0 z0 = 1

(ED) ∂S =

[∑
i∈O

ai xi

]
S .

Proposition

Si G ,H sont solutions de (ED) alors ∂(H−1G ) = 0. En particulier,
si elles sont groupe-like alors il existe C ∈ LieC〈〈X 〉〉 tq G = HeC .



S.G. non-commutative des polylogarithmes
Pour x ∈ X , v ∈ X ∗Xn, on a Lixv (z) = α0 z(xv). Posons

Lixk
0
(z) =

logk z

k!
et Lixρxk

0
(z) =

∫
0 z

ωρ(t)
logk t

k!
, ρ ∈ O \ {0}.

Lemma
Soit L =

∑
w∈X∗

Liw w . Alors pour tout entier l , ∂ lL = RlL, avec

Rl =
∑

w(r)=l

∑
xi1
···xik

∈Xdeg(r)

deg(r)∏
i=1

(∑i
j=1 rj + j − 1

ri

)
φr(xi1 · · · xik ),

où w(r) = k + r1 + · · ·+ rk et deg(r) = k pour r = (r1, · · · , rk)
et où φr(xi1 · · · xik ) = (∂r1ai1) · · · (∂rk aik )xi1 · · · xik ∈ C〈X 〉.

Proposition

L satisfait (ED) avec la condition de limite L(ε) = ex0 log ε + o(
√

ε).

Theorem (Lille, 97)

∆L = L⊗ L, ∀u, v ∈ X ∗, Liu tt v = Liu Liv et

L(z) = e−x1 log(1−z)

↘∏
l∈Lyn(X ),l 6=x0,x1

e
Pl LiP̌l

(z)
ex0 log z .



S.G. non-commutative des polyzêtas
Soit Z =

∑
w∈X∗

ζ tt (w)w , où ζ tt : (C〈X 〉, tt ) → (C, .) vérifiant

ζ tt (w) = ζ(w), pour w ∈ x0X
∗Xn, et ζ tt (x0) = ζ tt (x1) = 0.

Theorem (Lille, 97 et 01)

Z =
∑
k≥0

∑
xτ1 ···xτk

∈X k
n

∑
l1,··· ,lk≥0

ζ tt (xτ1x
l1
0 ◦ · · · ◦ xτk

x lk
0 )

k∏
i=0

adli
x0

xτi ,

où ◦ est défini par xτx
l
0 ◦P = xτ (x

l
0 tt P) pour xτ ∈ Xn,P ∈ C〈X 〉.

log Z =
∑

w∈X∗

ζ tt (w) π1(w) et Z =

↘∏
l∈Lyn(X ),l 6=x0,x1

ePlζ(P̌l ).

Z = 1 + ζ(2)[x0, x1] + ζ(3)([x0, [x0, x1]] + [[x0, x1], x1]) +
5

8
[x0, x1]

2

+
2

5
ζ(2)2([x0, [x0, [x0, x1]]] + [[[x0, x1], x1], x1] +

1

4
[x0, [[x0, x1], x1]]) + · · · ,

log Z = ζ(2)[x0, x1] + ζ(3)([x0, [x0, x1]] + [[x0, x1], x1])

+
2

5
ζ(2)2([x0, [x0, [x0, x1]]] + [[[x0, x1], x1], x1] +

1

4
[x0, [[x0, x1], x1]]) + · · ·



Série de Chen & L(z)

Proposition

L(1− ε) ∼ e−x1 log εZex0ε, pour ε → 0+. D’où, pour w ∈ X ∗x1,

Liw (1− ε) ∼
∑
i≥1

Qw ,i (log ε)εi et Pw (1− ε) ∼
∑
i≥1

Q ′
w ,i (log ε)εi .

Exemple

Pour ε → 0+, on a Lix0(1− ε) ∼ ε et Lix1(1− ε) ∼ − log ε.

Puisque x2
1x0 = x0x

2
1 − x0x1 tt x1 + 1

2x0 tt x tt 2
1 , on a

Lix2
1 x0

(1− ε) ∼ ζ(2, 1) + ζ(2) log ε− 1
2ε log2 ε + . . ..

Theorem (Lille, 97)

∆Sγ = Sγ ⊗ Sγ et, pour ε → 0+,Sε 1−ε ∼ e−x1 log εZe−x0 log ε.

Proof.
Sz0 z et L(z)L(z0)

−1 satisfont (ED) et ont la même valeur en z0.
Alors, Sε 1−ε = L(1− ε)L(ε)−1. D’où le résultat attendu.



L’indépendance linéaire des polylogarithmes

Proposition

{Liw}w∈X∗ sont C-lin. idpt. Par conséquent, {Pw}w∈Y ∗ sont
C-lin. idpt. et {Hw}w∈Y ∗ sont C-lin. idpt.

Proof.
Le résultat est immédiat pour K = 0. Supposons qu’il soit vrai
pour tout k, 0 ≤ k ≤ K − 1. Pour k = K ,∑
|w |≤K

λw Liw = 0 ⇐⇒ λε +
∑
x∈X

∑
|u|<K

λux Liux = 0.

Pour p ∈ C et x ∈ X , 〈Lepx |ux〉 = Liux +p Liu + . . .. Appliquons
{〈L(epx − Id)|.〉}x∈X à la précédente combinaison linéaire :

∀x ∈ X , p
∑

|u|=K−1

λux Liu +
∑

|u|<K−1

µu Liu = 0.

Par l’hyp. de récurrence, nous obtenons le résultat attendu.



SOMMES HARMONIQUES



Algèbre harmonique
Pour u, v ∈ Y ∗, nous avons HuHv = Hu?v , où le produit u ? v est
défini par ε ? u = u ? ε = u et
(y b

i
u) ? (y c

j
v) = y b

i
(u ? y c

j
v) + y c

j
(y b

i
u ? v) + y bc

i+j
(u ? v).

Par conséquent, Pu � Pv = Pu?v .

Exemple
y−1

2
? y−1

3
= y−1

2
y−1

3
+ y−1

3
y−1

2
+ y 1

5
,

H−1
2

H−1
3

= H−1,−1
2,3

+ H−1,−1
3,2

+ H 1
5
,

P−1
2
� P−1

3
= P−1,−1

2,3
+ P−1,−1

3,2
+ P 1

5
,

y−1
2

y−1
5

? y 1
4

= y−1
2

(y−1
5

? y 1
4
) + y 1

4
(y−1

2
y−1

5
? ε) + y−1

6
(y−1

5
? ε)

= y−1
2

(y−1
5

y 1
4
+ y 1

4
y−1

5
+ y−1

9
) + y 1

4
y−1

2
y−1

5
+ y−1

6
y−1

5

= y−1
2

y−1
5

y 1
4
+ y−1

2
y 1

4
y−1

5
+ y 1

4
y−1

2
y−1

5
+ y−1

2
y−1

9
+ y−1

6
y−1

5
,

H−1,−1
2,5

H 1
4

= H−1,−1,1
2,5,4

+ H−1,1,−1
2,4,5

+ H 1,−1,−1
4,2,5

+ H−1,−1
2,9

+ H−1,−1
6,5

,

P−1,−1
2,5

� P 1
4

= P−1,−1,1
2,5,4

+ P−1,1,−1
2,4,5

+ P 1,−1,−1
4,2,5

+ P−1,−1
2,9

+ P−1,−1
6,5

.



Théorèmes de structure

Theorem (Lille, 97)

(C{Liw}w∈X∗ , .) ' C[LiLyn(X )].

Exemple
x0x1x

2
0 x1 = x0x1 tt x2

0 x1 − 3 x2
0 x1x0x1 − 6 x3

0 x2
1 ,

Li2,3 = Li2 Li3−3 Li3,2−6 Li4,1,

x3
0 x1x

4
0 x1 = x3

0 x1 tt x4
0 x1−5x4

0 x1x
3
0 x1−15x5

0 x1x
2
0 x1−35x6

0 x1x0x1−70x7
0 x2

1 .

Li4,5 = Li4 Li5−5 Li5,4−15 Li6,3−35 Li7,2−70 Li8,1.

Proposition

(C{Pw}w∈Y ∗ ,�) ' (C{Hw}w∈Y ∗ , .) ' (C〈Y 〉, ?).

Theorem (Lille, 03)

(C{Pw}w∈Y ∗ ,�) ' (C[PLyn(Y )],�)
et (C{Hw}w∈Y ∗ , .) ' (C[HLyn(Y )], .).

Exemple
y1y4y2 = y1 ? y4y2 − y4y1y2 − y4y2y1 − y4y3 − y5y2,

H1,4,2 = H1H4,2 −H4,1,2 −H4,2,1 −H4,3 −H5,2,

P1,4,2 = P1 � P4,2 − P4,1,2 − P4,2,1 − P4,3 − P5,2.



Principe de l’algorithme des D.A.

Theorem (Lille, 05)

(C{Pw}w∈Y ∗ ,�) ' (C[PLyn(Y )],�) et pour tout g ∈ C{Pw}w∈Y ∗ ,
il existe des coefficients effectivement calculables cj ∈ C, αj ∈ Z et

βj ∈ N tels que g(z) ∼
+∞∑
j=0

cj(1− z)αj P
y

βj
1

(z) pour z → 1.

Par conséquent, il existe des coefficients effectivement calculables

bi ∈ C, ηi ∈ Z et κi ∈ N tels que [zn]g(z) ∼
+∞∑
i=0

bin
ηi logκi (n)

pour n →∞.

Corollary

Soit Z la Q-algèbre engendrée par les polyzêtas convergents et soit
Z ′ la Q[γE ]-algèbre engendrée par Z. Alors il existe des
coefficients effectivement calculables bi ∈ Z ′, κi ∈ N et ηi ∈ Z tels

que ∀w ∈ Y ∗,Hw (N) ∼
+∞∑
i=0

biN
ηi logκi (N) pour N → +∞.



Algorithme des D.A.

I Si w = yr , r ≥ 1, on applique Euler-Maclaurin. Par exemple,

H2(N) = ζ(2)− 1

N
+

1

2N2
+ O

(
1

N3

)
.

I Sinon utiliser de décomposition de Radford et stocker une
table des D.A. pour les mots de Lyndon. Par exemple,

H4,2(N) = ζ(4, 2)− 1

3

ζ(2)

N3
+

1
2ζ(2) + 1

4

N4
−

1
3ζ(2) + 2

5

N5
+ O

(
1

N6

)
.

I Le théorème de Radford donne y1y4 = y1 ? y4 − y4y1 − y5.
D’où,

H1,4(N) = H1(N)H4(N)−H4,1(N)−H5(N)

=
1

90
γE π4 − ζ (4, 1) +

1

90
ln (N) π4 − ζ (5) +

1

180

π4

N

− 1

1080

π4

N2
+

1

9

1

N3
+
− 1

24 + 1
10800 π4

N4
+ O

(
1

N5

)


