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Exercice préliminaire.

Soit ¢ une forme quadratique sur un espace E de dimension finie sur R. On suppose que
E se décompose en somme directe de deux sous-espaces g-orthogonaur E = F @ F’, et que
la signature de ¢ restreinte & F, resp. F’, est (r,s), resp. (1/,s'). Montrer que la signature
de gest (r+r',s+s).

Probléeme 1. Signature de la forme trace

1.

Montrer que la forme (A4, B) + tr(*AB) est une forme bilinéaire symétrique définie
positive sur M, (R).

. En déduire que le groupe O, (R) est borné pour toute norme sur l'espace M,,(R).

Montrer que q : A + tr(A%) définit une forme quadratique sur Iespace vectoriel
M, (R). Donner explicitement sa forme polaire.

. On étudie la restriction de g au sous-espace des matrices symétriques, puis au sous-

espace des matrices antisymétriques. Montrer que ces deux sous-espaces sont ortho-
gonaux pour la forme quadratique.

. Montrer, en utilisant ’exercice préliminaire, que la signature de cette forme quadra-

n(n2+1) n(n—1) )

tique est ( , g

En déduire que la forme bilinéaire (A, B) +— tr(AB) est non dégénérée.

Probléme 2. Application de la décomposition polaire
Soit A, B € M, (R) et U € U(n) telles que A = UBU*. On veut montrer que A et B
sont O(n)-semblables.

1.

Soit X,Y € M,,(R) telles que X +iY = U. Montrer, en considérant le polynéme P
tel que P(t) = det(X +tY), qu’il existe n € R tel que X +nY € GL,(R). On pose
Q:=X+nY.

Montrer que AX = XB et AY =Y B. En déduire que A = QBQ ™.
Montrer que A = U'BU™!, puis, en déduire ‘A = Q'BQ™!.

Déduire de ce qui précede que B commute avec ‘QQ.

. Soit @ = VR la décomposition polaire de @, avec V € O(n) et R € S;F*. Montrer

que B commute avec R. En déduire que A et B sont O(n)-semblables.



Probleme 3. Nombre de matrices diagonalisables de M,,(IFy)
On désigne par [, le corps a ¢ éléments. Soit n et k deux entiers positifs. On fixe k
entiers ni,no, ..., n; tels que Zle n; = n.

n

1. Soit & I'ensemble des k-uplets (E1, - -, Ey) de sous-espaces de Fy, tels que

El@...@Ek:Fn

Montrer que GL,,(F,) agit naturellement de fagon transitive sur &.

2. En déduire que le cardinal de & est égal a
k
| GLa(F)| / T] | GLa, (Fy)1
i=1

3. En déduire que le nombre de matrices diagonalisables! de M., (F,) est:

| GLy, (Fy)|
2 T Ly ()

ni+-+ng=n,n; >0

On construira une bijection en assignant & la matrice diagonalisable A la famille de
sous-espaces (EC)CEIFQ, ou E¢ est le sous-espace propre de A pour la valeur propre ¢ €
F,.

Probleme 4. Isomorphisme exceptionnel PSU(1,1) ~ SOy(2,1)
Le but de l'exercice est de montrer I'isomorphisme exceptionnel entre PSU(1,1) et
SOp(2,1). On rappelle que A* désigne la transposée de la conjuguée de la matrice A.

A. On note

U(1,1) == {A € M»(C), AJA* = J} et SU(1,1) := U(1,1) N SLy(C),

. (1 0
ouJ-(O _1>.

1. Montrer que U(1,1) est le sous-groupe de GLy(C) des matrices de la forme

a b
b Xa)’
oi1 A est un complexe de module 1 et a et b deux complexes tels que |a|? — |b|? = 1.

2. Montrer, en utilisant le théoreme de submersion, que
{(z,y,2,t) eRY, 2? + 9> — 2> —? = 1}

est une sous-variété de R*. En déduire que SU(1, 1) est une sous-variété de dimension
3.

3. On note
u(l,1) :={M € My(C), MJ + JM* = 0}.

Montrer que u(1,1) est un sous-espace réel de Msy(C) et que si A € U(1,1), M €
u(1,1), alors AMA= € u(1,1).

1On entend bien stir diagonalisable dans F,, c’est-a-dire semblable, sur F4, a une matrice diagonale.



4. Soit su(1, 1) le sous-espace des matrices de u(1, 1) de trace nulle. Montrer que su(1,1)
est de dimension 3.

5. En faisant agir SU(1,1) par conjugaison su(1,1), construire un isomorphisme excep-
tionnel PSU(1,1) ~ SOq(2,1), ou PSU(1,1) est le quotient de SU(1,1) par le sous-
groupe distingué des homothéties de SU(1,1), et ou SOp(2, 1) est la composante con-
nexe de 'identité dans le groupe O(2,1).

Donner les étapes de la démonstration en admettant que SU(1,1) est conneze.



