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Exercice 1. Morphismes a noyau fixé
On fixe un corps K ainsi que deux entiers positifs m et n. On considere 'action de
GL,,(K) par multiplication a gauche sur I'espace M, ,,(K) des matrices m x n.

On veut montrer dans un premier temps que deux matrices sont dans la méme orbite si et
seulement si elles ont méme noyau:

P € GL,(K), A’ = PA <= ker A=ker A';

1. Montrer I'implication directe.

On veut maintenant montrer la réciproque. Soient donc dans la suite A, A" € M,,, ,,(K)
telles que ker A = ker A’. On notera K ce noyau commun et on notera ¢4, resp. @4/,
Iapplication linéaire de K" dans K™, ayant pour matrice A, resp. A’, dans les bases
canoniques de ces deux espaces.

2. On fixe une base v = (v1,...,v,) d'un supplémentaire de K. Montrer que ses images

pa(v) = (pa(v1), ..., pa(vr)) et par (V') == (par(v1),...,pa(vr)) sont deux familles
libres de K™.

3. On complete ces deux familles libres en deux bases de K™

w = (@A(vl),...,@A(Ur),vrﬂ,...,vm) et w = (@A/(Ul),...,@A/(vr),v;+1,...,v;n).

Montrer que la matrice P de I’endomorphisme 1) qui envoie w sur w’ vérifie I’égalité
A’ = PA comme voulu.

4. On consideére maintenant le cas ot K est le corps fini F, de cardinal ¢g. Soit Ky le
sous-espace engendré par les k premiers vecteurs de la base canonique de F”, avec
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5. Quel est le cardinal de I’ensemble Ok des matrices de M,, »(K) de noyau K, ou K
est un sous-espace quelconque de Fy de dimension k?

On pourra construire une bijection explicite entre les ensembles Ok et Ok, .



Exercice 2. Le revétement SU3(C) — SO(3)
Soit SU5(C) le sous-groupe de GLy(C) donné par

SUQ((C) = {M € GLQ((C), M*M = Io, det(M) = 1}.

On rappelle que SU3(C) est un groupe de Lie connexe, dont l'espace tangent en 'identité
est donné par
sus(C) ={H, H* + H = 0,, tr(H) =0},

ia —b+ic

b+ ic ia ), avec a, b, c € R, engendré

qui est 'espace réel des matrices de la forme (

par les matrices suivantes:

=y )= o= ()

1. Calculer les commutateurs [A, B] = AB — BA, [A,C], [B,C], dans la base (4, B,C)
de sus(C) et en déduire, a I'aide d’un systeme, que si M € suy(C) commute & tout
suy(C), alors M = 0.

2. Montrer que SUs(C) agit par conjugaison sur sus(C) et en déduire un morphisme de
SUs(C) vers GL3(R).

3. Montrer que le déterminant fournit une forme quadratique sur l’espace réel suy(C)
dont on déterminera la signature.

4. En déduire un morphisme de SU3(C) vers Og, puis, un morphisme a valeurs dans SOs.

5. En utilisant le théoreme d’inversion locale, montrer la surjectivité de ce morphisme.

Exercice 3. Le théoréme de Lie-Kolchin

On note D(K) le groupe dérivé d’un groupe K, c’est-a-dire le sous-groupe engendré par
les commutateurs [g, h] = ghg~'h~!, avec g,h € K, de K. On note D?(K) le groupe dérivé
de D(K) et D*(K), par récurrence.

On rappelle que le sous-groupe D(K) est distingué dans K et que le groupe K/D(K)
est le plus grand quotient abélien de K. On pourra utiliser ce résultat sans le justifier.

Un groupe G est dit résoluble si D = 1 pour un entier ¢ que ’on choisira minimal dans
la suite.

On veut montrer que si G est un sous-groupe résoluble connexe de GL,,(C), alors G est
conjugué & un sous-groupe du groupe des matrices triangulaires de GL,,(C).

1. On suppose ici G abélien. Montrer que dans ce cas G est bien conjugué a un sous-
groupe du groupe des matrices triangulaires de GL,,(C).

On pourra se servir du théoreme de trigonalisation simultanée pour une famille de
matrices trigonalisables qui commutent deux ¢ deuz.

On suppose dans la suite G non abélien.

2. Montrer que Dk(G) est un sous-groupe distingué de G, et que le groupe quotient
D*1(@)/DF(G) est abélien, pour tout k.

3. On veut montrer dans cette question que si K est un groupe connexe, alors D(K) est
connexe. On suppose donc que K est un groupe connexe.

(a) Soit X une partie connexe de K. On note Hx le sous-groupe engendré par X,
c’est-a-dire:
Hy=|Jxuxm,

n>1



ol, pour toute partie Y de K, Y™ désigne I'image de la multiplication de Y x
Y x---xY dans K.

Montrer que si X contient le neutre de K, alors Hx est connexe.
On rappelle que si A et B sont connexes avec ANB # (), alors AUB est connexze.

(b) Montrer que X := {[k, k'], k, k' € K} est connexe, puis, conclure que D(K) est
connexe.

. On pose A = D*"1(@). Montrer que A est abélien, non trivial, connexe, et en déduire,
en utilisant 1, que ’ensemble

V:i={veC" Av e Cv}
est non trivial.

. Soit v non nul dans V. Pour a dans A, on pose x,(a) le complexe tel que a(v) = x,(a)v.
Montrer que pour tout g de G, g(v) est encore dans V, et que X4 (a) = Xv (g ag),
pour tout a de A.

. En déduire, en utilisant I'application g — Xg(v)(a) avec le fait que le spectre de a est
discret, que si v est un vecteur propre de a, pour la valeur propre A, alors g(v) est un
vecteur propre de a pour la méme valeur propre .

. Soit v non nul dans V', et W le sous-espace engendré par les g(v), g € G. Montrer
que W est un sous-espace G-stable, de dimension 0 < dim W < n.

On pourra montrer que st W = C™, alors C™ est constitué de vecteurs propres pour a
et donc que A est un groupe connexe constitué d’homothéties de déterminant 1, puis
conclure une absurdité.

. En déduire, en utilisant une récurrence sur n, qu’il existe une base de trigonalisation
commune a tous les g de G.



