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Notations

Soit θ ∈ R, Cθ := {s ∈ C, <(s) > θ}.

Soit n ≥ 2 , pα1
1 · · p

αk
k sera sa décomposition en produit de facteurs premiers.

T∞ = {z = (z1, z2, · · · ), |zi | = 1, ∀i ≥ 1}.
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Séries de Dirichlet

On considère les séries de Dirichlet de la forme :

f (s) =
+∞∑
n=1

ann−s où s ∈ C.

Si f converge en s = s0 , alors f converge uniformément sur tout ensemble de la
forme suivante :

s0 b
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Séries de Dirichlet

Définition
σc(f ) = inf{a ∈ R, f est convergente sur Ca}.

ℜ(s) = σc(f)

CONVERGENCEDIVERGENCE
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Séries de Dirichlet
Définitions

σa(f ) = inf{a ∈ R, f converge absolument sur Ca}.

σu(f ) = inf{a ∈ R, f converge uniformément sur Ca}.

Convergence simple

Convergence absolue

Convergence uniforme
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Séries de Dirichlet

Point de vue de Bohr : Une série de Dirichlet peut être vue comme une série de
Fourier à une infinité de variables.

f (s) =
+∞∑
n=1

ann−s =
+∞∑
n=1

an(pα1
1 · · p

αk
k )−s =

+∞∑
n=1

an(p−s
1 )α1 · · (p−s

k )αk .

On définit alors D(f ) sur T∞ par :

D(f )(z) =
+∞∑
n=1

anzα1
1 · · zαk

k ∀z ∈ T∞.
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Espaces de Hardy Hp

On munit T∞ de sa mesure de Haar.

Définition
Soit p ≥ 1. Hp(T∞) est le sous-espace de Lp(T∞) engendré par les polynômes
analytiques zα1

1 · · z
αk
k où k ≥ 1 et α1, · · · , αk ≥ 0.

Définition (Bayart)
L’espace Hp est l’espace des séries de Dirichlet f telles que D(f ) ∈ Hp(T∞).

Pour p = 2,∥∥∥∥ ∑
n=pα1

1 ·· p
αk
k

ann−s
∥∥∥∥2
H2

=

∥∥∥∥∑
n≥1

anzα1
1 · · z

αk
k

∥∥∥∥2
H2(T∞)

=
+∞∑
n=1
|an|2.
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Espaces de Bergman Ap

Rappel : ‖g‖Ap(D) =

(∫ 1

0
‖gr‖p

Hp(D) 2rdr
)1/p

.

Pour une série de Dirichlet f et σ > 0, fσ(s) := f (σ + s).

Définition
Soit p ≥ 1 et P un polynome de Dirichlet. On pose :

‖P‖Ap =

(∫ +∞

0
‖Pσ‖p

Hp (2 exp(−2σ))dσ
)1/p

.

Ap est alors le complété de l’ensemble des polynômes de Dirichlet pour cette
norme.

Pour p = 2,

‖P‖A2 =

(∑
n≥1

|an|2

(log(n) + 1)

)1/2
.
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Espaces de Bergman Ap

Rappel : ‖g‖Ap(D) =

(∫ 1
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)1/p

.
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Espaces de Bergman Ap

Théorème (Bayart 2002)
Soit p ≥ 1.

Pour tout f ∈ Hp, σu(f ) ≤ 1
2 et :

‖δs‖(Hp)∗ = ζ(2<(s))1/p ∀s ∈ C1/2.

Théorème (B, Lefèvre)
Soit p ≥ 1. Pour tout f ∈ Ap, σu(f ) ≤ 1

2 et il existe une constante cp > 0 telle
que :

‖δs‖(Ap)∗ ≤ cp

(
<(s)

2<(s)− 1

)2/p
∀s ∈ C1/2.
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Espaces de Bergman Ap

Théorème (B, Lefèvre)
Soit p > 2. L’injection "naturelle" de H2 dans Ap n’est pas bornée.

Idée :
On suppose l’injection bornée et on utilise la proposition suivante :

Proposition (B, Lefèvre)
Soit m ≥ 1. Il existe cm > 0 telle que

‖ζm(σ + ·)‖2H2 ∼
cm

(2σ − 1)m2 σ → 1/2.
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Opérateurs de composition

Les fonctions de Hp et Ap sont analytiques sur C1/2 = {s ∈ C, <(s) > 1/2}.

Définition
Soit Φ : C1/2 → C1/2 une fonction analytique. On pose :

CΦ(f ) := f ◦ Φ.

Question : Quand CΦ : Hp → Hp est-il borné ? et sur Ap ?
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Opérateurs de composition

Théorème (Gordon et Hedenmalm 1999, Bayart 2002, Queffélec et Seip 2013)

Si une fonction holomorphe Φ : C 1
2
→ C 1

2
définit un opérateur de composition

borné CΦ de Hp sur Hp alors

1) Elle est de la forme Φ(s) = c0s +ϕ(s) où c0 ∈ N et ϕ est une série de Dirichlet
qui converge uniformément sur Cε pour tout ε > 0.

2) ϕ(C+) ⊂ C+ si c0 ≥ 1 et ϕ(C+) ⊂ C 1
2
si c0 = 0.

La réciproque est vraie quand c0 ≥ 1 et quand c0 = 0 et p ∈ 2N∗.
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Opérateurs de composition

Théorème (B)
Si une fonction holomorphe Φ : C 1

2
→ C 1

2
définit un opérateur de composition

borné) CΦ de Ap sur Ap alors

1) Elle est de la forme Φ(s) = c0s +ϕ(s) où c0 ∈ N et ϕ est une série de Dirichlet
qui converge uniformément sur Cε pour tout ε > 0.

2) ϕ(C+) ⊂ C+ si c0 ≥ 1 et ϕ(C+) ⊂ C 1
2
si c0 = 0.

La réciproque est vraie quand c0 ≥ 1.

Si c0 = 0 et Φ : C+ → C1/2+η avec η > 0
alors la réciproque est encore vraie.
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Opérateurs de composition

Définition
Soit Φ : C+ → C+ une fonction analytique.

On pose

NΦ(s) =
∑

a∈C+
Φ(a)=s

<(a) ∀s ∈ C+.

On considère Φ de la forme Φ(s) = c0s + ϕ(s) ou c0 ≥ 1 et ϕ est une série de
Dirichlet qui converge sur Cε pour tout ε > 0 telle que ϕ(C+) ⊂ C+.

Théorème (M.B)
Si Im(ϕ) est borné, on a :

‖CΦ‖e,H2 . lim sup
<(s)→0

Nφ(s)

<(s)
.
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Opérateurs de composition

Définition
Soit Φ : C+ → C+ une fonction analytique. On pose

NΦ,2(s) =
∑

a∈C+
Φ(a)=s

<(a)2 ∀s ∈ C+.

On considère Φ de la forme Φ(s) = c0s + ϕ(s) ou c0 ≥ 1 et ϕ est une série de
Dirichlet qui converge sur Cε pour tout ε > 0 telle que ϕ(C+) ⊂ C+.

Théorème (B)
Si Im(ϕ) est borné, on a :

‖CΦ‖e,A2 . lim sup
<(s)→0

Nφ,2(s)

<(s)2
.
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Opérateurs de composition

Soit λ la mesure de Lebesgue sur R.

Φ∗(it) = lim
σ→0

Φ(σ + it) existe λ-pp.

Définition
Soit h > 0 et t ∈ R. On pose :

H(t, h) = {s ∈ C+, |s − it| < h}.

Définitions
λΦ(A) = λ({t ∈ R, Φ∗(it) ∈ A}) pour tout ouvert A ⊂ C+.

ρΦ(h) = sup
t∈R

λΦ(H(t, h)) ∀h > 0.
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Opérateurs de composition

Théorème (M.B)
Soit t ∈ R.

Pour h > 0 assez petit, il existe c1, c2 > 0 tels que :

sup
s∈H(t,c1h)

NΦ(s) ≤ λΦ(H(t, c2h)).

En particulier si Im(ϕ) est borné, on obtient :

‖CΦ‖e,H2 . lim sup
h→0

ρΦ(h)

h .
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