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Notations

e Soit # € R, Cy :={s € C, R(s) > 6}.
@ Soit n > 2, pi'* -+ p* sera sa décomposition en produit de facteurs premiers.

o T® ={z=(z1, 2, -+ ), |zi] =1, Vi > 1}.
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Séries de Dirichlet

On considére les séries de Dirichlet de la forme :

+o00
f(s) = Z a,n~° ouseC.
n=1

Maxime Bailleul — Université d’Artois — LML Mardi 22 Octobre 2013 Lyon



Séries de Dirichlet

On considére les séries de Dirichlet de la forme :
+oo
f(s) = Z a,n~° ouseC.
n=1

Si f converge en s = 55
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Séries de Dirichlet
On considére les séries de Dirichlet de la forme

+oo
f(s) = Za,,n_s ouseC
n=1

forme suivante :

Si f converge en s = sy , alors f converge uniformément sur tout ensemble de la

Maxime Bailleul — Université d’Artois — LML




Séries de Dirichlet

Définition

oc(f) =inf{a € R, f est convergente sur C,}.
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oa(f) =inf{a € R, f converge absolument sur C,}.
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Séries de Dirichlet

Définitions

oa(f) =inf{a € R, f converge absolument sur C,}.
ou(f) =inf{a € R, f converge uniformément sur C,}.

Convergence simple

Convergence uniforme

Convergence absolue
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Séries de Dirichlet

Point de vue de Bohr : Une série de Dirichlet peut étre vue comme une série de
Fourier a une infinité de variables.
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Point de vue de Bohr : Une série de Dirichlet peut étre vue comme une série de
Fourier a une infinité de variables.

+oo
f(s) = Z apn~*
n=1
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Séries de Dirichlet

Point de vue de Bohr : Une série de Dirichlet peut étre vue comme une série de
Fourier a une infinité de variables.

+o0 +oo
f(s) =D ann™* =) an(pi™ - p*)~°
n=1 n=1

Maxime Bailleul — Université d’Artois — LML Mardi 22 Octobre 2013 Lyon



Séries de Dirichlet

Point de vue de Bohr : Une série de Dirichlet peut étre vue comme une série de
Fourier a une infinité de variables.

+oo +oo 400
A5 =D um "= S anlpi” ) "= Dl )
n=1 n=1 n=1
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Séries de Dirichlet

Point de vue de Bohr : Une série de Dirichlet peut étre vue comme une série de
Fourier a une infinité de variables.

+oo +oo 400
fs) = amn =2 an(pi™ --p*) " = anl(p )™ - (i *)™
n=1 n=1 n=1

On définit alors D(f) sur T par :
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Séries de Dirichlet

Point de vue de Bohr : Une série de Dirichlet peut étre vue comme une série de

Fourier a une infinité de variables.
+oo +oo 400
=S o = Sl B = S AN ()
n=1 n=1 n=1
On définit alors D(f) sur T par :

D(f)(z) = Z anzyt -z Vz e T
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Espaces de Hardy H”

On munit T de sa mesure de Haar.
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Espaces de Hardy H”

On munit T de sa mesure de Haar
Définition

Soit p > 1.
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Espaces de Hardy H”

On munit T de sa mesure de Haar.

Définition
Soit p > 1. HP(T®°) est le sous-espace de LP(T°°) engendré par les polynémes
analytiques z;" - -z* ou k > 1 et ay, -+, > 0.
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Espaces de Hardy H”

On munit T* de sa mesure de Haar.
Définition
Soit p > 1. HP(T®°) est le sous-espace de LP(T°°) engendré par les polynémes

analytiques z;" - -z* ou k > 1 et ay, -+, > 0.

Définition (Bayart)
L’espace HP est I'espace des séries de Dirichlet f telles que D(f) € HP(T).

Pour p =2,
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Espaces de Hardy H”

On munit T* de sa mesure de Haar.
Définition
Soit p > 1. HP(T*°) est le sous-espace de LP(T>) engendré par les polynémes

analytiques z;" - -z* ou k > 1 et ay, -+, > 0.

Définition (Bayart)
L’espace HP est I'espace des séries de Dirichlet f telles que D(f) € HP(T).

Pour p =2,
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Espaces de Hardy H”

On munit T de sa mesure de Haar.

Définition
Soit p > 1. HP(T®°) est le sous-espace de LP(T°°) engendré par les polynémes
analytiques z;" - -z* ou k > 1 et ay, -+, > 0.

Définition (Bayart)
L’espace HP est I'espace des séries de Dirichlet f telles que D(f) € HP(T).

Pour p = 2,

H g a,n_?®
n

_ o1 ok
=Py " Py

2

E apzyt -z

n>1

2
HZ

H2(To)
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Espaces de Hardy H”

On munit T de sa mesure de Haar.

Définition
Soit p > 1. HP(T*°) est le sous-espace de LP(T>) engendré par les polynémes
analytiques z;" - -z* ou k > 1 et ay, -+, > 0.

Définition (Bayart)
L’espace HP est I'espace des séries de Dirichlet f telles que D(f) € HP(T).

Pour p = 2,

H g a,n_?®
n

_ o1 ok
=Py " Py

E apzyt -z

n>1

2 2 +o0
= = Z |an|2.
H? HA(T><)  p=1
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Espaces de Bergman AP

1 1/p
Rappel : el = ([ 1oy 2rer)
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Espaces de Bergman AP

1 1/p
Rappel : el = ([ el 2e0r)

Pour une série de Dirichlet f et o > 0, f,(s) := f(o + s).
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Espaces de Bergman AP

1 1/p
Rappel : el = ([ el 2e0r)

Pour une série de Dirichlet f et o > 0, f,(s) := f(o + s).
Définition
Soit p > 1 et P un polynome de Dirichlet.
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Espaces de Bergman AP

1 1/p
Rappel : el = ([ el 2e0r)

Pour une série de Dirichlet f et o > 0, f,(s) := f(o + s).
Définition
Soit p > 1 et P un polynome de Dirichlet. On pose :

1/p

1PlLae = (/O+°° ||Pa||;p(2exp(—2a))do>
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Espaces de Bergman AP

1 1/p
Rappel : el = ([ el 2e0r)
Pour une série de Dirichlet f et o > 0, f,(s) := f(o + s).
Définition

Soit p > 1 et P un polynome de Dirichlet. On pose :

+o0 1/p
1Pllae = ( / ||Pa||%p(2exp(—2a))do> .
0

AP est alors le complété de I'ensemble des polynémes de Dirichlet pour cette
norme.
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Espaces de Bergman AP

1 1/p
Rappel : el = ([ el 2e0r)

Pour une série de Dirichlet f et o > 0, f,(s) := f(o + s).
Définition

Soit p > 1 et P un polynome de Dirichlet. On pose :

+o0 1/p
1Pllas = ( / ||Pa||%p(2exp(—2o—))do) .
0

AP est alors le complété de I'ensemble des polynémes de Dirichlet pour cette
norme.

Pour p = 2,
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Espaces de Bergman AP

1 1/p
Rappel : el = ([ el 2e0r)

Pour une série de Dirichlet f et o > 0, f,(s) := f(o + s).
Définition

Soit p > 1 et P un polynome de Dirichlet. On pose :

+o0 1/p
1Pllas = ( / ||Pa||%p(2exp(—2o—))do) .
0

AP est alors le complété de I'ensemble des polynémes de Dirichlet pour cette
norme.

Pour p = 2,

a2 1/2
1P| 4 = " .
1Pl (Z: (log(n) +1) )
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Espaces de Bergman AP

Théoreme (Bayart 2002)
Soit p > 1.
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Espaces de Bergman AP

Théoreme (Bayart 2002)
Soit p > 1. Pour tout f € HP, o,(f) < % et :

165/l (ry- = C(2R(5))YP Vs € Cyyo.
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Espaces de Bergman AP

Théoreme (Bayart 2002)

Soit p > 1. Pour tout f € HP, o,(f) < % et :

165/l (ry- = C(2R(5))YP Vs € Cyyo.

Théoreme (B, Lefevre)

Soit p > 1.
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Théoreme (Bayart 2002)
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Théoreme (B, Lefevre)

Soit p > 1. Pour tout f € AP, o,(f) < 1
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Espaces de Bergman AP

Théoreme (Bayart 2002)
Soit p > 1. Pour tout f € HP, o,(f) < % et :

165/l (ry- = C(2R(5))YP Vs € Cyyo.

Théoreme (B, Lefevre)

Soit p > 1. Pour tout f € AP, o,(f) < % et il existe une constante c, > 0 telle
que :
R(s)

2/p
||6s||(AP)* < Cp<m> Vs € (C]_/Q.

Maxime Bailleul — Université d’Artois — LML Mardi 22 Octobre 2013 Lyon



Espaces de Bergman AP

Théoreme (B, Leféevre)

Soit p > 2. L'injection "naturelle" de H? dans AP n'est pas bornée.
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Espaces de Bergman AP

Théoreme (B, Leféevre)

Soit p > 2. L'injection "naturelle" de H? dans AP n'est pas bornée.

Idée :
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Espaces de Bergman AP

Théoreme (B, Leféevre)

Soit p > 2. L'injection "naturelle" de H? dans AP n'est pas bornée.

Idée :
On suppose I'injection bornée
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Espaces de Bergman AP

Théoreme (B, Leféevre)

Soit p > 2. L'injection "naturelle" de H? dans AP n'est pas bornée.

Idée :
On suppose l'injection bornée et on utilise la proposition suivante :
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Espaces de Bergman AP

Théoreme (B, Leféevre)

Soit p > 2. L'injection "naturelle" de H? dans AP n'est pas bornée.

Idée :
On suppose l'injection bornée et on utilise la proposition suivante :

Proposition (B, Lefévre)
Soit m > 1. Il existe ¢, > 0 telle que

Cm

1¢™( + )3 ~ Go—1)7

o—1/2.
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Opérateurs de composition

Les fonctions de H” et AP sont analytiques sur C;/, = {s € C, R(s) > 1/2}.
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Opérateurs de composition

Les fonctions de H” et AP sont analytiques sur C;/, = {s € C, R(s) > 1/2}.
Définition

Soit ® : Cyj5 — Cy/, une fonction analytique.
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Opérateurs de composition

Les fonctions de H” et AP sont analytiques sur C;/, = {s € C, R(s) > 1/2}.
Définition
Soit ® : Cy/» — Cy/ une fonction analytique. On pose :

Co(f) :=roo.
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Opérateurs de composition

Les fonctions de H” et AP sont analytiques sur C;/, = {s € C, R(s) > 1/2}.
Définition
Soit ® : Cy/» — Cy/ une fonction analytique. On pose :

Co(f) :=roo.

Question : Quand Co : HP — HP est-il borné?
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Opérateurs de composition

Les fonctions de H” et AP sont analytiques sur C;/, = {s € C, R(s) > 1/2}.
Définition
Soit ® : Cy/» — Cy/ une fonction analytique. On pose :

Co(f) :=roo.

Question : Quand C¢ : HP — HP est-il borné? et sur AP?
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Opérateurs de composition

Théoréeme (Gordon et Hedenmalm 1999, Bayart 2002, Queffélec et Seip 2013)

Maxime Bailleul — Université d’Artois — LML




Opérateurs de composition

Théoréeme (Gordon et Hedenmalm 1999, Bayart 2002, Queffélec et Seip 2013)

Si une fonction holomorphe ® : (C% — C% définit un opérateur de composition
borné Co de HP sur HP alors
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Opérateurs de composition

Théoreme (Gordon et Hedenmalm 1999, Bayart 2002, Queffélec et Seip 2013)

Si une fonction holomorphe ® : (C% — C% définit un opérateur de composition
borné Co de HP sur HP alors

1) Elle est de la forme ®(s) = cos + ¢(s) ot g € N
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Opérateurs de composition

Théoreme (Gordon et Hedenmalm 1999, Bayart 2002, Queffélec et Seip 2013)

Si une fonction holomorphe ¢ : C% — C% définit un opérateur de composition
borné Co de HP sur HP alors

1) Elle est de la forme ®(s) = cos + ¢(s) ou ¢y € N et ¢ est une série de Dirichlet
qui converge uniformément sur C. pour tout € > 0.
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Opérateurs de composition

Théoreme (Gordon et Hedenmalm 1999, Bayart 2002, Queffélec et Seip 2013)

Si une fonction holomorphe ¢ : C% — C% définit un opérateur de composition
borné Co de HP sur HP alors

1) Elle est de la forme ®(s) = cos + ¢(s) ou ¢y € N et ¢ est une série de Dirichlet
qui converge uniformément sur C. pour tout € > 0.

2) <p((C+) C (C+ Si Co > 1
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Opérateurs de composition

Théoreme (Gordon et Hedenmalm 1999, Bayart 2002, Queffélec et Seip 2013)

Si une fonction holomorphe ¢ : C% — C% définit un opérateur de composition
borné Co de HP sur HP alors

1) Elle est de la forme ®(s) = cos + ¢(s) ou ¢y € N et ¢ est une série de Dirichlet
qui converge uniformément sur C. pour tout € > 0.

2) p(C1) CCysico=1etp(Cy) CCy sic=0.
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Opérateurs de composition

Théoreme (Gordon et Hedenmalm 1999, Bayart 2002, Queffélec et Seip 2013)

Si une fonction holomorphe ¢ : C% — C% définit un opérateur de composition
borné Co de HP sur HP alors

1) Elle est de la forme ®(s) = cos + ¢(s) ou ¢y € N et ¢ est une série de Dirichlet
qui converge uniformément sur C. pour tout € > 0.

2) p(C1) CCysico=1etp(Cy) CCy sic=0.

La réciproque est vraie quand cg > 1 et quand co = 0 et p € 2N*.

Maxime Bailleul — Université d’Artois — LML Mardi 22 Octobre 2013 Lyon




Opérateurs de composition

Théoreme (B)
Si une fonction holomorphe ¢ : C 1= C 1 définit un opérateur de composition
borné) Co de AP sur AP alors

1) Elle est de la forme ®(s) = cos + ¢(s) ot cg € N et ¢ est une série de Dirichlet
qui converge uniformément sur C. pour tout € > 0.

2) p(C1) CCysico=1etp(Cy) CCy sic=0.

La réciproque est vraie quand ¢y > 1.
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Opérateurs de composition

Théoreme (B)
Si une fonction holomorphe ¢ : C 1= C 1 définit un opérateur de composition
borné) Co de AP sur AP alors

1) Elle est de la forme ®(s) = cos + ¢(s) ot cg € N et ¢ est une série de Dirichlet
qui converge uniformément sur C. pour tout € > 0.

2) p(C1) CCysico=1etp(Cy) CCy sic=0.

La réciproque est vraie quand co > 1. Sico =0 et ®: C; — Cy/p4, avecn >0
alors la réciproque est encore vraie.
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Opérateurs de composition
Définition

Soit ® : C; — C. une fonction analytique.
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Opérateurs de composition

Définition
Soit & : C, — C_. une fonction analytique. On pose
No(s) = Z R(a) Vs e C,.
acCy
®(a)=s

Maxime Bailleul — Université d’Artois — LML Mardi 22 Octobre 2013 Lyon



Opérateurs de composition

Définition
Soit & : C,. — C,. une fonction analytique. On pose
No(s) = Z R(a) Vs e C,.

acCy
®(a)=s

On considére ® de la forme ®(s) = cos + ¢(s) ou co > 1 et ¢ est une série de
Dirichlet qui converge sur C. pour tout € > 0 telle que p(C;) C C;..
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Opérateurs de composition

Définition
Soit & : C,. — C,. une fonction analytique. On pose
No(s) = Z R(a) Vs e C,.
acCy
®(a)=s

On considére ® de la forme ®(s) = cos + ¢(s) ou co > 1 et ¢ est une série de
Dirichlet qui converge sur C. pour tout € > 0 telle que p(C;) C C;..

Théoreme (M.B)

Si Im(¢p) est borné, on a :

Ny (s)
Cole,22 < I|m su .
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Opérateurs de composition

Définition
Soit ® : C.. — C, une fonction analytique. On pose
Noo(s)= D R(a)’ VseCy.

acC,
d(a)=s

On considere ¢ de la forme ®(s) = cos + ¢(s) ou o > 1 et ¢ est une série de
Dirichlet qui converge sur C, pour tout € > 0 telle que p(C,) C C;..

Théoreme (B)

Si Im(yp) est borné, on a :

Ne.2(s)
Colle.a2 < limsup
[ Colls S imsup 502
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Opérateurs de composition

Soit A la mesure de Lebesgue sur R.
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Opérateurs de composition

Soit A la mesure de Lebesgue sur R. &*(it) = Iimod>(a + it) existe \-pp.
o—
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Opérateurs de composition

Soit A la mesure de Lebesgue sur R. &*(it) = Iimod>(a + it) existe \-pp.
o—

Définition

Soit h>0etteR.
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Opérateurs de composition

Soit A la mesure de Lebesgue sur R. &*(it) = Iimod>(a + it) existe \-pp.
o—

Définition

Soit h > 0 et t € R. On pose :

H(t,h) = {s € C,, |s —it| < h}.
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Opérateurs de composition

Soit A la mesure de Lebesgue sur R. &*(it) = Iimod>(a + it) existe \-pp.
o—

Définition
Soit h > 0 et t € R. On pose :

H(t,h) = {s € C,, |s —it| < h}.

Définitions
Ao(A) = M{t e R, &7(it) € A})  pour tout ouvert A C C,.

po(h) = sup Ao (H(t, h)) Vh> 0.
teR

Maxime Bailleul — Université d’Artois — LML Mardi 22 Octobre 2013 Lyon



Opérateurs de composition

Théoreme (M.B)
Soit t € R.
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Opérateurs de composition

Théoreme (M.B)
Soit t € R. Pour h > 0 assez petit, il existe ¢, c, > 0 tels que :

sup No(s) < Ao(H(t, c2h)).
seH(t,ci1h)
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Opérateurs de composition

Théoreme (M.B)

Soit t € R. Pour h > 0 assez petit, il existe ¢, c, > 0 tels que :

sup No(s) < Ao(H(t, c2h)).
seH(t,ci1h)

En particulier si Im(y) est borné, on obtient :

h
| Colle,22 < limsup m’_().
h—0 h
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