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Introduction

WYP(R) = {f € LP(R), f' € LP(R)}

(fg) = fg' +f'g
=1 () llp < Iflloollg”llo + 1]l ]Il

On dit que WLP(R) N L°°(R) est une algébre
pour le produit point par point.
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Introduction

W P(RY) = {f € LP, Va € [1,d]* : D°f € LP}

On peut obtenir

> 1D°(f)llp < llgllos (Z \Dafllp) F oo (Z HDag\p>

la|=k al=k la|=k
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Introduction

Pour v > 0 et p €]1, +o0],

LP(Q) = {f € LP(Q), Az f € LP(Q)}

@ Q muni d'une distance, d'une mesure, d’'un Laplacien positif.
o Q complet.

o A? défini par théorie spectrale.
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Introduction

Pour v > 0 et p €]1, +o0],

LP(Q) = {f € LP(Q), A% f € LP(Q)} I

Cas Q =R7:
e a=keN= Wk’P(Rd) = L’;(Rd).
o [A°2(fg)]lp S NIFllcll A%l + lIglloollA*2F],
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Introduction

Pour v > 0 et p €]1, +o0],

LP(Q) = {f € LP(Q), A% f € LP(Q)} I

Cas Q variété Riemannienne :
° Wk’P(Q) #* L’;(Q) si k> 2.

o [A2(fg)llp S IIFllocl A gllp + llg oo | A%/ F|p si o €]0, 1],
p et Q vérifient des hypotheses (doublement du volume, ...).
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. . Définitions
Présentations des graphes Nos hypotheses

Définition d’'un graphe
Un graphe est un ensemble de points ' muni d'une application
symétrique positive p: ' X ' — R

Exemples :
1 .
5 silx—y|l=1
oM =17 ety = 5 sinon.
x siy=0
oN=1[0,4] et =<y six=0
0 sinon.
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Présentations des graphes Difimtitens

Nos hypothéses

Définition de la distance sur I :

@ x et y sont voisins si x # y et ji,, > 0. On note x ~ y.
0 six=y
e d(x,y)=<(1 six~y
longueur du plus court chemin reliant x a y.
@ Les boules sont définies pour x € [ et r > 0 par
B(x,r)={y €T, d(x,y) < r}.

Remarque: On suppose que ' est connexe et que
Exc={yel x~y}<N.
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Présentations des graphes Difimtitens

Nos hypothéses

Définition de la mesure sur [ :
@ Pour un point : m(x) = Z,uxy.
yer

@ Pour un ensemble : m(E) = Z m(x).
x€E
@ On utilisera la notation V/(x, r) = m(B(x, r)).
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Présentations des graphes Difimtitens

Nos hypothéses

Définition du noyau de Markov révervible associé a (I, ).

po(x,y) = d(x,y)

_ _ My
pl(XaY) —P(X,}/) m(x)

zel
P est |'opérateur de noyau p, i.e. Pf(x) = Z p(x,y)f(y)

xel
P! est I'opérateur de noyau p.
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Présentations des graphes Difimtitens

Nos hypothéses

Vérifions que ||P|p—p < 1,1 < p < +4o0.
Nous définissons

@ un Laplacien positif par A = — P,

e Vf(x ( pry|f(x)—f( )])2

y~x

|VFI3 =< Af, f >
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Définitions

Présentations des graphes Mes Fypeiitsss

Hypothese (LB)

Il existe € > 0 tel que

p(x,x)>e Vxel.

(LB) = (—1) ¢ Spie(P) = P est analytique.

Hypothese (DV)

Il existe C > 0 tel que
V(x,2r) < CV(x,r) Vx el,Vr>0
(DV) impliques I'existence de d € R tel que
V(x,Ar) < CAV(x,r)  Vxel,Vr>0,¥A>1
(DV)={yel, x~y} <N.



Définitions

Présentations des graphes Mes Fypeiitsss

Hypothese (DUE)

Cm(x)

_— Vx € IVl € N*,
V(x, V1)

pi(x, x) <

(DV) + (DUE) & pi(x,y) < — =€~
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Définitions

Présentations des graphes Mes Fypeiitsss

Hypothése (Ps)

Z|f ) — fal*m(y) < V(2B) > IVE(y

yEB y€E2B

Ona (Ps)= (P:)sit>s.

Hypothese (GGq)

C
IVP'fllq < 7‘§Ilf||q

On a (GGx) = (GGy), g > 2.

Remarque: Les hypotheéses (DUE), (P1) et (GGoo) sont vraies
pour tout groupe discret vérifiant (LB) et (DV).
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Introdu
Présentations des es

Algebres de Sobolev
Fonctionnelles de Littlewood-Paley

Résultats obtenus

Théoreme (F. '13)
Soit (I, ) un graphe vérifiant (DV), (LB), (DUE), (Ps) pour un
s € [1,2] et (GGq) pour un q €]2, +00]. Soit o €]0, 1[. Alors

18°72(8)llp < Carp (IF ol A 2gll5 + llglocllA>2F1],)
deés que p €]s, q[.

Théoreme (F. '13)

Sous les mémes hypothéses

CapllSafllp < ||A%f||p < CapllSafllp
2\ 2
. 1 1
ol Saf(x) = Z; reV(x,r) Z [f(y) — f(x)Im(y)
r>1 7 yeB(x,r)
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Algébres de Sobolev

P Fonctionnelles de Littlewood-Paley
Résultats obtenus ONCHOMNENES A& EIEHEWOO 1Y

Pour les espaces continus,
1

+0o0
500 = | [ Favien [ o, 1100 = ey

Dans ce cas, la preuve utilise les fonctionnelles de
Littlewood-Paley suivantes (8 > 0)

2
dr

g5t = ([ |(tA>ﬂe—fAf(x>r2cf)é

qui vérifient pour p €]1, +o0|

lg5Fllo = lIflp

Ensuite,
185, = lgf 5 A5,
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Algébres de Sobolev

Fonctionnelles de Littlewood-Paley

(NI

gsf(x) = (Z /2‘*1|A13P’1f(x)|2> ., B>0

1>1

1
3
1
- . 28 B8 pl—1 2 4
Eof(x) = (Z/ VAP P (x)| ) . B>
>1
Théoreme (F. '13)
Soit (I, p) vérifiant (DV), (LB), (DUE).

@ g5 est bornée de L' dans L°°, et de LP dans LP pour tout p €]1, +o0].

@ 35 est bornée de L' dans L>*°, et de LP dans LP pour tout p €]1,2]. De
plus, si I satisfait (P2) et (GG,), gs est borné pour tout p €]2, q|.

© Les inégalités précédentes peuvent étre inversées dans I'espace dual :

Iflle < llgsflle p €]l +ool (Il S11Esflle P € [2, 400

. . 2F 1
1llp S N18sflle si [ vérifie (P>) et (GGg), et p € :| ?,2[
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Algebres de Sobolev

: i i -Pal
Résultats obtenus Fonctionnelles de Littlewood-Paley

Merci pour votre attention.
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Algebres de Sobolev

Fonctionnelles de Littlewood-Paley

Résultats obtenus

e N. BaDR, F. BErNICcOT, E. RUss. Algebra properties for
Sobolev spaces - Applications to semilinear PDE's on
manifolds. J. Anal. Math., 118 (2012), pp 509-544.

e N. BADR, E. Russ. Interpolation of Sobolev spaces,
Littlewood-Paley inequalities and Riesz transforms on graphs.
Publ. Math., 53 (2009), pp 273-328.

e T. CouLHON, E. Russ, V. TARDIVEL-NACHEF. Riesz

transform on manifolds and heat kernel regularity. Amer. J.
Math., 57 (2001), pp 283-342.
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