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Soit H un espace de Hilbert complexe et séparable.
On note B(H) l’ensemble des opérateurs linéaires et borné de H.
On note le commutateur de T ∈ B(H) par

{T}′ = {S ∈ B(H), ST = TS}.

On note

I σ(T ) le spectre de T ,

I σp(T ) le spectre ponctuel de T ,

I σe(T ) le spectre essentiel de T .



Le problème du sous espace invariant

Soit T ∈ B(H). Est-ce qu’il existe un sous espace fermé M ⊂ H
non trivial (i.e. M 6= {0} et M 6= H) tel que T (M) ⊂ M?

Le problème du sous espace hyper invariant

Soit T ∈ B(H) tel que T 6= λI . Est-ce qu’il existe un sous espace
fermé M ⊂ H non trivial (i.e. M 6= {0} et M 6= H) tel que pour
tout S ∈ {T}′, on a que S(M) ⊂ M?



I Si T 6= λI et σp(T ) 6= ∅, alors pour tout λ ∈ σp(T ),
Ker(T − λ) est un sous espace hyper invariant non trivial. En
effet, soit λ ∈ σp(T ), soit x ∈ Ker(T − λ) et soit S ∈ {T}′.
Alors

T (Sx) = S(Tx) = S(λx) = λSx .

Donc S(Ker(T − λ)) ⊂ Ker(T − λ).

I Si N est un opérateur normal, le théorème spectral garantit
l’existence d’un sous espace hyper invariant non trivial pour N.

I Si K est un opérateur compact, le théorème de Lomonosov
garantit l’existence d’un sous espace hyper invariant non
trivial pour K .

I Si N est un opérateur normal et K est un opérateur compact,
en général on ne sait pas si N + K possède un sous espace
hyper invariant non trivial.



Théorème Spectral pour les opérateurs normaux

Soit N ∈ B(H) un opérateur normal. Alors il existe un espace
mesuré (Ω, µ), et une fonction bornée f ∈ L∞(Ω, µ), et une
isométrie surjective W : H → L2(Ω, µ) tels que le diagramme
suivant soit commutatif:

H
N //

W
��

H

W
��

L2(Ω, µ)
Mf

// L2(Ω, µ)

avec Mf (g) = fg pour tout g ∈ L2(Ω, µ).



Définition

Soient u, v ∈ H. On note u ⊗ v l’opérateur de rang 1 tel que pour
tout h ∈ H on a que

u ⊗ v(h) = 〈h, v〉 u.

Définition

Un opérateur D ∈ B(H) est diagonal, si il existe une base
orthonormée (en)n∈N de H, et une suite bornée de nombre
complexes (λn)n∈N tels que

D =
∑
n∈N

λnen ⊗ en.
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I Si D est un opérateur diagonal et u, v ∈ H, en général, on ne
sait pas si D + u ⊗ v possède un sous espace hyper invariant
non trivial.

I En 1984, Stampfli a construit un opérateur diagonal D et
deux vecteur u, v ∈ H tels que σp(D + u ⊗ v) = ∅.



Foias, Jung, Ko, Pearcy (2007)

Soit D =
∑

n∈N λnen ⊗ en un opérateur diagonal.
Soient u, v ∈ H tels que D + u ⊗ v 6= λI et∑

n∈N
| 〈u, en〉 |

2
3 <∞ et

∑
n∈N
| 〈v , en〉 |

2
3 <∞.

Alors D + u ⊗ v possède un sous espace hyper invariant non trivial.



Fang, Xia (2012)

Soit D =
∑

n∈N λnen ⊗ en un opérateur diagonal.
Soient u1 . . . , ur , v1, . . . , vr ∈ H,
tels que D + u1 ⊗ v1 + · · ·+ ur ⊗ vr 6= λI et

r∑
i=1

∑
n∈N
| 〈ui , en〉 | <∞ et

r∑
i=1

∑
n∈N
| 〈vi , en〉 | <∞.

Alors D + u1 ⊗ v1 + · · ·+ ur ⊗ vr possède un sous espace hyper
invariant non trivial.



Décomposition en Valeurs Singulières

Soit K ∈ K(H) un opérateur compact. Alors il existe une suite
(sn)n∈N de nombres réels positifs tels que limn→∞ sn = 0, et il
existe deux familles (un)n∈N, (vn)n∈N de vecteurs orthonormaux
dans H tels que

K =
∑
n∈N

snun ⊗ vn.



Théorème 1 K. (2013)

Soit f ∈ L∞(Ω, µ). On note Mf la multiplication par f sur
L2(Ω, µ). Soit K =

∑
n∈N snun ⊗ vn un opérateur compact sur

L2(Ω, µ). Supposons qu’il existe deux point distincts
a, b ∈ σe(Mf ), et une courbe de Jordan Γ tels que

1- La courbe Γ sépare les points a et b et µ(f −1(Γ)) = 0,

2- L’application A est bien définie et continue

A : Γ→ K(H)

z 7→
∑
n∈N

sn
(
(Mf − z)−1un

)
⊗
(
(M∗f − z)−1vn

)
.

Alors T = Mf + K possède un sous espace hyper invariant non
trivial.



Corollaire 2 K. (2013)

Soit D =
∑

n∈N λnen ⊗ en un opérateur diagonal.
Soit K =

∑
n∈N snun ⊗ vn un opérateur compact.

Soient (an)n∈N, (bn)n∈N deux suite de réels positifs tels que pour
tout n ∈ N, sn = anbn.
Supposons que D + K 6= λI and∑

k∈N

∑
n∈N
|an 〈un, ek〉 | <∞ et

∑
j∈N

∑
n∈N
|bn 〈ej , vn〉 | <∞.

Alors T = D + K possède un sous espace hyper invariant non
trivial.
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n∈N snun ⊗ vn un opérateur compact sur

L2(Ω, µ). Supposons qu’il existe deux point distincts
a, b ∈ σe(Mf ), et une courbe de Jordan Γ tels que
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Un autre exemple

On pose Ω = {z ∈ C, |z | < 2}. On note m la mesure de Lebesgue.
On pose f (ξ) = ξ.
Soient g , h ∈ L2(Ω,m). On pose u(ξ) = (1− |ξ|)g(ξ) et
v(ξ) = (1− |ξ|)h(ξ).
On veut savoir si Mf + u ⊗ v possède un sous espace hyper
invariant non trivial.

Ω

Γ

On pose Γ = {z ∈ C, |z | = 1}. On a
que

A(z) =
1− |ξ|
ξ − z

g ⊗ 1− |ξ|
ξ − z

h

vérifie l’hypothèse 2 sur Γ.

Donc Mf + u ⊗ v possède un sous espace hyper invariant non
trivial.
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invariant non trivial.

Ω

Γ

On pose Γ = {z ∈ C, |z | = 1}. On a
que

A(z) =
1− |ξ|
ξ − z

g ⊗ 1− |ξ|
ξ − z

h
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Résultats Préliminaires

Fait A

Soit P une projection orthogonale telle que
dim

(
P(H)

)
= dim

(
(I − P)(H)

)
=∞.

Soit L ∈ K(H) un opérateur compact.
Alors P + L possède un sous espace hyper invariant non trivial.



Fait B

Soit (X ,M, µ) un espace mesuré.
Soit H un espace de Hilbert séparable.
Soit K(H) l’idéal des opérateurs compact sur H.
Supposons que F : X → K(H) est une application faiblement
M-mesurable et que ∫

X
‖F (x)‖dµ(x) <∞.

Alors

L =

∫
X
F (x)dµ(x)

est un opérateur compact.



Idée de la preuve du Théorème 1

Soit T = Mf + K . On suppose que σp(T ) = ∅.
I Etape 1. Soit W = ∩z∈ΓRan(Mf − z). Pour tout z ∈ Γ on

pose

B(z) = (I + A(z)(Mf − z))−1A(z)

R(z) = (Mf − z)−1 − B(z).

On a pour tout w ∈W que

(T − z)R(z)w = w .

I Etape 2. Il existe un opérateur compact L et une projection
orthogonale P qui satisfait les hypothèses du Fait A, tel que
pour tout w ∈W

1

2iπ

∫
Γ
R(z)wdz =

1

2iπ

∫
Γ
(Mf − z)−1wdz − 1

2iπ

∫
Γ
B(z)wdz

= Pw + Lw .

I Etape 3. {T}′ ⊂ {P + L}′.



Idée de la preuve du Corollaire 2

Corollaire 2 K. (2013)
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n∈N λnen ⊗ en un opérateur diagonal.
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tout n ∈ N, sn = anbn.
Supposons que D + K 6= λI and∑

k∈N

∑
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n∈N
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Lemme 3 K. (2013)

Soient (an)n∈N, (bn)n∈N deux suites de nombre réels positifs. Soit
(en)n∈N une base orthonormée de H. Soient (un)n∈N, (vn)n∈N deux
familles de vecteurs orthonormaux de H. Soit (λn)n∈N une suite
bornée de nombres complexes. Supposons que∑

k∈N

∑
n∈N
|an 〈un, ek〉 | <∞ et

∑
j∈N

∑
n∈N
|bn 〈ej , vn〉 | <∞.

alors pour presque tout x ∈ R, on a que

g(x) =
∑
k∈N

∑
n∈N

|an 〈un, ek〉 |2

Re(λk − x)2
<∞

et

h(x) =
∑
j∈N

∑
n∈N

|bn 〈ej , vn〉 |2

Re(λk − x)2
<∞.



On note z = x + iy . Pour tout z ∈ C on a que ‖A(z)‖ ≤ g(x)h(x).

x



On note z = x + iy . Pour tout z ∈ C on a que ‖A(z)‖ ≤ g(x)h(x).

x



On note z = x + iy . Pour tout z ∈ C on a que ‖A(z)‖ ≤ g(x)h(x).

x



σ(D)

Γ



σ(D)

Γ



σ(D)

Γ



σ(D)

Γ



σ(D)

Γ



σ(D)

Γ



σ(D)

Γ



σ(D)

Γ



Corollaire 2 K. (2013)

Soit D =
∑

n∈N λnen ⊗ en un opérateur diagonal.
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