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Modèle : les équations différentielles.
F : Rn → Rn lisse.
U : R+ → Rn solution de

Ut = F(U) et U(0) = U0 .

Solution stationnaire, 0 = F(U).

Stabilité
∀δ > 0, ∃ε > 0,

d(U0,U) < ε ⇒ (∃! U et (∀t ≥ 0, d(U(t),U) < δ)) .

Stabilité asymptotique
Stabilité + ∃ε0 > 0,

d(U0,U) < ε0 ⇒
(
∃! U et d(U(t),U)

t→∞→ 0
)
.
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Du spectral au non linéaire.

Stabilité spectrale

σ(dF(U)) ⊂ {λ | Reλ < 0} .

Théorème
La stabilité spectrale implique la stabilité asymptotique.
Et le retour est exponentiel.

Objectif du jour :
U : R+ × R→ Rd solution de

Ut = F(U,Ux , · · · ) et U(0, ·) = U0(·) .

Système quasi-linéaire parabolique d’équations aux dérivées partielles.
U(·) périodique.
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Simulation directe : diagramme temps-espace.

Autour d’une onde stable de (KdV-KS).
Barker-Johnson-Noble-LMR-Zumbrun.
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Théorie.
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Modulation en espace des distances.

On s’est choisi un espace H donc une norme initiale.

Requête : autoriser la resynchronisation.

Réponse : il faut mesurer selon

δH(u, v) = inf
Ψ bijectif

‖u◦Ψ− v‖H+ ‖∂x(Ψ− IdR)‖H .
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Grossièrement.

U onde de référence.

‖U(t, ·)−U‖Lp(R)
t→∞∼ c t

1
p

δLp(R) ( U(t, ·) , U )
t→∞∼ c t−

1
2 (1−1/p) .

Ψ(t, ·)− IdR.

x

t

∂x(Ψ(t, ·)− IdR).

x

t
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Notions voisines.

Topologie de Skorokhod : H = L∞(R)

σ(u, v) = inf
Ψ homéo

strictement croissant

‖u ◦Ψ− v‖H + ‖Ψ− IdR‖H .

Stabilité orbitale : mesurée selon

inf
Ψ translation

uniforme

‖u ◦Ψ− v‖H .

Lié à la stabilité des solutions unimodales.
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Cas modèle : systèmes paraboliques semi-linéaires
de lois de conservation.

f lisse.
t > 0 temps, x ∈ R espace, U(x , t) ∈ Rd inconnu.

(E ) Ut + (f(U))x = Uxx .

Ondes progressives. U(t, x) = U(x − ct) se déplaçant à la vitesse c .

Profil U solution stationnaire de

Ut − c Ux + (f(U))x = Uxx .
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Johnson-Noble-LMR-Zumbrun (Inventiones Math. 2013).

Théorème
Une onde périodique diffusivement spectralement stable est

δL1(R)∩HK (R) à δHK (R)

asymptotiquement stable pour K ≥ 3, avec un retour algébrique en
temps ;

δL1(R)∩H3(R) à ‖ · ‖L∞(R)

(orbitalement) stable.
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Transformation intégrale.
Décomposition en ondes de Bloch

g(x) =

∫ π

−π
e iξx ǧ(ξ, x) dξ,

où ξ est un exposant de Floquet

ǧ(ξ, x + 1) = ǧ(ξ, x),

e iξ(x+1) ǧ(ξ, x + 1) = e iξ e iξx ǧ(ξ, x).

À partir de la décomposition de Fourier

g(x) =

∫
R
e iξx ĝ(ξ)dξ.

Transformée de Floquet-Bloch

ǧ(ξ, x) :=
∑
j∈Z

e i 2jπx ĝ(ξ + 2jπ).
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e iξx ĝ(ξ)dξ.

Transformée de Floquet-Bloch
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Symboles de Bloch.

U(t, x) = U(k(x − ct)), U de période 1.

Générateur

L := k2 ∂2
x + k c∂x − k ∂xdf(U)

de symboles de Bloch

Lξ := k2 (∂x + iξ)2 + k (∂x + iξ)(c − df(U)), ξ ∈ [−π, π].

Diagonalisation de Bloch

(Lg)(x) =

∫ π

−π
e iξx (Lξǧ(ξ, ·))(x) dξ .

Chaque Lξ agit sur des fonctions de période 1.
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Spectre.

Paramétrage spectral

σ(L) =
⋃

ξ∈[−π,π]

σper (Lξ) .
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c= 0.56669987
T= 5.8

Specte d’une onde stable
de (SV). Barker et al.

(D1) Spectre critique réduit à {0}.

σ(L) ⊂ {λ | Reλ < 0} ∪ {0}.

(D2) ∃θ > 0, ∀ξ ∈ [−π, π],

σper (Lξ) ⊂ {λ | Reλ ≤ −θ|ξ|2}.

(D3) λ = 0 de multiplicité d + 1
pour L0 (dimension minimale).

(H) Vitesses de groupe 2 à 2 6=.
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Introduction de la phase.

‖U0 ◦Ψ0 −U︸ ︷︷ ︸
V0

‖L1∩HK + ‖∂x(Ψ0 − IdR︸ ︷︷ ︸
−ψ0

)‖L1∩HK < ε .

(V, ψ) tel que

V(t, ·) = U(t, ·) ◦ (IdR − ψ(t, ·))−U.

Équation

(∂t − L) (V(t) + Uxψ(t)) = N (t) ,

où N (t) = N [V(t), ψt(t), ψx(t)].

Forme intégrale

V(t) + Uxψ(t) = S(t) (V(0) + Uxh0) +

∫ t

0
S(t − s)N (s)ds.

avec S(t) := et L.
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Évolution critique.
On développe

1
ikξ

d+1∑
j=1

eλj (ξ)t |φj(ξ, ·)〉
〈
φ̃j(ξ, ·)

∣∣∣
avec

φj(ξ) = Ux ed+1 · β(j)(ξ) + O(ξ)

vers

|Ux〉 ed+1 ·
d+1∑
j=1

〈
1

ikξ
eλj (ξ)t β(j)(ξ) φ̃j(ξ, ·)

∣∣∣∣ + O(e−θ
′ |ξ|2 t) .

Séparation

S(t) = Ux ed+1 · sp(t) + S̃(t)

où sp(t) =
d+1∑
j=1

sp
j (t).
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Isolement de la phase.

ψ(t) = ed+1 · sp(t) (V0 + Uxψ0) +

∫ t

0
ed+1 · sp(t − s)N (s)ds

− χ(t)

[
ed+1 · sp(t) (V0 + Uxψ0)− ψ0 +

∫ t

0
ed+1 · sp(t − s)N (s)ds

]

V(t) = S̃(t) (V0 + Uxψ0) +

∫ t

0
S̃(t − s)N (s)ds

+ χ(t)Ux

[
ed+1 · sp(t) (V0 + Uxψ0)− ψ0 +

∫ t

0
ed+1 · sp(t − s)N (s)ds

]
avec χ troncature en temps grand.
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Quelles estimations ?

1 Analyse de Bloch.

Inégalités d’Hausdorff-Young

‖g‖Lp(R) ≤ (2π)1/p‖ǧ‖Lp′ ([−π,π],Lp([0,1])) , 2 ≤ p ≤ ∞ .

Une estimation
ψ0(−∞) = −ψ0(∞). Pour t ≥ 0, 2 ≤ p ≤ ∞, quand l + m ≥ 1,∥∥∥∂ l

x∂
m
t sp

j (t)(ψ0 Ux)
∥∥∥

Lp(R)
. (1 + t)−

1
2 (1−1/p)+ 1

2−
l+m

2 ‖∂xψ0‖L1(R) .

2 Estimations d’énergie
et estimations de résolvantes dans un cadre Hilbertien.
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Questions ouvertes.

Vérification des hypothèses : au cas par cas.

Instabilité modulationnelle en espace.

Ondes multi-périodiques.

Autres types : dispersif Hamiltonien ?
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Bonus 1 : instabilité diffusive.

1400 1500 1600 1700 1800 1900 2000
0

20

40

60

80

x

Ti
m
e

Défaut de stabilité dissipative dans (KdV-KS).
Barker-Johnson-Noble-LMR-Zumbrun.
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Bonus 2 : rouleaux en eaux peu profondes.

Canal d’évacuation.

Système de Saint-Venant (SV)

ht + (hu)x = 0,

(hu)t +

(
hu2 +

h2

2F 2

)
x

= h − |u|u + (h ux)x .

F > 2, instabilité primaire.
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