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Configuration
OBJET

@ Ensemble fini P de points;

@ Ensemble fini L de lignes;

@ Relation d'appartenance : « p€/l»; pe P,/ € L.

AXIOMES
Type de la configuration : (nq, ),
ou :

n=|P|;
I =|L];
o =nombre de lignes passant par chaque point;

~ = nombre de points par ligne.

Remarque : condition nécessaire a |'existence d'une
configuration : na = .

Graphes &
Configurations

Marie Péronnier

Définitions de
base



Isomorphisme de configurations

Bijection entre deux configurations données telle que :
@ un point est envoyé sur un point;

@ préservation de |'alignement.

Groupe de la configuration C

C'est le sous-groupe de permutations des n points de la confi-
guration qui préserve |'alignement. On I'appelle aussi groupe
d'automorphismes de la configuration, et on le notera Aut(C) :
c'est le groupe des isomorphismes de C dans lui-méme.

Plus visuellement :

Aut(C) ={g € &(S) x 5(L); gC C C}

ol : S est I'ensemble des sommets de C; et L I'ensemble des
lignes de C.
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Soit C une configuration. On définit son dual, C*, par :
@ points de C* = lignes de C;
@ lignes de C* = points de C;
@ dans C*: | € psi p €l dans C.

Autodualité

Une configuration C est autoduale si :
il existe ® : C — C* isomorphisme.
On a donc :

@ Un point est envoyé sur un point par ¢ ;
@ & respecte I'alignement.
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On va réaliser la configuration, donc son groupe
d'automorphismes, dans des géomeétries différentes, ce qui se
traduira par un isomorphisme exceptionnel entre deux
groupes dans la classification des groupes finis.



Sommaire

La configuration de Cremona Richmond : €
Approche combinatoire
Approche symplectique
Aboutissement : un isomorphisme exceptionnel dans la
classification des groupes simples finis
Bonus : un automorphisme extérieur de Gg

Graphes &
Configurations

Marie Péronnier

La configuration
de Cremona
Richmond : Ccg



Graphes &

Une premiére construction : approche Configurations
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combinatoire

S,
Soit E = {a,b,c,d, e, f}.
@ Points : paires de E ({a,b})

@ Lignes : partitions de E en trois paires
(Deux points sont alignés si I'intersection des deux paires est vide.
Les lignes sont donc de la forme : {{a, b};{c,d};{e,f}}.)

e Condition d'appartenance



Un beau dessin...
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Le type de cette configuration est (153, 153).

> 0423:’)’1

{a, b} € {{a, b}: {c,d}: {e, f}}

{{a, b}; {c, e}: {d, f}}.{{a, b} {c, f}; {d, e}}.

» n=15=1:

(-

/:

6><5><4><3><2><1_

2x2x2x%x3

— Coincidence numérique : good stuff!
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Aut(Q:cR) ~ Gp.

Preuve

» L'action naturelle de Gg sur {1;...;6} induit une action

sur les paires, et donc :
Se agit naturellement sur €cg;

» G — &(CcR) : action fidele;
» Argument de cardinalité.
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Une deuxiéme construction : approche Conttarations
Sym pleCth u e Marie Péronnier

Groupe symplectique
Groupe symplectique e

. 0 —I,
SO|tJ,,—(In 0 >

Spon(Fq) = {P € GLon(Fy); PJP = Jo}

Formes alternées :
Soit w forme bilinéaire alternée sur Iﬁ‘g”.

Sp(w) = {g € GLan(Fq); w(g(x),g(y)) = w(x,y)}.
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Si w est non dégénérée, alors :
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5p(w) = Spay(Fq)- -
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n
2 !
n 2k exceptionnel dans
ISp2n(Fq)l = q I I (¢ = 1). T b e e
es groupes
k=1 simples finis
Bonus : un
automorphisme
extérieur de cg

Coincidence numérique : |Sp,(F2)| = |Se|!

But : construire un espace de dimension 4 sur F», muni
d'une forme bilinéaire alternée, non dégénérée.

& = =




Algébre de Boole

o E ={1,...n} : ensemble fini a n éléments, n pair;
e P(E) =: V : ensemble des parties de E.

Proposition
(V,A,N) est un anneau; c'est |'algébre de Boole.

» neutre pour A : (); symétrique de A pour A : A.

» Commeona: |V|=2" alors: (V,A,.) est un
[F»>-espace vectoriel de dimension n, ot : 0.A=0; et
1.A=A.

Autre facon de le voir : V' a pour base {i}, i € E;
tout élément A de V s'écrit :
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» On introduit une forme bilinéaire sur V :

w: VxV =T,
(A,B) — |[AN B| mod 2

w est bien une forme bilinéaire alternée.
(en fait, symétrique, mais sur F,, on préfere la voir
comme une forme alternée...).
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. . T Graphes &
» On introduit une forme bilinéaire sur V : Configurations

Marie Péronnier

w: VxV =T,
(A,B) —» |ANB| mod?2

ArErerte

w est bien une forme bilinéaire alternée. combinateie
H pa - . PN . pproche
(en fait, symétrique, mais sur Fy, on préfére la voir symplectique
Aboutissement :

comme une forme alternée...). ;:Q%‘;’S;{‘;’ES%"SL
a classification
simples fns
. . . . Bonus : un
» Soit Vj := ensemble des parties de V' de cardinal pair. i

extérieur de G¢

Proposition

Vo est un hyperplan de V.

( c'est le noyau du morphisme @ : A — |A| mod 2 : linéaire non nul)

Son cardinal est donc :

|V()| =2n1



» Etude de w|\/ox\/0 :

Ker(w|voxvp) =< E >=:D

> w|v,xV, Passe au quotient; la forme :

W= w|(VoXVo)/D

est alors non dégénérée (on quotiente par le noyau...).

» Vo = Vo/p est de cardinal 2"=2; il est donc de la bonne
dimension, et muni d'une forme bilinéaire non
dégénérée.  Yes!

Remarque : Dans Vj : A < AC.
({a,b} = EA{a,b} = {c,d,e, f} ={a, b}°)
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Proposition

V, posséde

(2n—2_1)(2n—3_1)
3

totalement isotropes.

Preuve

plans, dont

Nombre de plans = |Gr2 p—2(Fg)]...

(2n—4_1)(2n—2_1)
3

plans
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On prend n = 6 dans la suite.

Sp(w) = Spa(F2).

i
N)
yel
)

Graphes &
Configurations

Marie Péronnier

Définitions de
base

La configuration
de Cremona
Richmond : Ccg

Approche
combinatoire
Approche
symplectique
Aboutissement :
un isomorphisme
exceptionnel dans
la classification
es groupes
simples finis
Bonus : un
automorphisme
extérieur de cg



Deuxiéme construction

On prend n = 6 dans notre étude précédente.
E={a,b,c,d,e f}
@ Points : vecteurs non nuls de Vg ~ F%;

o Lignes : plans totalement isotropes de Vg ;
@ Relation d'appartenance : p € | <> vecteur € plan.
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Est-ce bien la configuration de Cremona-Richmond ? Marie Péronnier

1. On regarde la forme des points et des lignes :
> Points :

Approche
symplectique

Soit F € Vp; F est donc de cardinal pair : |F| =2 ou 4.
On remarque que, si |F| =4, alors |F¢| = 2.
Or, dans Vy, F = F°

Conclusion : On peut choisir F = {a, b}.



Graphes &

> ngnes : Configurations
FAF Marie Péronnier
[ ]
=
®
0 .F Approche
® symplectique

Soit F,F' € Vj = F ={a,b}; F/ ={c,d}

(F, F’ dans un plan totalement isotrope, donc |[F N F’| = 0)

De plus,
FAF' = FUF' ={a,b,c,d} = E—{a,b,c,d} = {e, f}.

Conclusion : L = {0;{a, b}; {c,d}; {e, f}}.
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2. On vérifie que le type est bien (153,153) :

e 2% — 1 =15 points; et 15 lignes (c’est la formule donnant
le nombre de plans totalement isotropes, avec n = 6). e

e Un plan (totalement isotrope) est de dimension 2 sur [Fy ;
le nombre de points (i.e. de vecteurs non nuls) dans une ligne
(i.e. un plan) est donc : 22 — 1 = 3.



Ona:
Aut(Q:CR) a2 Sp4(IF2).

Preuve : Méme schéma de preuve que précédemment.

» Action de Sp,(IF2) sur la configuration; (détaillé plus

tard)
» Action fidéle:

» Argument de cardinalité.
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Aboutissement : un isomorphisme exceptionnel Contiomations
dans la classification des groupes simples finis Marie Péronnier

On a l'isomorphisme :

Approche
combinatoire

A h,

&6 = Spy(F2). Aomreche
Aboutissement :
un isomorphisme

exceptionnel dans
la classification

P reuve des ?rou‘;e_n
. simples finis
1. Spy(F2) agit sur Ccr : Semcrshame

extérieur de G¢

On a, pour g € Sp,(F2), et A, B € Vg
w(g(A),&(B)) =w(A, B)

lg(A) Ng(B)l = [AN B
lg(AN B)| = [AN B



Ainsi : Graphes &
» Pour B=A, Ac Vg : |g(A)|] = |A|, donc g(A) € Vo : confiations
g(A) est un point.
» Pour A, B € L (plan totalement isotrope) :
g(A),g(B) € g(L) : g(L) est une ligne.
> Spy(F2) respecte l'inclusion.

Marie Péronnier

2. L'action est fidéle :

. . . ’ . Aboutissement :
On a le morphisme induit par |'action : oy
la classification
des groupes
Sp4(]F2) — G(QCR) simpﬁe: ﬁni:

g [(p,N) — (g(p),g(1))]

Supposons que Vp € Vo, p # 0; g(p) = p pour g € Sp,(F2).
Alors tous les points de €¢r sont respectés. L'origine 0 |'est
aussi, donc les droites vectorielles également, ce qui entraine
que g = Id.

3. On a égalité des cardinaux.



Bonus : un automorphisme extérieur de Gg

Troisieme construction

@ Points : transpositions de Gg ;
@ Lignes : triple-transpositions de G¢ ;

e Condition d'appartenance

On retrouve bien la configuration de Cremona Richmond.

Les transpositions, et les triple-transpositions, agissent par
conjugaison comme automorphisme de la configuration.
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Proposition

La configuration de Cremona Richmond est autoduale.

Preuve : Construction du dual

Principes :

» Si p=h Nk dans Ccr, alors dans C¢ :

lp =< pu,pp >;
> Sil =< p1,p2 >, alors py €, Ny, ;

> Si p1— /1; p2 — /2, alors p3 — /3.
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C Cc*

cd | ce ab df
de | cf ae bd
ef | df ac be
bf | bd af ce
bc | be ad cf
ab | df bc ae
ac | ac ef bd
ad | be cd af
ae | ad bf ce
af | ab de cf
df | ad bc ef
be | ab cd ef
cf | ae bf cd
bd | ac de bf
ce | af bc de
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Automorphisme extérieur

On adonc: 3¢ : Ccgr = Chp.

» Pour o € &g, on construit naturellement :
e 0. € Aut(€cR) @ {x,y} = {a(x),a(y)}.

o 0¥ € Aut(Cig) :
{xy}id{z, thi{u,vit =
{{o(x), o)} {a(2),a(t)}: {o(u), o(v)}}.
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Automorphisme extérieur

» Pour o € Gg, on définit :
ori=¢ oo o
En particulier, pour t = (xy) :

= ¢ (t)-
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Remarque : Cela vient du fait que, pour (ab) une
transposition :

¢(t(ab)) = o(t)(¢(ab)).

vspacebmm
En effet :

& ¢(¢ ! ot* o p(ab)) = ¢(¢
& t, 0 ¢(ab) = (gb o ¢71(t*))
& t. o ¢(ab) = t. o ¢(ab) :



Automorphisme extérieur

» L'application o, — o) est un morphisme de :

Aut(Ccr) — Aut(Ceg) ;

-t

Se G

qui & t —> ¢(t); il nous fournit un automorphisme de
Ge extérieur, car il envoie la classe de conjugaison des

transpositions sur celle des triple-transpositions !
*Quf ! I*

Remarque : En fait, t — ¢~1(t), mais ¢ est involutive,
ie.:pogp=1Id..
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Merci de votre attention, et bonne
lecture hédoniste |
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