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TLMO046V (équations différentielles) ¢ Année 2008/2009 e Série d’exercices n°1

Les exercices facultatifs, repérés par le symbole O, ne seront a priori pas traités en TD.

Rappels : si f est une fonction continue d’un intervalle I dans un e.v.n. E de dimension finie alors
- pour tout a € I la fonction F': x — f: f(s)ds est de classe C* sur [ et F' = f sur [

-pour tous a,bel,a<b= Hf; f(s) dSH < fj I ()|l ds ("inégalité de la moyenne”)
-si f € CY(I) alors : Va,b e I, f(b) — f(a) = fab f/(s) ds (”théoréeme fondamental” du calcul différentiel).

1.1. (démonstration du lemme de Gronwall - forme élémentaire)
Soit T €10, +0o0]. [0,T) désignera I'un des intervalles [0,T] et [0,T7].

On considére deux fonctions y et ¢ continues, positives de [0,7") dans R telles qu'’il existe un réel C' > 0 pour
lequel :

(%) Vte[0,T), 0<y(t) <C+ /t o(s)y(s) ds.
On se propose de vérifier qu’alors : ’
(k%)  VE0,T), 0<y(t) < Celow)ds,
1) On suppose ici que C > 0.

’

A (u)

Veérifier que la fonction A : ¢ — fot ©(s)y(s)ds est de classe O sur [0,T) et : Vu € [0,T), Cr A < p(u).

Intégrer cette relation et en déduire (**) dans ce cas.

2) On suppose ici que C' = 0. Déduire du résultat de 1) que :
VneN, vte[0,T),0<y(t) < ﬁ elo ©(9)ds En déduire (+*) dans ce cas.

vl.2. Soit q: [0,+00[ — R une fonction de classe C strictement positive et croissante.
1) On consideére une solution y sur [0, +o00[ de I’équation différentielle
(B) y +a()y=0
i.e. une fonction deux fois dérivable de [0, +oo| dans R vérifiant : Vs € [0, +o0[, 5 (s) + q(s)y(s) = 0.
i) Montrer que : Vt € [0, +-o00[, y2(t) = y (0) 4 2 fot a(s)y(s)y (s) ds.
ii) En déduire, a 'aide d’une intégration par parties : V¢ € [0, 400, y' 2(t) + q(t)y?(t) = C + fot q (s)y (s) ds
o1 € =y (0) + q(0)y(0)" |
iii) En déduire, a 'aide du lemme de Gronwall : V¢ € [0, +o0[, q(t)y*(t) < Celo T ds.

2) Montrer que toute solution de (E) sur [0, 4+o00[ est bornée sur [0, +oo] .

1.3. (une forme "plus évoluée” du lemme de Gronwall)
Soit T €10, +00]. [0,T) désignera I'un des intervalles [0,T] et [0,T7].

On consideére trois fonctions y, 0 et ¢ continues de [0,7") dans R telles que ¢ est positive sur [0,7T) et

(%) Ve [0.T), y(t) < 0(t) + /0 o(s)y(s) ds.

On se propose de vérifier qu’alors :

(W&) Vi€ [0.T), y(t) < 6(t) + /O B(s)(s). exp ( /

t

o(u) du) ds.

S



1) Montrer que les fonctions F': t — fot ou)y(u)du et G : t — F(t)exp(— fg o(u)du) sont de classe O sur
[0,T) et vérifient

W) Vs € [0.7), F(s) - o(s)F(s) < 6(s)(s).
(2) ¥s e Mﬂ,d@§ﬂﬁwﬂwmié¢WMM

@)Vt e [0,7), G(t)g/o 9(3)90(3).exp(—/Osgo(u)du)ds.

2) Conclure.
© 3) Retrouver le résultat de l'exercice 1.1.

14 (une autre forme du lemme de Gronwall, notamment utile en analyse numérique)

On considére un e.v.n. E de dimension finie sur K (K =R ou C).

Soit T €10, +00]. [0,T") désignera l'un des intervalles [0,T] et [0,T7].

On considére une fonction y : [0,7) — E de classe C! sur [0,T) et deux réels o > 0 et 3 > 0 tels que

() we1), |[yo<s+aly@l.
On se propose de vérifier qu’alors :
« /3 (0%
(aa) V€ [0,7), [ly@)ll < lly(O)]]e** + = (e = 1).

1) Montrer que :

vte[0,T), ly@) —yO0)] < ﬁt+a/0 ly(s)ll ds.

2) En déduire, a I'aide de l'exercice 1.3, que

vte[0,T), lly@I < lly(0)l +ﬂt+a/0 (ly(O) + Bs) e**=*)ds.

3) Conclure en calculant cette derniére intégrale a aide d’une intégration par parties.

1 5 On consideére ’équation différentielle
2,/ _ ]
(E) ty +|t|y—£—2u251nt.
On admettra provisoirement que la théorie permet d’assurer lexistence de solutions de (F) sur |—o0,0[ et
sur ]0, +o00[ mais ne permet pas de prévoir a priori s’il existe des solutions sur |—oo, +00].

1)i) Vérifier que sur |—o0, 0] 'équation différentielle (E) peut se mettre sous la forme : % (#) =0.

En déduire que les solutions de (E) sur |—oo, 0] vérifient : Ja € R, Vt € |—o00,0[, y(t) = at.
ii) Veérifier que sur ]0, +oo[ I'équation différentielle (E) peut se mettre sous la forme : 4 (ty(t)) = sint.
En déduire la forme des solutions de (E) sur |0, 4+o0].

2)i) Montrer que si il existe une solution y de (E) sur ]—oo,+oo[ alors y est continue et dérivable sur
]—00, 400 et il existe deux réels a et b tels que

atsit <0

() yt)={ yO)sit=0
becost i ¢ >0
En étudiant la continuité et la dérivabilité de la fonction donnée par (x) montrer que si il existe une solution
y de (E) sur |—oo, +oo[ alors elle vérifie

[ —t/2sit<0
I e

ii) Réciproquement montrer que la fonction donnée par (+x) est bien une solution de (F) sur |—oo, +00].

3) Trouver les solutions maximales de (E).



