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©® Exemple 1 : comparaison des fonctions identité et carré

® x2 est « beaucoup plus grand » que x
lorsque x est « grand » ;

® x2 est « beaucoup plus petit » que x
lorsque x est « petit ».

® Exemple 2 : comparaison des fonctions cosinus et sinus

Dans le triangle ci-contre, lorsque I'angle x est « petit » :
® |es trois cdtés sont « petits »,

® le coté vertical (sin x) et I'hypothénuse (2sin 5)
sont du « méme ordre de grandeur »,

® alors que le c6té horizontal (1 — cos x) est
« beaucoup plus petit ».

sin

1—cosz
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2. Négligeabilité n et caractérisation

tion 2.1 (Négligeabilité)

Soit xo € R, f et g deux fonctions définies au voisinage de xo.
On dit que f est négligeable devant g au voisinage de xo lorsqu’il existe une
fonction e définie sur un voisinage V de xq telle que

Vx € V\{x}, f(x)=c¢e(x)g(x) et lim g(x)=0.
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2. Négligeabilité b) Propriétés
Proposition 2.4 (Opérations)

Soit f, g, h et k quatre fonctions définies au voisinage de xg.

Transitivi f=00(g) f h
tivité : 8 — f= .
© Transitivité g - o(h) = o(h)




2. Négligeabilité b) Propriétés
Proposition 2.4 (Opérations)

Soit f, g, h et k quatre fonctions définies au voisinage de xg.

Transitivi f:°O(g) f h
tivité : B = f= :
© Transitivité gzo(h) = o(h)

® Opérations :
® Multiplication par un réel : VYo e R, f = o(g) = of = o(g).




2. Négligeabilité b) Propriétés
Proposition 2.4 (Opérations)

Soit f, g, h et k quatre fonctions définies au voisinage de xg.

Transitivi ' D s f h
tivité : i = f= :
© Transitivité g= o(h) = o(h)
® Opérations :
® Multiplication par un réel : VYa € R, f=o0(g) = oaf =o(g).
X0 X0

® Addition: _° = f = o(h).
ition g—o } —I—gxoo()




2. Négligeabilité b) Propriétés
Proposition 2.4 (Opérations)

Soit f, g, h et k quatre fonctions définies au voisinage de xg.

Transitivi ' D s f h
tivité : i = f= :
© Transitivité g= o(h) = o(h)
® Opérations :
® Multiplication par un réel : VYa € R, f=o0(g) = oaf =o(g).
X0 X0

f=o(h
* Addition : gx—oo = f + g = o(h).




2. Négligeabilité b) Propriétés
Proposition 2.4 (Opérations)

Soit f, g, h et k quatre fonctions définies au voisinage de xg.

. f=o(g)
© Transitivité : X = f =o(h).
X0

g = o(h)

o
® Opérations :
® Multiplication par un réel : VYa € R, f=o0(g) = oaf =o(g).
X0 X0

f=o(h
* Addition : gx—oo = f + g = o(h).

Va >0, |f|*=o(|h|*)
X0

Va <0, [h]* =o(|f|*)
X0
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X0

f ~ g n'implique pas nécessairement |'existence d’une limite en xo pour f et g.
X0

Mais si ces limites existent, alors elles sont égales.
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Proposition 3.4 (Relation d’équivalence)

Soit f, g et h trois fonctions définies au voisinage de xq.
©® Réflexivité : f ~ f.
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Proposition 3.5 (Limites et équivalence)

Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de xo.
OVLER", lim f(x)=4 < f ~L
X—r X0 X0

o Vi e R, [ lim f(x) =0 et lim g(x):z] = f~g.
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Lorsque f admet une limite nulle ou infinie en xp, la notion d’équivalence est
non-triviale... Dans ce cas, un probléme intéressant est de rechercher une fonction
simple g tel que f ~ g.

x0
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Proposition 3.9 (Multiplication/division/puissances)

Soit f, g, h, k des fonctions définies au voisinage de xo et o € R.

Sif~hetg~k, alors :
x0 X0 f h o o
of xg~hxk o — ~ — o |f|* ~|h|
X0 ok X0




3. Equivalence de fonctions c) Equivalents usuels

Proposition 3.10 (Dérivabilité et comparaison)

Supposons la fonction f dérivable en xp.
® Sif'(x0)#0 alors :  f(x) — f(xo) ~ f'(x)(x—x)-
X—>Xg

® Sif'(x)=0 alors : f(x) — f(xo) = o(x — xo).
X—X0
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® Sif'(x)=0 alors : f(x) — f(xo) = o(x — xo).
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Ce résultat permet d'établir la plupart des équivalents usuels a connaitre :
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©® Fonctions exponentielle/logarithme/puissance :
e —1 ~ x eIn(l+x) ~ x e (1+x)—1 ~ ax
x—0 x—0 x—0
@® Fonctions trigonométriques : )
. X
®sinx ~ X e tanx ~ Xx ecosx—1 ~ ——
x—0 x—0 x—0 2
® arcsinx ~ X e arctanx ~ Xx
x—0 x—0
© Fonctions hyperboliques : )
X
eshx ~ x e thx ~ x e chx—1 ~ —
x—0 x—0 x—0 2
X X
e e
echx ~ e shx ~ —
x—+4oo 2 x—+0o 2
4 8




3. Equivalence de fonctions d) Cas particulier de la somme
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h~gethn~ gz) n’implique pas f; + > ~ g1 + . J
X0 X0 X0
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En régle générale, on n’ajoute pas d’équivalents, c'est-a-dire :
h~gethn~ gz) n’implique pas f; + > ~ g1 + . }
X0 X0 X0

On a toutefois les résultats suivants :

Proposition 3.12 (Somme et équivalence)

® Sif~geth=o(g)alorsf+h~g.
X0 X0 X0
® Sif=o(g)alorsf+gn~g.
X0 X0

® Soit f1, f et g trois fonctions définies au voisinage de xo et a1, o deux réels
tels que
i ~a1g et fh~ag.
X0 X0

Il y a alors deux cas a distinguer pour la somme f; + f> :
® Siar+az #0 alors i +  ~ (a1 + az2)g.

X0

® Siay+ ax =0 alors L + f, = o(g).
X0




3. Equivalence de fonctions d) Cas particulier de la somme

Exemple 3.13 (Fonctions polynémes/fractions rationnelles)

@ Soit m et n deux entiers naturels tels que m < n, am, am+1, am+2, - - -, an des
réels tels que an #0 et a,7#0, et P la fonction polynéme définie pour tout réel x
n

par P(x) = Z akx”. Alors :
k=m

P(x) s amx™ et P(x) e anx".




3. Equivalence de fonctions d) Cas particulier de la somme

Exemple 3.13 (Fonctions polynémes/fractions rationnelles)

@ Soit m et n deux entiers naturels tels que m < n, am, am+1, am+2, - - -, an des
réels tels que an #0 et a,7#0, et P la fonction polynéme définie pour tout réel x
n

par P(x) = Z akx”. Alors :
k=m

P(x) s amx™ et P(x) e anx".

. a4 7.3, 5 2 o - 4
Exemple : pour P(x) = 3x*—7x>+5x°—x, on a P(x)x_>0 x et P(x)X_&oo3x :




3. Equivalence de fonctions d) Cas particulier de la somme

Exemple 3.13 (Fonctions polynémes/fractions rationnelles)

@ Soit m et n deux entiers naturels tels que m < n, am, am+1, am+2, - - -, an des
réels tels que an #0 et a,7#0, et P la fonction polynéme définie pour tout réel x
n

par P(x) = Z akx”. Alors :
k=m

P(x) s amx™ et P(x) e anx".

. _ 2,4 7.3 2 ~ ~ 4
Exemple : pour P(x) = 3x*—7x>+5x°—x, on a P(x)x_>0 x et P(x)X_&oo3x :
@ Soit P une fonction polynéme non nulle et a une racine de P d'ordre de
multiplicité p. Alors : ()
Pi) ~ E@ oy
!




3. Equivalence de fonctions d) Cas particulier de la somme
Exemple 3.13 (Fonctions polynémes/fractions rationnelles)

@ Soit m et n deux entiers naturels tels que m < n, am, am+1, am+2, - - -, an des
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@ Soit P une fonction polynéme non nulle et a une racine de P d'ordre de
multiplicité p. Alors :
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Exemple : pour P(x) = 3x* — 7x*® + 5x*> — x, on a P(x) ~ 20x— 1)%.
X—
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réels tels que an #0 et a,7#0, et P la fonction polynéme définie pour tout réel x
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k=m

P(x) ~ amx™ et P(x) ~ apx".
x—0 x—+oo
Exemple : pour P(x) = 3x*—7x3+5x*>—x, on a P(x) ~ —xet P(x) ~ 3x*
x—0 x—+oo
® Soit P une fonction polynéme non nulle et o une racine de P d’ordre de
multiplicité p. Alors :

()
Pi) ~ E@ oy
!
Exemple : pour P(x) = 3x* — 7x*® + 5x*> — x, on a P(x) ~ 20x— 1)%.
X—>

©® Soit p et g deux entiers naturels, ap, ap—1,3p—2,...,a0 et by, bg—1, bg—2, ..., bo
des réels tels que a, # 0 et by # 0, et P et Q les fonctions polynémes définies

P q
pour tout réel x par P(x) = Z ax et Q(x) = Z bix*. Alors :
k=0 k=0

P(x) ~ 3ppq
Q(x) x—oo bg ’




3. Equivalence de fonctions d) Cas particulier de la somme

Exemple 3.14 (Une fonction hyperbolique)

Soit a € R et f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = shx + a.th x.
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@ Analyse en 0 :onashx ~ xetthx ~ x.
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® Sia# —1, alors f(x) ~ (a+ 1)x.
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Soit a € R et f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = shx + a.th x.

@ Analyse en 0 :onashx ~ xetthx ~ x.

x—0 x—0 Y
® Sia# —1, alors f(x) o (a+ 1)x. 9
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x—0 x—0 Y
® Sia# —1, alors f(x) o (a+ 1)x. 9
® Sia=—1, alors f(x) = o(x). a=1
(x) =, o) -
Dans ce cas : o
f(x):shx—thx:thx(chx—zl). R
Orthx ~ xetchx—1 ~ . @==d
x—0 X—> 0 2 a=—4

On obtient alors f(x) ™ X?
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X

e
® Analyse en +oo :onashx ~ —etthx ~ 1
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Soit a € R et f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = shx + a.th x.

@ Analyse en 0 :onashx ~ xetthx ~ x.
x—0 x—0 Y
® Sia# —1, alors f(x) o (a+ 1)x. 9
® Sia=—1, alors f(x) = o(x). a=1
(x) =, o) -
Dans ce cas : o
f(x):shx—thx:thx(chx—zl). R
Orthx ~ xetchx—1 ~ . @==d
x—0 X—> 0 2 a=—4

On obtient alors f(x) ™ X?
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® Analyse en +00 :onashx ~ eEetthx ~ 1

X—r+00 X—+00
e~
Orl1 = ol—=].
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3. Equivalence de fonctions d) Cas particulier de la somme
Exemple 3.14 (Une fonction hyperbolique)

Soit a € R et f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = shx + a.th x.

@ Analyse en 0 :onashx ~ xetthx ~ x.
x—0 x—0 Y

® Sia# —1, alors f(x) ~ (a+ 1)x.
® Sia=—1, alors f(x) = o(x).

a=2
a=1
Dans ce cas : ol
f(x) =shx —thx =thx(chx —1).
2
Orthx ~ xetchx—1 ~ X—
x—0 X— o 2

a=-1
a=-2
a=—3

a=—4

, X3
On obtient alors f(x) ~ —.
x—0 2 Y

ex a=2

® Analyse en +oo :onashx ~ —etthx ~ 1 a=1

X—r+00 2 X—+00 ol

Orl = o E, ) a=—1
X—++00 2 o
. e -
On en déduit que f(x) ~ —. a=-3

o 2
T

X—r
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3. Equivalence de fonctions d) Cas particulier de la somme

Exemple 3.15 (Un calcul de limite/asymptote)

Soit a, b, c € R. Analyse en 400 de la fonction f définie par f(x)=+v/x2+ax+b —cx.
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® Sic#1, alors f(x)x_:roo(l—c)x,
d'ol XETOOf(x):oo.
® Sic=1, alors f(x) T o(x).
Dans ce cas, f(x)=vx2+ax+b —x= ax+h

Vx2+ax+b+x
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Exemple 3.15 (Un calcul de limite/asymptote)
Soit a, b, c € R. Analyse en 400 de la fonction f définie par f(x)=+v/x2+ax+b —cx.

®Onax’*+ax+b ~ x%puisvVx2+ax+b ~ x.

= X—r+00

® Sic#1, alors f(x) ~ (1—c)x,
X—r+00

d'ol xl!Toof(X)ZOO'

® Sic=1,alors f(x) = o(x).

—+o0o
> _ ax+b

Dans ce cas, f(x)=vx +ax+b—x_\/m+x.
Or \/m+xx~>r:»oo 2X.

g sia#0
On obtient alors f(x) N b

—sia=0etb#0

2x

(ona f(x) =0 lorsque a=b=0c¢et c=1)
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Exemple 3.15 (Un calcul de limite/asymptote)

Soit a, b, c € R. Analyse en 400 de la fonction f définie par f(x)=+v/x2+ax+b —cx.
®Onax’*+ax+b ~ x*puisvx®+ax+b ~ x.
X——+00 X—+00 Y 04
c=0.6
® Si 1, alors f ~ (1-o0)x, c=0.38
Si ¢ # 1, alors (x)x_}%o( c)x , c:;
d'ot lim f(x)=o0. c=12
as c=14
. 0] v
® Sic=1, alors f(x) T o(x). s e
Dans ce cas, f(x)=+vx2+ax+b _X:ax——|—b
’ VxZ4+ax+b+x 7
Or vVx24+ax+b+ x ~ 2x. c=0.4
X—>r+00
c=0.6
g sia#0 o
On obtient alors f(x) ~ b § o
X—00 . G=
55la—0etb7é0 5 s
(ona f(x) =0 lorsque a=b=0c¢et c=1) =14
a & ‘
dou lim f(x)=3. a=deth=9 )
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Exemple 3.15 (Un calcul de limite/asymptote)

Soit a, b, c € R. Analyse en 400 de la fonction f définie par f(x)=+v/x2+ax+b —cx.

@ Application : considérons la fonction g définie par

g(x) = Vx2+ax+b.
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® En choisissant ¢ = 1 dans f,
on voit que lim [g(x)— (x—|—€)] =0
x—++00 2
donc C; admet une asymptote D en +o00
d'équation y = x + 3
=

a
® Pui — + — =
uis g(X) (X 2) /X2+3X+b+(X+%)
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Exemple 3.15 (Un calcul de limite/asymptote)

Soit a, b, c € R. Analyse en 400 de la fonction f définie par f(x)=+v/x2+ax+b —cx.

@ Application : considérons la fonction g définie par
g(x) = Vx2+ax+b.

® En choisissant ¢ = 1 dans f,
on voit que lim [g(x)— (x—|—€)] =0
x—+00 2
donc C; admet une asymptote D en +o00
d'équation y = x + 3
2
a b—2-
® Puis gx—(x—l—f) = 4
CI-0*3) = Teracrbrtr D)
2
b—% 2
x—;:—oo 2X s! b 7& 4

a a2
(onag(x)=x+ 3 lorsque b = T)
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Exemple 3.15 (Un calcul de limite/asymptote)

Soit a, b, c € R. Analyse en 400 de la fonction f définie par f(x)=+v/x2+ax+b —cx.
@ Application : considérons la fonction g définie par y ez D
g(x) = Vx%2+ax+b.
y=yg(x)
® En choisissant ¢ = 1 dans f, 2
on voit que lim [g(x)— (x—|—€)] =0
X—>+00 2 70 %
donc C; admet une asymptote D en +o00
. a a=4etb=3
d'équation y = x + 3
y
o Pui (x) ( +a) b—% y=g(z)
uis x)—(x+ =) =
g 2 VB taxth+(x+2)
b—§ 0 22 Y=z +2
ietiar sib# %
a a?
(on a g(x) =x+ 3 lorsque b = T) 2
On en déduit que C, est au-dessus (resp. au-dessous) de D
2 2
oo a a 0} x
d I b> — . b< =).
au voisinage de +oo lorsque b > i (resp. b < a ) e deh—o )

13



3. Equivalence de fonctions e) Composition d’équivalents

Proposition 3.16 (Composition « a droite »)

Soit xo et ty dans R, f et g deux fonctions définies au voisinage de xo et @ une
fonction telle que f o ¢ et g o  existent au voisinage de t.

Si f~g et limp=x0, alors fop~goep.
X0 to to
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® Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de xo.
e ~vef = lim(f—g)=0.
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Contre-exemple : e¢Onax*+x ~ x* mais XX Ae.
X—>+00 xX—4-00

eOnal+x? ~ 14+x mais In(1+x*) # In(l+x).
x—0 x—0

Proposition 3.18 (Cas de I'’exponentielle et du logarithme (facultatif))

® Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de xo.
e ~vef = lim(f—g)=0.
X0 X0
@ Soit f et g sont définies et strictement positives au voisinage de xg.

Sif~getsilim f(x)= lim g(x)=¢¢€[0,+00]\{1}, alors : In(f) ~ In(g).
X0 X—rXp X—rXp X0
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Enrésume.. P
Notions a retenir

® Notions de négligeabilité et d’équivalence asymptotiques
* Comparaison locale de fonctions, ordre de grandeur local
* Connaitre les exemples usuels

Détermination d'équivalents par opérations diverses

Utilisation pour les calculs de limites

Etude de I'allure locale d'une courbe

Détermination de branches infinies, d’asymptotes

b .
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