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Fixons un réel a. Considérons le systéme de trois équations a deux inconnues suivant |
—x+ y=1 E;
(8): 2x — y=2 E>
3x +2y=a Es

Résolution. On essaie de faire « disparaitre » progressivement les inconnues a |'aide
de combinaisons linéaires sur les équations :
—x+ y=1 Ey —x+y=1 E
(S)= y=4 E;=E; + 2E; <> y=4 E;
S5y =a+3|Ei=E+3E 0=a—17|EY=E; —5E;
On obtient un systéme composé d'un sous-systéme triangulaire de deux équations a
deux inconnues (S”) : {ﬂ( +y
inconnue : a — 17 = 0. 4
Cette derniére indique si le systéme (S) admet des solutions ou non :

‘11 et d'une équation de « compatibilité » sans

si a # 17, il n'y a pas de solution, on dit que le systéme (S) est incompatible ;

si a = 17, I'équation de compatibilité s'écrit 0 = 0 et devient redondante. Les
systémes (S) et (S”) sont alors équivalents.

Le sous-systéme (S”) étant triangulaire, il est facile de le résoudre en partant
de I'équation du bas puis en « remontant » les équations : E} donne y = 4,
puis en reportant dans Ej, on récupére x =y —1 = 3.

Le systéme (S) admet une unique solution dans R? : (x,y) = (3,4).

Fixons un réel a. Considérons le systéme de trois équations a deux inconnues suivant

—x+ y=1 Ey
(S): 2x — y=2 E;

Interprétation géométrique

Chaque équation du systéme (S) représente une droite y
_). Notons

dans un plan rapporté a un repére (O; i

D; la droite d’équation —x +y =1

D> la droite d'équation 2x — y =2

D3 la droite d’équation 3x + 2y = a
Résoudre le systéme (S) revient a déterminer l'intersec- /
tion de ces trois droites.

La résolution précédente fournit donc :

si a # 17, les droites D1,D>,D3 n'admettent pas

de point d'intersection : Dy N D>, N D3 = &; /

si a = 17, les droites D1,D>,D3 admettent un / (a=3)
point d'intersection, le point M(3,4), elles sont /

concourantes : D1 N D> N D3 = {M}.

Considérons le systéme de deux équations a trois inconnues suivant :

. —x+y+ z=1 E;
(S)' {2x7y+3z:2 E>

Considérons le systéme de deux équations a trois inconnues suivant :

(s): —x+y+ z=1 E;
: 2x —y+3z=2 E>

Résolution
On essaie de faire « disparaitre » progressivement les inconnues a |'aide de
combinaisons linéaires sur les équations :

—x+y+ z:l‘El ‘:){—X-%—y:l—zEl

(S)‘:’{ y+52=4|E\=E +2E y=4—5z|E

On obtient un systéme triangulaire (S’) équivalent a (S) composé de deux équations
a deux inconnues dites « principales » (x, y) et une inconnue dite « auxiliaire » (z).

Le sous-systéme (S’) étant triangulaire, il est facile de le résoudre en partant de
I'équation du bas puis en « remontant » les équations :

Ej donne y = 4 — 5z,

puis en reportant dans Ej, on récupére x =y +z — 1 =3 — 4z.

Le systéme (S) admet une infinité de solutions dans R :
(x,y,z) =(3—4z,4—5z2,2z), zeR.

Interprétation géométrique

Chaque équation du systéme (S) repré-
sente un plan dans |'espace rapporté a
un repére (O; ij, k ) Notons
Py le plan d'équation —x+y +z=1
P> le plan d’équation 2x —y +3z =2
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Résoudre le systéme (S) revient a déter-
miner |'intersection de ces deux plans.
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La résolution précédente montre que
les plans P1 et P, admettent une infi-
nité de points d'intersection, les points
M(3 —4z,4—5z2,2), z€ R, il s'agit en
fait d'une droite D :

PiNP2=D.

Fixons un réel a. Considérons le systéme de trois équations a trois inconnues suivant :

—x+ y+ z=1 E:
(S): 2x — y+3z=2 Ex
—X+2y+6z=a Es

Fixons un réel a. Considérons le systéme de trois équations a trois inconnues suivant :
—x+ y+ z=1 E:
(S): 2x — y+3z=2 Ex
—Xx+2y+6z=a Es

Considérons le systéme de trois équations a trois inconnues suivant :
—x+ y+ z=1 B
(8): 2x — y+3z=2 E>
—x+2y+5z2=4 Es

Résolution. On essaie de faire « disparaitre » progressivement les inconnues a |'aide
de combinaisons linéaires sur les équations :
—x+y+ z=1 Ex —x+y+ z=1 Ex

(S)e= y+52=4 |El=Et2E < y+5z=4 |E
y+5z=a-1E=E—-F 0=a-5|E=E—E;

On obtient un systéme composé d'un sous-systéme triangulaire de deux équations a

—x+y+ z=1

. Lo R NS
deux inconnues principales (x, y) et une auxiliaire (z) (S”) : { V+5z=4

et d'une équation de compatibilité sans inconnue a — 5 = 0.
Cette derniére indique si le systéme (S) admet des solutions ou non :
sia#5, il n'y a pas de solution, le systéme (S) est incompatible ;
si a =5, I'équation de compatibilité s'écrit 0 = 0 et devient redondante. Les
systémes (S) et (S”) sont alors équivalents.
Le sous-systéme (S”) a été résolu dans I'exemple précédent.
Ainsi, le systéme (S) admet une infinité de solutions dans R :
(x,y,z)=(3 —4z,4 —5z,z),z€R.

Interprétation géométrique
Chaque équation de (S) représente un plan dans
I'espace rapporté a un repére (O; 1., k). Notons
P1 le plan d'équation —x+y +z=1
P> le plan d'équation 2x — y +3z =2
Ps le plan d'équation —x + 2y + 6z = a
Résoudre le systéme (S) revient a déterminer I'in-
tersection de ces trois plans.
La résolution précédente fournit donc :
si a # 5, les plans P1,P>,P;3 n'admettent pas
de point d'intersection :
PiNP2NP3 =a;
si a =5, les plans P1,P2,P3 admettent
comme intersection une droite D :
PiNPNP3=D.

Résolution
On essaie de faire « disparaitre » progressivement les inconnues a |'aide de
combinaisons linéaires sur les équations :
—x+y+ z=1|E —x+y+ z=11k
(8= y +5z=4|E=E+2E < y+5z=4|EF
y+4z=3|EB=E-F z=1|E{=Ei—E}

On obtient un systéme triangulaire qui se résout en partant de |'équation du bas
puis en remontant les équations :

E} donne z =1,

que I'on reporte dans E} qui donne y =4 — 5z = —1,

que l'on reporte dans E; quidonne x =y +z—1=—1.

Le systéme (S) admet une unique solution dans R® : (x,y,z) = (-1, —1,1).




Considérons le systéme de trois équations a trois inconnues suivant :
—x+ y+ z=1 Ex
(8): 2x — y+3z=2 E>
—Xx+2y +5z=4 Es

Interprétation géométrique
Chaque équation du systéme (S) représente
un plan dans I'espace rapporté a un repére
(O; iJ, k). Notons
P1 le plan d'équation —x +y +z=1
P2 le plan d'équation 2x — y + 3z =2

P3 le plan d'équation —x + 2y +5z = 4 4:::'2':‘5'::?

Résoudre le systéme (S) revient a déterminer N

I'intersection de ces trois plans.

La résolution précédente montre que les plans
P1,P2,P3 admettent un point d'intersection,
le point M(—1, —1,1), ils sont concourants :

PLNP,NPs = {M}.

Dans la suite de ce chapitre, K désigne R ou C.

Un systéme linéaire de n équations a p inconnues xu, . ..,Xp est un systéme
d'équations de la forme :

ai1xi + axe + -+ 4+ ayx; + - + apxp, = by

(S5): aipnx1 + aizxe + -+ + ajxj + -+ + ajpXp = bj

amX1 + an2X2 + - + aniXj + -+ + appXp = by

o lesaj, 1<i<n 1<j<p,etlesb;, 1< i< n, sont des éléments fixés de K qui
forment respectivement les coefficients et le second membre du systéme.

Introduisons les tableaux de nombres suivants :
ain ccc ayp x1 by
A= - X=|: B=
an - anp Xp bn

Le tableau « rectangulaire » A est une matrice a n lignes et p colonnes, a
coefficients dans K ;

la « colonne » X est une matrice-colonne a p lignes;

la « colonne » B est une matrice-colonne a n lignes.

Définissons formellement le « produit matriciel » de A par X selon
aiixi + -+ apXp
AX =

an X1 + -+ anpXp

Résoudre le systéme (S) est équivalent a résoudre I'équation matricielle AX=B
d’inconnue X, les matrices A et B étant fixées.

On appelle solution du systéme (S) tout p-uplet (x1,...,x,) € KP qui satisfait
aux équations du systéme.

B) = (0,..
Deux systémes (S) et (S') sont dits équivalents s'ils ont les mémes solutions.

Lorsque (b1, ..., .,0), le systéme (S) est dit homogéne.

On obtient un systéme (S') équivalent au systéme (S) si on applique a ce dernier
I'une des opérations suivantes :
échange de deux lignes (on note Lj +— L;);
multiplication d'une ligne par un coefficient non nul o (on note L; +— al;);
ajout a une ligne d'un multiple d’une autre (on note L; «— L; + SL;),
et plus généralement ajout a une ligne d’'une combinaison linéaire des autres

(on note Lj +— Li+ " BiL;).
J#i

On va décrire la méthode du pivot de Gauss pour résoudre un systéme de la forme :

aiixi + a2xe + aizxs + - -+
a21x1 + azxe + asx3 + - --

azixi + as2x2 + assxz + - -

+ apXp = by
+ apxp = b2

+ azpxp = b3

amX1 + an2x2 + amxz + -+ + anpXp = by

Choix du pivot :
Si tous les coefficients aj sont nuls, et si by = b, = --- = b, =0, tous les
p-uplets d'éléments de K sont solutions : . = KP".
Si tous les coefficients aj sont nuls, et si I'un au moins des b; est non nul,
alors le systéme n'admet pas de solution : . = @.
Si I'un des coefficients aj; est non nul, on peut le choisir comme pivot.

Quitte a échanger lignes et/ou colonnes, on peut supposer par exemple
an #0.

12

On utilise a;1 comme pivot pour « éliminer » x; des lignes L> a L,, a I'aide des
opérations L; <— L; — 23/,

a11
On obtient alors un systéme de la forme :

anix1 + aexe + a13xzs + -+ + apxp = b1
/ / , ,

azpXxe + axsxs + - + ahpXp = b3

. ’ 7 ,

agpxe + azsxs + - + a3pxp = b3

L2(—L2—%Ll
_ a1
Ly— L3 — 211,

Los— L, — 2L,

/ . / /
apXxz + apxs + o+ anpXp = by -

On recommence la méme démarche sur les lignes L2 a L, (en supposant
ay #0) :
anxi + aexe + a13xz + - + apXp = b1

anXa + ah3xs + -+ anpXp = by

,
" " / 3
agzxs + - + a3px, = b3 L3<—L375L2

’
Ln+— Lp— 221,

1 % /"
an3Xs + -+ + appXxp = by =

On recommence ce procédé jusqu'a |'obtention d'un systéme échelonné :

Tout systéme linéaire a n équations et p inconnues est équivalent a un systéme de la
forme suivante pour un certain entier r < min(n, p) :

biiy1 + biays + -+ + biryr + -+ + bipyp, = a
baays + -+ + baryr + -+ + bapyp = 2

bryr + -+ + bpyp = cr
0=cr1

0=cn
od les inconnues y1, . ..,y, sont les mémes que xi, . ..,x, mais éventuellement dans
un ordre différent, et ou les b1, ..., b, sont tous non nuls.

Lorsque r <n, les équations 0 = ¢,41,...,0 = ¢, sont des équations de compatibilité.

Le nombre r de coefficients diagonaux bj; non nuls est indépendant des opérations
effectuées pour arriver a cette forme du systéme, et s'appelle le rang du systéme.

Analyse de la compatibilité du systéme :
Si n > r et sil'un au moins des ¢;, r +1 < i < n est non nul, le systéme est
incompatible, et I'ensemble des solutions est @.
Si n > r et si tous les coefficients ¢;, r +1 < i < nsont nuls, ousi n=r, le
systéme est compatible, et admet au moins une solution.

Les r premiéres équations constituent un sous-systéme principal,
les r inconnues y;, 1<j<r, sont appelées inconnues principales du systéme,
et, lorsque p>r, les p — r inconnues y;, r + 1<j<p, inconnues auxiliaires.

« Remontée » du systéme principal :

On résout alors le systéme principal « en partant du bas », et les inconnues
principales y1, ..., y, s'expriment en fonction des inconnues auxiliaires

Yr41y- -5 Yp -
bi1yr + biays + -+ + biryr = &1 — birayri1 — — bipyp
bays + -+ 4 baryr = @2 — bary1yri1 — — bapyp ”
bryr = ¢ — bpiayrta — -+ — bpys
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En pratique, on ne cherche pas toujours a obtenir des coefficients diagonaux tous
non nuls, mais plutdt a obtenir un systéme échelonné, c'est-a-dire ou chaque ligne
contient au moins « un zéro de plus » que la précédente « en partant de la gauche »,
jusqu'a ce que les premiers membres soient nuls. Cela évite d'échanger les inconnues.

Dans un systéme échelonné, le nombre r d'équations dont le premier membre est
non nul est égal au rang du systéme.

Un systéme linéaire admet soit
aucune solution (r < n et sytéme incompatible) ;
une solution unique  (r = p < n et systéme compatible) ;

une infinité de solutions  (r < p et systéme compatible).

Un systéme homogéne admet une ou une infinité de solutions. Il admet en
particulier toujours la solution « nulle » (0,...,0).




3. Méthode du pivot de Gauss

Fixons deux réels a et b. Considérons le systéme de trois équations a quatre
inconnues suivant :

3. Méthode du pivot de Gauss

Fixons deux réels a et b. Considérons le systéme de trois équations a quatre
inconnues suivant :

3. Méthode du pivot de Gauss
Exemple 3.5

Fixons deux réels a et b. Considérons le systéme de trois équations a quatre
inconnues suivant :

infinité de solutions données par

S ={(l-2y—3z—4ty,21), (y,2.t) €},

x + 2y + 3z + 4t =1 Ex x + 2y + 3z + 4t =1 Ex x + 2y 3z + 4t =1 Ex
(S): 2x+ (a+2)y+ (a+4)z+ (Qa+4)t=0b E (S): 2x+ (a+2y+ (a+4)z+ (2a+4)t=0b E> (S): 2x + (a+2)y (a+4)z + (2a+4)t— E>
4x + (2 4+ 4)y + (22> +4)z + (38° + 4)t = a° Es 4x + (a2 4+ 4)y + (22> +4)z + (3a° + 4)t = a° Es 4x + (a2+4)y+ (22> + 4)z + (3a° + 4)t = a° Es
Résolution Discussion Discussion
On débute la méthode du pivot en choisissant par exemple comme premiére ®Sia=2: °Sia#2:
équation Ej et premiére inconnue x : , x+2y+3z+4t=1 Ev on simplifie E; et E3 en les divisant par a—2 puis I'on poursuit la
() = 0=b-2|F triangularisation :
X + 2y + 3z + 4t =1 E 0=0 E;
_ _ 4t =b— |y . . +2y +3z+ 4t =1 E;
&)= (g 2y + (z 2z + (ga 9 b2 2 E% B2k On obtient un systéme constitué d'une équation principale E; d'inconnue 7 Hrey “ o — b=2 Et a1
(a* —4)y + (22" = 8)z + (32" — 12)t = a* — 4| E3=E>,—4E; principale x et de deux équations de compatibilité 0 = b — 2 et 0 = 0. (8) = y+ z+2t =5 2"
x42y + 3244t =1 £ « Si b # 2, le systéme est incompatible, il n'y a pas de solution. (a+2)(y +2z+3t)=a+2|E5= ;35
_ + Sib= é A = ’
= (5):9 (@a=-2)(y+ z+2t)=b-2 |F 5 flslzémjk?; :sclu:tllﬁ::|::tC;rEpait|II::tt:eE§ait E13 sont redondantes et le X+2yt3z44t =1 E
(@ —4)(y +2z+3t)=a"—4|E SR i v =S —(S"): y+ z+2t =52 E
En récrivant E; selon x = 1 — 2y — 3z — 4t, le systéme (S) admet une (a+2)(z+ t)=(at2)2=L |El = E} — (a+2)E}

3. Méthode du t de Gauss

Fixons deux réels a et b. Considérons le systéme de trois équations a quatre
inconnues suivant :

Fixons deux réels a et b. Considérons le systéme de trois équations a quatre
inconnues suivant :

Le systéme admet une infinité de solutions données par

S ={(t-2%5t-z-2t,21), (z,t) e R*}.

X+ 2y + 3z + 4t =1 E; X+ 2y + 3z + 4t =1 Ey
(S): {2x+ (a+2y+ (a+4)z+ (Qa+4)t=0b E (S): {2x+ (a+2y+ (a+4)z+ (Qa+4)t=0b E
4x 4+ (P24 4)y + (22> +4)z + 3 +4)t = a° Es x4+ (2 +4)y + (22 +4)z + 3 + 4t =a° Es
Discussion Discussion
*Sia#2: °*Sia#2:
# Si a=—2, on obtient un systéme constitué de deux équations principales + Si a# —2, on simplifie E§' en la divisant para+2 :
E; et E} d'inconnues principales x et y et d'une équation de compatibilité x+2y+3z+4t=1 E
0 = 0 qui est redondante. Le systéme est de rang 2 et équivalent a (8") = Y4+ z42t=b2F
x+2y= 1-—3z—4t X = g*Z z+ t= E3”:E+2E
{ y=2t— z-2t {y =2b_ 72t On obtient un systéme composé de trois équations principales £y, E5, E4/

d'inconnues principales x,y,z. Le systéme est de rang 3 et équivalent a

x+2+3z= 1-4t x= E4y
y+ z2=22 -2t = { y=—=2=2

— a=b — —b
z=iZ -t z= ==t

Le systéme admet une infinité de solutions données par
P ={(3=h 4, =22

a-2

?a—
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3. Méthode du pivot de Gauss

Fixons deux réels a et b. Considérons le systéme de trois équations a quatre
inconnues suivant :

X + 2y + 3z + 4t =1 Ey
(S): 2x+ (a+2)y+ (a+4)z+ (a+4)t=>b E>
Ax + (3 +4)y + (22> +4)z + (382 +4)t = a* Es

En résumé
Le systéme étant composé de 3 équations a 4 inconnues, son rang est < 3.

* SiaeR\{-2,2}:

&= {(—+t —a+2t27 2

le systéme est de rang 3 et

,t), tER}.

7 a=-2

® Sia= —2: le systéme est de rang 2 et
Y:{(§72,$7272t,z,t), (z,t)ERz}.
® Si a=2: lesystéme est de rang 1 et
®sib=2,
S ={(1 -2y —3z—4t,y,z1t), (v,z,t) e R*};
Cbia { ) (v.2,t) € R}

S =2
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