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1. Déterminant en dimension 2 a) Cas de deux vecteurs dans R?

Dans R? muni d'une base % = (i, /), on considére les vecteurs i = x1i 4 y1j et
V = x2i + y»j (sur le dessin, on suppose xi, x2, y1, y2 positifs).
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En prenant aire(i,j) comme unité d’aire, on trouverait dans le cas général :
aire(d, V) = |x1y2 — xeyi|
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1. Déterminant en dimension 2 b) Définition et propriétés

Dans ce paragraphe, E désigne un K-e.v.de dimension 2 et # = (l_:f) une base de E.

Définition 1.1 (Déterminant de deux vecteurs)

Soit @ = x1i + yJ et V= xai + yzf' deux vecteurs de E.
On appelle déterminant de (i, V) dans la base 8, le nombre :

X1 X2

Detg (i, V) = x1y2 — y1x2 noté aussi ‘ y
2

Proposition 1.2 (Propriétés immédiates)

® Detg est une forme bilinéaire sur E x E, c'est-a-dire :
V()q,)\z) € Kz, V(LT1,!72, \7) S E3,

Detos (A1 ifs + Ao, 7) = A1 Det s (i1, V) + AoDet o (it2, ¥)
Y (A1, \2) € K2,V (i, v, %) € E3,
Detgg (7, M1V + A2va) = A1Detg (i, i) + A2Detg (i, v2)
® Ve E, Detg(d,0) = Detg(0, 7) = 0.
©® Vi€ E, Detg(u,d) =0 (forme alternée).
o Y (i, V) € E?, Detg(if, V) = —Detg(V, i) (forme antisymétrique).
@ V)€K, VY (i, V) € E?, Detg (7 + \V, V) = Detg(d, V + A\if) = Detg(d, V).




1. Déterminant en dimension 2 c) Orientation

Proposition 1.3 (Déterminant et colinéarité)

Soit i,V deux vecteurs de E.

La famille (', V) est libre (et donc une base de E) ssi Detg(u, V) # 0.

Autrement dit, la nullité du déterminant de deux vecteurs traduit leur colinéarité
(soit encore la proportionnalité de leurs coordonnées).

Si € est une autre base de E alors Detg (%) # 0.

En fait, lorsque K = R, le signe de Detg(%) nous indique si les deux bases sont
orientées dans le méme sens ou non selon la définition suivante :

Définition 1.4 (Orientation)

On dit que deux bases 2 et € d’un R-e.v. de dimension 2 ont la méme orientation
lorsque Det (%) > 0 (ou de maniére équivalente Det« (%) > 0).
Dans le cas contraire, on dit qu'elles sont d'orientations opposées.

| \

Proposition 1.5 (Changement de base)

Soit B et € deux bases de E. Alors
Y (i, V) € E?, Detw(if, V) = Det (%) x Det(i, V).
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Dans I'espace muni du produit scalaire usuel, le produit vectoriel de deux vecteurs

—

-
u,v

est le vecteur noté i A\ V défini par

si i et V sont colinéaires alors G AV =0;
si i et V sont non colinéaires alors i A V est I'unique vecteur orthogonal 3 i et
a v, de norme ||d]| % ||V]| % |sin(d, V)|, et tel que la base (&, V, i A V)

« tourne dans le sens direct > (régle des trois doigts).

Le produit mixte de trois vecteurs U, V, w est le nombre [i, V,w] = (G A V) W.

UNT

i

Le volume du parallélépipéde
construit sur les vecteurs
i,V,w est :

volume(d, vV, w) = h x ||d A V||
=(dAV)-w
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2. Déterminant en dimension 3 b) Cas de trois vecteurs dans R3

Soit B = (I_:J_: E) une base orthonormée de |'espace et i, V, w trois vecteurs se
décomposant selon & = x1i + y1j + z1k, V = x2i + y2j + 22k, W = x3i + y3j + z3k.

X1 X2 X3
Ces vecteurs ont pour composantes &' [ y1 |, V[ y2 |, w | ys | et
Z1 22 zZ3
Viza — Z1)2
Alors GAV | x2z1 — z2x1 | puis
X1Y2 — X2y1
. iy X1 X2 X1 X2
[U, v, W] =X3 -3 + z3
Z1 2 Z1 22 yi Yy

= X1¥223 + X2¥3Z1 + X3y122 — X1Y3Z2 — X2Y12Z3 — X3Y221.

On peut montrer que le résultat ne dépend pas de la base orthonormée dans laquelle
les coordonnées sont exprimées.

v




2. Déterminant en dimension 3 c) Définition et propriétés

Dans ce paragraphe, E désigne un K-e.v.de dimension 3 et # = (I_:_/_: E) une base de E.

Définition 2.3 (Déterminant de trois vecteurs)

Soit G=x1i + y1f+ zﬂ?, V=i + y2f+ ZzE, W=x3i + y3f+ z3k trois vecteurs de E.

—- - -

On appelle déterminant de (i, vV, w) dans la base % le nombre
X1 X2 X3

noté| yi y2 y3
Z1 22 Z3

X;
Y

X1 X2
z1 22

X2
Y2

yi Y2
Z1 Z2

i\

Det@(ﬁ’, V,W) = x3 —y3 +2z3

-

3/
o

+ X3Y129

2
\ 2/
Calcul pratique : régle de Sarrus Zl><2'2><23
<

+ X2y321




2. Déterminant en dimension 3 c) Définition et propriétés

On a les mémes propriétés que dans le cas de la dimension 2 :

Proposition 2.4 (Propriétés immédiates)

@ Dety est une forme trilinéaire sur E x E x E.
@ Y (i, V) € E?, Det(0, i, V) = Detg(d,0, V) = Detg (i, v,0) = 0.
© Y (i, V) € E?, Detg(ii, i, V) = Detg(ii, v, i) = Detg(d, v, V) = 0.
o Y (i, v,w) € E3, Detg(d,V,w) = Detgg(V, w, i) = Detg(w, i, V)
= —Detg(d, w, V) = —Detg(w, V, i) = —Dets(V, i, w)

0 V(\u) eK? VY (d,v,w)e E?,




2. Déterminant en dimension 3 d) Orientation

Proposition 2.5 (Déterminant et coplanarité)

Soit i, V,w trois vecteurs de E.

La famille (&, vV, w) est libre (et donc une base de E) ssi Detg(d, vV, w) # 0.

Autrement dit, la nullité du déterminant caractérise la coplanarité de trois vecteurs
de I'espace.

Comme en dimension 2, on peut définir une orientation dans un espace vectoriel réel :

Définition 2.6 (Orientation)

On dit que deux bases & et € d’un R-e.v. de dimension 3 ont la méme orientation
lorsque Det (%) > 0 (ou de maniére équivalente Det« (%) > 0).
Dans le cas contraire, on dit qu'elles sont d'orientations opposées.

Proposition 2.7 (Changement de base)

Soit # et € deux bases de E. Alors
Y (i, V,w) € E?, Dety (i, V, w) = Detw (%) x Detg (i, V, w).

)
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3. Déterminant d'une matrice carrée [a) Définition

Définition 3.1 (Ordres 2 et 3)

Soit A € Mn(K) avec n=2 ou n = 3.
On appelle déterminant de A, noté det(A), le déterminant dans la base canonique
de K" des deux ou trois vecteurs colonnes de la matrice A.

Puis, on définit le déterminant d'une matrice d'ordre n quelconque, par un procédé
récurrent :

|
.
N
N

Définition 3.2 (Ordre général)

Soit n un entier naturel non nul et A = (aj)1<ij<n € Ma(K).
Le déterminant de A est le nombre noté det(A) tel que :

® sin=1 (ie. A= (a)) alors det(A) = a;
® sin>2, alors det(A) = Z( 1)1 a1 det(Ai1) oo A est la matrice d’ordre

f=il
n — 1 construite a partir de A en supprimant la ("¢ ligne et la 1°"® colonne.

On note det(A) =

an1 an2 coo ann




3. Déterminant d'une matrice carrée |b) Propriétes

Proposition 3.3 (Diverses propriétés)

©® Si A est une matrice triangulaire (et en particulier diagonale), det(A) est égal
au produit des coefficients diagonaux de A. En particulier, det(/,) = 1.

@ Si deux colonnes de A sont identiques ou qu’une colonne est une combinaison
linéaire d’autres colonnes alors det(A) = 0.

® On ne change pas det(A) si on ajoute a une colonne une combinaison linéaire
des autres colonnes.

0O det(A) change de signe lorsqu’on intervertit deux colonnes de A.

6 VX eK, VA e M,(K), det(AA) = A" det(A).

0 VA e My(K), det(*A) = det(A).
En conséquence, les propriétés 2, 3, 4 relatives aux colonnes s’appliquent
également sur les lignes :

@ Si deux lignes de A sont identiques ou qu’une ligne est une combinaison
linéaire d’autres lignes alors det(A) = 0.

® On ne change pas det(A) si on ajoute 3 une ligne une combinaison linéaire des
autres lignes.

© det(A) change de signe lorsqu’on intervertit deux lignes de A.

10



3. Déterminant d'une matrice carrée |b) Propriétes

L'application det : M,(K) — K n’est pas linéaire! En général, si (\,n) € K? et
(A, B) € My(K) : det(AA+ uB) # Adet(A) + pdet(B).

On a encore d’autres propriétés :

Proposition 3.5 (Autres propriétés)
o det(/y) = 1.
@ Y (A, B) € M,(K)?, det(AB) = det(A) x det(B).
© VpeN, VA € M,y(K), det(AP) = (det(A))".

© VA€ My(K), (A est inversible <= det(A) # 0) et det (A™}) L

= det(A)

11



3. Déterminant d’une matrice carrée [€) Calcul pratique

En pratique, pour calculer le déterminant d'une matrice carrée, on commence par

effectuer des opérations sur les lignes et/ou colonnes de la matrice pour obtenir une
ligne ou une colonne contenant un maximum de coefficients nuls, puis on effectue un
développement par rapport a cette ligne ou colonne en vertu du théoréme suivant :

| A\

Théoréme 3.6 (Développement d’un déterminant)
Soit A € M,(K).
© Vj € {1,...,n}, det(A) = > (—1)""a; det(Ay)

i=1
(développement par rapport a la j*™ colonne)

@ Vie{1,...,n}, det(A) = > (—1)""a; det(Ay)
Jj=1

(développement par rapport a la i°™ ligne)

ou Ajj est la matrice d’ordre n — 1 construite a partir de A en supprimant la i¢ ligne
et la j¢ colonne.

12



c) Calcul pratique
Exemple 3.7 (Détermi de Vandermonde)

Soit a1, a», a3 € K. Considérons la matrice carrée d'ordre 3

1 a a2
V(ai,a2,a3) = |1 a2 ag . G G G
1 as a3 1 a1 a8
Calculons son déterminant : D(a1, a2, a3) = det V/(a1, a2, a3) = 1 a a3

2
1 a3 a3

En effectuant les transformations sur les colonnes G < G, G < G — a1,
G+ G3—a1 G, puis en développant le résultat par rapport a la 1™ ligne, on obtient :
G G-aG G-ab
1 0 0
1 a—a 32(32 — al)
1 a3—a as(as—a1)

D(a1, az, 33)

az

_|2ma a(az-a) =(2-a)(as—a)| |
3

a3 —a1 as(as —a1)

soit
D(a17 az, 33) = (32 — 31)(33 — 32)(33 — 32).

La matrice V/(a1, a2, as) est inversible ssi D(a1, a2,a3) # 0, i.e. ssi a1, a2, a3 sont des
nombres tous distincts. -
w




3. Déterminant d’'une matrice carrée |€) Calcul pratique

Exemple 3.7 (Déterm de Vandermonde)
Généralisation
Soit a1, az,...,an € K et V(a1, az,...,an) la matrice carrée d'ordre n appelée
« matrice de Vandermonde » :
1 a1 a2 a7
1 a a3 az
V(ai,az2,...,an) =
1 a, a2 ... at

Par une méthode similaire au cas n = 3, on peut calculer son déterminant (qui est
invariant par transposition) :

1 1 S 1
1 a a ... af
1 2 n al az 000 an
ar ds 500 ds 32 az 32
= 1 2 6o n = H (aj — ai).
C Y : - : : : (i)1<i<j<n
ne : : :
1 an an 000 an n—1 n—1 n—1
ay ap .. ap
Ainsi, la matrice V/(a1, a2, ..., an) (ainsi que sa transposée) est inversible ssi les
nombres aj, az, ..., a, sont tous distincts.

/14




c) Calcul pratique
Exemple 3.7 (Détermi de Vandermonde)

Application
Donnons-nous a1, az, - . ., a, des nombres tous distincts et introduisons les fonctions
p1 X —> X P2 1 X —> e ©n @ X —> ™,

Soit A1, A2, ..., A, des nombres tels que A\1pp1 + Aoz + -+ + A\ppn = 0.
On a de maniére équivalente
Vx €R, Ae™ + X + ... + X = 0.
En dérivant cette relation (n — 1) fois en 0, on obtient le systéme
A1+ 26 900 T An=0
aaMi+ @+ + aA=0
M+ a4+ a2A=0

A Al e+ +al A, =0 A 0
qui s'écrit sous la forme matricielle *V/ (a1, a2, ...,a,)A=0avecA=| : |et O=| :
An 0
Les nombres ai, as, . . ., a, étant distincts, la matrice*V/ (a1, a2, . .., a,) est inversible,
donc A =0, soit Ay = X2 =--- =X, =0.
Ainsi la famille de fonctions (1, @2, ..., ¢n) de I'espace vectoriel des fonctions de R

dans R est libre.

J1s
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4. Déterminant d'un endomorphisme |

Théoréme-définition 4.1

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € L(E).
Alors toutes les matrices représentant f dans des bases de E ont le méme
déterminant. Ce nombre est appelé le déterminant de f. Il se note det(f).

Proposition 4.2 (Propriétés)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
* VAeK, Ve L(E) det(Af) = A" det(f).
° Y (f,g) € L(E)?, det(f o g) = det(f) x det(g).

On peut caractériser les automorphismes de E :

Proposition 4.3 (Déterminant et automorphisme)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E).
1

(f est un automorphisme <= det(f) # 0) et det(f ) = det()’

16
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5. Déterminant d'une famille de nvecteurs] =

Définition 5.1 (Déterminant de n vecteurs)

Soit E un K-e.v. de dimension n et # = (€1, ..., €p) une base de E.
Le déterminant d’'une famille de n vecteurs (4, ..., V,) dans la base B est défini
par : Vi1 V12 000 Vin
V21 Va2 ... V2p 0
Detgg(vi,...,Va) = . . . oaVje{l,...,n}, V= E Vi€
: : R =
Vn1 Vn2 500 Vnn

Proposition 5.2 (Déterminant et liberté)

Soit E un K-e.v.de dimension n, % une base de E et V4, ..., Vv, n vecteurs de E.
La famille (4, ..., Vy) est libre (et donc une base de E) <= Detg(V, ..., V,) # 0.

Définition 5.3 (Orientation)

On dit que deux bases & et € d’un R-e.v. de dimension finie ont la méme
orientation lorsque Det (%) > 0 (ou de maniére équivalente Det« () > 0).
Dans le cas contraire, on dit qu'elles sont d'orientations opposées.

Proposition 5.4 (Changement de base)
Soit E un K-e.v.de dimension n et ,% deux bases de E.
V(Va,...,Vn) € E", Detw(V4,...,V,) = Detw (%) x Detg(vi, ..., Vn).

17
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6. Systémes de Cramer a) Définition et résolution

Soit () un systéme linéaire de n équations a n inconnues dans K de la forme :

anxa + -+ ayxt -+ ainx, = by

ajixy + -+ ajXi+ -+ ainXn = bi

dn1X1 +"'+3njxj+"'+annxn:bn

v

Définition 6.1 (Systéme de Cramer)

Si on note A = (ajj)1<i,j<n la matrice carrée associée au systéme (), on dit que
(-#) est un systéme de Cramer lorsque det(A) # 0.

| A\,

Proposition 6.2 (Solution)

Tout systéme de Cramer de n équations a n inconnues xi, . .., x, de matrice
A = (ajj)1<i,j<n €t de seconds membres by, ..., b, admet une unique solution
(x1,...,xn) telle que :
. aix - b - am
Vje{l,...,n},)(j:mx : ;
an coo bn 000 ann

(on a remplacé la j*™ colonne de A par la colonne des (b;)).




6. Systémes de Cramer b) Cas d’un systéme 2 x 2
Exemple 6.3 (Systéme 2 x 2)

Soit () le systéme linéaire de 2 équations a 2 inconnues dans K suivant :

ax + by = ¢
ax+by=c

a

Introduisons la matrice A = <a’ > associée au systéme (.%) et notons

b/
A = det(A) son déterminant (appelé déterminant principal du systéme) :

a b

A:‘ S b =ab' — J'b.

Le systéeme () est de Cramer ssi ab’ — a’b # 0.

Notons également A, et A, les déterminants relatifs aux inconnues x et y :

c b

AX:’C, b = b'c— bc’ A, =




6. Systémes de Cramer c) Cas d’un systéme 3 x 3
Exemple 6.4 (Systéme 3 x 3)

Soit () le systéme linéaire de 3 équations a 3 inconnues dans K suivant :
ax + by + cz = d
ax+by+cdz=4d
a'x + b//y—l— r=d"

a b ¢
Introduisons la matrice A= | @ b’ ¢’ | associée au systéme (%) et notons
a// b// C//

A = det(A) son déterminant (appelé déterminant principal du systéme) :
a b ¢
A=|a b (¢
a// b// C//
Le systéme (.#’) est de Cramer ssi A # 0.

Notons également Ay, Ay, A, les déterminants relatifs aux inconnues x,y, z :

d b ¢ a d c a b d
A= d b (¢ A, =3 d (¢ A,=|a b d
d// b// C// a// d// C// a// b// d//

Lorsque A # 0, le systéme () admet une unique solution donnée par

(A A, A,
(ny’Z)_(K,K’K)'




Enrésume.. P
Notions a retenir

® Déterminants

* Interprétation géométrique en dimensions 2 et 3

Propriétés de multilinéarité, techniques de calcul

Lien avec les matrices et endomorphismes

Lien avec les familles de vecteurs, caractérisation d'une base

*
*
*
* Lien avec les systémes linéaires, résolution des systémes de Cramer
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