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@ Fonction partie entiere



1. Fonction partie entiére 000000000

Théoréme-définition 1.1 (Partie entiére)

Pour tout réel x, il existe un unique entier n tel que n < x < n—+ 1.

Cet entier est appelé partie entiére du réel x, il est noté E(x)
ou |x|. C'est le plus grand entier inférieur ou égal a x. 2




1. Fonction partie entiére 000000000

Théoréme-définition 1.1 (Partie entiére)

Pour tout réel x, il existe un unique entier n tel que n < x < n—+ 1.

Cet entier est appelé partie entiére du réel x, il est noté E(x) .
ou |x|. C'est le plus grand entier inférieur ou égal a x. I B S T

Proposition 1.2 (Propriétés)

| !

Soit x un nombre réel. On a :
® E(x) <x<E(x)+1letx—1<E(x)<x;
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1. Fonction partie entiére 000000000

Théoréme-définition 1.1 (Partie entiére)

Pour tout réel x, il existe un unique entier n tel que n < x < n—+ 1.

Cet entier est appelé partie entiére du réel x, il est noté E(x) .
ou |x|. C'est le plus grand entier inférieur ou égal a x. I B S T

Proposition 1.2 (Propriétés)

| !

Soit x un nombre réel. On a :
® E(x) <x<E(x)+1letx—1<E(x)<x;
@ E(xX)=x<=x€Z;
® Vn € Z, E(x + n) = E(x) + n.




1. Fonction partie entiére 000000000

Théoréme-définition 1.1 (Partie entiére)

Pour tout réel x, il existe un unique entier n tel que n < x < n—+ 1.

Cet entier est appelé partie entiére du réel x, il est noté E(x) .
ou |x|. C'est le plus grand entier inférieur ou égal a x. = ] S

Proposition 1.2 (Propriétés)

| !

Soit x un nombre réel. On a :
® E(x) <x<E(x)+1letx—1<E(x)<x;
@ E(xX)=x<=x€Z;
® Vn € Z, E(x + n) = E(x) + n.

Exemple 1.3 (Partie entiére et décimales (facultatif))

Soit x un réel positif et ag, a1a>as ... son écriture décimale propre (a étant un
naturel et a1, as, as, ... des chiffres ne contenant pas de suite infinie de 9). Alors
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Pour tout réel x, il existe un unique entier n tel que n < x < n—+ 1.
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Proposition 1.2 (Propriétés)
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naturel et a1, as, as, ... des chiffres ne contenant pas de suite infinie de 9). Alors

® le nombre ag est la partie entiére de x : ap = E(x);




1. Fonction partie entiére 000000000

Théoréme-définition 1.1 (Partie entiére)

Pour tout réel x, il existe un unique entier n tel que n < x < n—+ 1.

Cet entier est appelé partie entiére du réel x, il est noté E(x) .
ou |x|. C'est le plus grand entier inférieur ou égal a x. 2 ] S

Proposition 1.2 (Propriétés)

| !

Soit x un nombre réel. On a :
® E(x) <x<E(x)+1letx—1<E(x)<x;
@ E(xX)=x<=x€Z;
® Vn € Z, E(x + n) = E(x) + n.

Exemple 1.3 (Partie entiére et décimales (facultatif))

Soit x un réel positif et ag, a1a>as ... son écriture décimale propre (a étant un
naturel et a1, as, as, ... des chiffres ne contenant pas de suite infinie de 9). Alors

® le nombre ag est la partie entiére de x : ap = E(x);

® pour tout n € N*, la n® décimale de x s'obtient selon
an = E(10"x) — 10E(10"'x).




© Fonctions log/exp/puissances

@ Fonctions logarithmes
@ Fonctions exponentielles
@ Fonctions puissances



2. Fonctions log/exp/puissances a) Fonctions logarithmes
Définition 2.1 (Fonctions logarithmes)

Y
Soit a et b des réels strictement positifs, , e
b étant différent de 1. e
2 y=Inz
On note log,(a) (et on lit : «log de a en
na C y=logz
base b») le nombre —. )
In b i 2 3 4 5 6 7 8 I
-2




. Fonctions log/exp/puissances a) Fonctions logarithmes

n 2.1 (Fonctions logarithmes)

Soit a et b des réels strictement positifs,

=log, x
b étant différent de 1. ’ e
2 y=Ihz
On note log,(a) (et on lit : «log de a en
na C y=logz
base b») le nombre —. )
Inb 1 2 3 4 5 6 7 8 I

-1

-2

Cas particuliers :
® Jorsque b = e, log, est le logarithme népérien;
® Jorsque b = 2, log, est appelé logarithme binaire (utilisé notamment en
informatique, théorie de I'information...);
® Jorsque b = 10, log,, est appelé logarithme décimal (noté simplement log,
utilisé notamment en chimie (pH), acoustique (décibel)...).




2. Fonctions log/exp/puissances a) Fonctions logarithmes

Définition 2.1 (Fonctions logarithmes)

Soit a et b des réels strictement positifs,

z ors =log, x
b étant différent de 1. ’ v : &
2 y=Ihz
On note log,(a) (et on lit : «log de a en
na C y=logz
base b») le nombre —. )
Inb 1 2 3 4 5 6 7 8 I

-2

Cas particuliers :
® Jorsque b = e, log, est le logarithme népérien;
® Jorsque b = 2, log, est appelé logarithme binaire (utilisé notamment en
informatique, théorie de I'information...);

® Jorsque b = 10, log,, est appelé logarithme décimal (noté simplement log,
utilisé notamment en chimie (pH), acoustique (décibel)...).

Proposition 2.2 (Propriétés)

Pour tous réels a et a’ strictement positifs, tout réel b strictement positif différent
de 1 et tout entier relatif n, on a :
® log,(aa’)=log, a+log,a" ©® lo 2) =log, a—log, 2’ ® lo (a")=nlog, a
b =log, gy 2 b 7)) =98 Eh Zh = b




2. Fonctions log/exp/puissances b) Fonctions exponentielles

Définition 2.3 (Exponentiation)

Soit a un réel strictement positif et b un réel quelconque.

On note a® (et on lit : « a exposant b » ) le nombre positif e”'"?.




2. Fonctions log/exp/puissances b) Fonctions exponentielles
Définition 2.3 (Exponentiation)
Soit a un réel strictement positif et b un réel quelconque.
bina

On note a° (et on lit : « a exposant b » ) le nombre positif e

Proposition 2.4 (Propriétés)
Pour tous réels a et a’ strictement positifs et tous réels b et b’, on a :

® In(a®) = bIna

b
/ ’ a _p
o gbgb — bt o b/:ab b i " L 1 b
a '(a) =a eta " =—=|-

a a




2. Fonctions log/exp/puissances b) Fonctions exponentielles
Définition 2.3 (Exponentiation)

Soit a un réel strictement positif et b un réel quelconque.
On note a° (et on lit : « a exposant b » ) le nombre positif e

blna

Proposition 2.4 (Propriétés)

Pour tous réels a et a’ strictement positifs et tous réels b et b’, on a :

by __ b
® In(a®) = bIna o (ad)t = aPa’® et (i}) -2
a

b
/ ’ a _p
° ab b ab+b et ab b , o W 1 <1>b

a?’ '(ab)b:a eta " = — =

En particulier, pour tout réel a strictement positif et tout entier naturel n non nul,
on retrouve 3" = a X --- X a.
———

n fois




2. Fonctions log/exp/puissances b) Fonctions exponentielles
Définition 2.3 (Exponentiation)

Soit a un réel strictement positif et b un réel quelconque.

On note a® (et on lit : « a exposant b » ) le nombre positif e”'"?.

4

Proposition 2.4 (Propriétés)

Pour tous réels a et a’ strictement positifs et tous réels b et b’, on a :

b b
® In(a°) =blna b a a
(a5 o (ad)? = aba’® et (—/) = —
b a
/ ’ a _p
o gbat — b o - _ gbb o " ” 1 1\°
a ° (a) =a eta " =—F=|-

En particulier, pour tout réel a strictement positif et tout entier naturel n non nul,
on retrouve 3" = a X --- X a.
———

n fois

L’exponentiation n'est ni commutative ni associative :

en général on a a° # b? et a®) £ (a°)°.




2. Fonctions log/exp/puissances b) Fonctions exponentielles

Définition 2.6 (Fonctions exponentielles)

Soit a un réel strictement positif. On appelle fonction exponentielle de base a
I’application de R dans |0, +o0o[, notée exp,, définie par exp,(x) = a*.




2. Fonctions log/exp/puissances b) Fonctions exponentielles
Définition 2.6 (Fonctions exponentielles)

Soit a un réel strictement positif. On appelle fonction exponentielle de base a
I’application de R dans |0, +o0o[, notée exp,, définie par exp,(x) = a*.

Proposition 2.7 (Propriétés)

Soit a un réel strictement positif et exp, la fonction exponentielle de base a.

©® exp, est dérivable sur R de dérivée exp), : x — (In a)a™.




2. Fonctions log/exp/puissances b) Fonctions exponentielles

Définition 2.6 (Fonctions exponentielles)

Soit a un réel strictement positif. On appelle fonction exponentielle de base a
I’application de R dans |0, +o0o[, notée exp,, définie par exp,(x) = a*.

| A\,

Proposition 2.7 (Propriétés)

Soit a un réel strictement positif et exp, la fonction exponentielle de base a.
©® exp, est dérivable sur R de dérivée exp), : x — (In a)a™.
® Pour 0 < a <1, exp, est strictement décroissante sur R avec

m exp,(x) = 0.

lim exp. (x) = +oco et li
X——00 pa( ) + X—+00

©® Pour a > 1, exp, est strictement croissante sur R avec

X_Iirrnoo exp,(x) =0 et X_IETOO exp,(x) = +o0.




2. Fonctions log/exp/puissances b) Fonctions exponentielles

Définition 2.6 (Fonctions exponentielles)

Soit a un réel strictement positif. On appelle fonction exponentielle de base a
I’application de R dans |0, +o0o[, notée exp,, définie par exp,(x) = a*.

| A\,

Proposition 2.7 (Propriétés)

Soit a un réel strictement positif et exp, la fonction exponentielle de base a.
©® exp, est dérivable sur R de dérivée exp), : x — (In a)a™.
® Pour 0 < a <1, exp, est strictement décroissante sur R avec

lim exp,(x) =400 et m exp,(x) = 0.
X—>—00

li
X—+00
©® Pour a > 1, exp, est strictement croissante sur R avec

X_Iirrnoo exp,(x) =0 et x—liToo exp,(x) = +o0.

© Les courbes de exp, et exp1 sont symétriques |'une de |'autre par rapport a
I'axe des ordonnées.




2. Fonctions log/exp/puissances b) Fonctions exponentielles

-11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0

Courbes représentatives de quelques fonctions exponentielles




2. Fonctions log/exp/puissances b) Fonctions exponentielles

-9 -8 -7 6 5 -4 -3 -2 -1 0 X

Courbes représentatives de quelques fonctions exponentielles




2. Fonctions log/exp/puissances c) Fonctions puissances

Définition 2.8 (Fonctions puissances)

Soit a un réel quelconque. On appelle fonction puissance d’exposant a
I’application de |0, +oo[ dans |0, +oo[ qui a tout réel x > 0 associe le réel x°.




2. Fonctions log/exp/puissances c) Fonctions puissances

tion 2.8 (Fonctions puissances)

Soit a un réel quelconque. On appelle fonction puissance d’exposant a
I’application de |0, +oo[ dans |0, +oo[ qui a tout réel x > 0 associe le réel x°.

Proposition 2.9 (Propriétés)

La fonction puissance d’exposant a est :

1.

’

® dérivable sur ]0, +oo[ de fonction dérivée x — ax®~




2. Fonctions log/exp/puissances c) Fonctions puissances

Définition 2.8 (Fonctions puissances)

Soit a un réel quelconque. On appelle fonction puissance d’exposant a
I'application de 0, +o0o[ dans ]0, +oo[ qui a tout réel x > 0 associe le réel x

.
N
N
\
o
A\

Proposition 2.9 (Propriétés)
La fonction puissance d’exposant a est :
@ dérivable sur |0, +-oco| de fonction dérivée x — ax®~';

@ strictement croissante sur |0, +oo[ si a > 0 avec Iim+ x?=0et lim x’=+4o00;
—0 xX——+00

© strictement décroissante sur |0, +oco[ sia < 0 avec I|m x’=+4oc0 et lim x*=0
—0t X—r+o00




2. Fonctions log/exp/puissances c) Fonctions puissances

Définition 2.8 (Fonctions puissances)

Soit a un réel quelconque. On appelle fonction puissance d’exposant a
I'application de 0, +o0o[ dans ]0, +oo[ qui a tout réel x > 0 associe le réel x

.
N
N
\
o
A\

Proposition 2.9 (Propriétés)

La fonction puissance d’exposant a est :
@ dérivable sur |0, +-oco| de fonction dérivée x — ax®~';

@ strictement croissante sur |0, +oo[ si a > 0 avec Iim+ x?=0et lim x’=+4o00;
—0 xX——+00

© strictement décroissante sur |0, +oco[ sia < 0 avec I|m+x =+4o0 et lim x?=0
-0

X—+00

1

@ bijective lorsque a # 0 de réciproque la fonction puissance d'exposant 3




2. Fonctions log/exp/puissances c) Fonctions puissances

Définition 2.8 (Fonctions puissances)

Soit a un réel quelconque. On appelle fonction puissance d’exposant a
I’application de |0, +oo[ dans |0, +oo[ qui a tout réel x > 0 associe le réel x°.

Proposition 2.9 (Propriétés)

La fonction puissance d’exposant a est :

@ dérivable sur |0, +-oco| de fonction dérivée x — ax®~';

@ strictement croissante sur |0, +oo[ si a > 0 avec Iim+ x?=0et lim x’=+4o00;
—0 xX——+00

© strictement décroissante sur |0, +oco[ sia < 0 avec ||m x’=+occ et lim x°=0
—0t X—r+o00

@ bijective lorsque a # 0 de réciproque la fonction puissance d'exposant %.

Pour tout entier impair n, la fonction puissance d’'exposant n peut se prolonger en
une bijection définie de R sur R, ce qui permet de définir la fonction puissance

1 1
d’exposant % sur R comme réciproque. En particulier : Vx € R, (—x)n = —xn.




2. Fonctions log/exp/puissances c) Fonctions puissances

Définition 2.8 (Fonctions puissances)

Soit a un réel quelconque. On appelle fonction puissance d’exposant a
I’application de |0, +oo[ dans |0, +oo[ qui a tout réel x > 0 associe le réel x°.

Proposition 2.9 (Propriétés)

La fonction puissance d’exposant a est :

@ dérivable sur |0, +-oco| de fonction dérivée x — ax®~';

@ strictement croissante sur |0, +oo[ si a > 0 avec Iim+ x?=0et lim x’=+4o00;
—0 xX——+00

© strictement décroissante sur |0, +oco[ sia < 0 avec ||m x’=+occ et lim x°=0
—0t X—r+o00

@ bijective lorsque a # 0 de réciproque la fonction puissance d'exposant %.

Pour tout entier impair n, la fonction puissance d’'exposant n peut se prolonger en
une bijection définie de R sur R, ce qui permet de définir la fonction puissance

1 1
d’exposant l sur R comme réciproque. En particulier : Vx € R, (fx)ﬁ = —Xxn,
Plus generalement on peut définir pour tout ratlonnel de la forme 55+ +1 ol petg
sont deux entiers, la fonction puissance d’ exposant T +1 selon

Vx eR, X = (x2q+1)p.




2. Fonctions log/exp/puissances c) Fonctions puissances

Y

10

a=0
a<()

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 T

Courbes représentatives de quelques fonctions puissances




© Fonctions trigonométriques

@ Fonction tangente
Fonction arcsin

°
@ Fonction arccos
@ Fonction arctan
°

Exemples



3. Fonctions trigonométriques a) Fonction tangente

Définition 3.1 (Fonction tangente)

La fonction tangente est |'application notée tan qui va de

Dian = R\{% + km, k € Z} dans R définie par ¥V x € Drn, tan(x) = sin(x)

cos(x) "




3. Fonctions trigonométriques a) Fonction tangente

Définition 3.1 (Fonction tangente)

La fonction tangente est |'application notée tan qui va de

Dian = R\{% + km, k € Z} dans R définie par ¥V x € Drn, tan(x) = sin(x)

cos(x) "

Proposition 3.2 (Propriétés)

@ La fonction tan est impaire et w-périodique.




3. Fonctions trigonométriques a) Fonction tangente

Définition 3.1 (Fonction tangente)

La fonction tangente est |'application notée tan qui va de

Dian = R\{% + km, k € Z} dans R définie par ¥V x € Drn, tan(x) = sin(x)

cos(x) "

Proposition 3.2 (Propriétés)
@ La fonction tan est impaire et w-périodique.

® La fonction tan est dérivable sur D..,, de dérivée :
1

tan(x) = 1 + tan’(x) = ()’




3. Fonctions trigonométriques a) Fonction tangente

Définition 3.1 (Fonction tangente)

La fonction tangente est |'application notée tan qui va de

Dian = R\{% + km, k € Z} dans R définie par ¥V x € Drn, tan(x) = sin(x)

cos(x) "

Proposition 3.2 (Propriétés)
@ La fonction tan est impaire et w-périodique.

® La fonction tan est dérivable sur D..,, de dérivée :
1

tan(x) = 1 + tan’(x) = ()’

© La fonction tan est strictement croissante sur l'intervalle | -5, |.

O Ilim tanx = —o0 et lim tanx = +oo.
x——F+ x—=Z=




3. Fonctions trigonométriques a) Fonction tangente

tanx

8




3.Fonctions trigonométriques réciproques |b) Fonction arcsin

Prologue : a partir d’une sinusoide horizontale...

6

arcsin(x)

n — arcsin(x)

arcsin(x) 27 G /\\ \ 5 /_ \
- arcsin(x) ’“’\_/' 4 \ \\/ A

arcsin(x) 27




3.Fonctions trigonométriques réciproques |b) Fonction arcsin

Prologue : aprés une symétrie...

@ * 4 ’
3 ,//
arcsin(x) e
/
‘ 2 i
n — arcsin(x) ,
7

arcsin(x) 27 G /\\ \ 5 /_ \
- arcsin(x) ’“’\_/' 4 \ \\/ A

arcsin(x) 27 4




3.Fonctions trigonométriques réciproques

Prologue : une sinusoide verticale...

b) Fonction arcsin

sin(x)

!

=

arcsin(x)

n — arcsin(x)

arcsin(x) +27 \ /\\

QRRRR6

arcsin(x) 27

r aresin(x) ’”’\_/' TING

&




3.Fonctions trigonométriques réciproques |b) Fonction arcsin

Prologue : puis un extrait !

‘fa/ sin(x) :.". ,

2 4 ,

Q- 2

E ..'. ,/
arcsin(x) . 7
.. 7
4 2 - 7
% n — arcsin(x) <
3 arcsin(x) +27

) AN
e —n — arcsin(x) 40\

7
3 arcsin(x) 27




3.Fonctions trigonométriques réciproques

Prologue : puis un extrait !

b) Fonction arcsin

{7%<x<%:si.u(x)}

X

arcsin(x)

R HQ

n — arcsin(x)

arcsin(x) +27

—n — arcsin(x)

arcsin(x) 27




3.Fonctions trigonométriques réciproques |b) Fonction arcsin
Proposition 3.3 (Fonction arcsin)

La fonction sin réalise une bijection de

T T , .
[—5, 5] sur[—1,1] et I'on note arcsin
sa fonction réciproque.




3.Fonctions trigonométriques réciproques |b) Fonction arcsin

Proposition 3.3 (Fonction arcsin)
La fonction sin réalise une bijection de
m™ T
[_5’ 2

y
f:| sur[—1,1] et I'on note arcsin

| y=arcsinx
sa fonction réciproque. On a donc : 21 ) Sy=sinx
T T AT P
in: [-1,1 [_7, 7] ;
arcsin : | ] — 23 o :
x —> arcsin(x)  _ 2 -1 :
i 0 1 7 X
y = arcsin(x) x=sin(y) . g 2
= 1] O \vel-573  TYEOR
x € [-1, y 595 A E
2




3.Fonctions trigonométriques réciproques |b) Fonction arcsin

Proposition 3.3 (Fonction arcsin)
La fonction sin réalise une bijection de
m™ T
[_5’ 2

y
f:| sur[—1,1] et I'on note arcsin
sa fonction réciproque. On a donc :

y=arcsinx ,

= N[

arcsin : [-1,1] — [—g, g]

w 1
x —> arcsin(x) 2 —1 :
y=arsing) | [x=snl) g >
et L . [_E I] S . o
X € [ ) y 2, 5 P

Proposition 3.4

@ arcsin est continue, strictement

| \,

croissante et impaire sur [—1,1].




3.Fonctions trigonométriques réciproques |b) Fonction arcsin

Proposition 3.3 (Fonction arcsin)
La fonction sin réalise une bijection de
m™ T
[_5’ 2

y
f:| sur[—1,1] et I'on note arcsin

| y=arcsinx
sa fonction réciproque. On a donc : 21 ) Sy=sinx
T T AT P
in: [-1,1 [_7, 7] ;
arcsin : | ] — 23 ~ :
x — arcsin(x)  _ 2 -1 :
i 0 1 7 X
y = arcsin(x) x=sin(y) . | g 2
= 1] O \vel-573  TYEOR
x € [-1, y 595 A E

Proposition 3.4

| |
A\

© arcsin est continue, strictement
croissante et impaire sur [—1,1].
Vxe[-1,1],

sin(arcsin(x)) = x

T i
Vx € [—5, 5] , arcsin(sin(x))=x




3.Fonctions trigonométriques réciproques |b) Fonction arcsin

Proposition 3.3 (Fonction arcsin)
La fonction sin réalise une bijection de
™ T
[_5’ 2

y
f:| sur[—1,1] et I'on note arcsin

| y=arcsinx
sa fonction réciproque. On a donc : 21 ) Sy=sinx
T T AT P
in: [-1,1 [_7, 7] ;
arcsin : | ] — 23 ~ :
x —> arcsin(x) 2 -1 :
i 0 1 7 X
y = arcsin(x) x=sin(y) . | g 2
= 1] O \vel-573  TYEOR
x € [-1, y 595 A E

Proposition 3.4

| |
A\

© arcsin est continue, strictement
croissante et impaire sur [—1,1].
Vxe[-1,1],

@ arcsin est dérivable sur| — 1,1] et
sin(arcsin(x)) = x

Vx€] —1,1], arcsin’(x) = L
T i
Vx € [—5, 5] , arcsin(sin(x))=x

1— x2




3.Fonctions trigonom progues|c) Fonctionarccos

Propositi

La fonction cos réalise une bijection de
[0, 7] sur [—1,1] et I'on note arccos sa

fonction réciproque.




3.Fonctions trigonométriques réciproques
Proposition 3.5 (Fonction arccos)

La fonction cos réalise une bijection de y
[0, 7] sur [—1,1] et I'on note arccos sa
fonction réciproque. On a donc :

arccos : [—1,1] — [0, «]

X — arccos(x)  y=atccos x

. {y = arccos(x) — {x = cos(y)

X € [_171] y € [07 71']




3.Fonctions trigonométriques réciproques
Proposition 3.5 (Fonction arccos)

La fonction cos réalise une bijection de y
[0, 7] sur [—1,1] et I'on note arccos sa
fonction réciproque. On a donc :

arccos : [—1,1] — [0, 7]

X — arCCOS(X) y= a?ccos X

. {y = arccos(x) — {x = cos(y)

x € [-1,1] y € [0,7]

Proposition 3.6

@ arccos est continue, strictement
décroissante sur [—1,1].




3.Fonctions trigonométriques réciproques
Proposition 3.5 (Fonction arccos)

La fonction cos réalise une bijection de y
[0, 7] sur [—1,1] et I'on note arccos sa
fonction réciproque. On a donc :

arccos : [—1,1] — [0, 7]

X — arCCOS(X) y= a?ccos X

. {y = arccos(x) — {x = cos(y)

x € [-1,1] y € [0,7]

Proposition 3.6

@ arccos est continue, strictement
décroissante sur [—1,1].

Vx €[—1,1], cos(arccos(x))=x
Vx€[0, 7], arccos(cos(x))=x




3.Fonctions trigonométriques réciproques |€) Fonction arccos

Proposition 3.5 (Fonction arccos)

La fonction cos réalise une bijection de y
[0, 7] sur [—1,1] et I'on note arccos sa
fonction réciproque. On a donc :

arccos : [—1,1] — [0, «]

X — arCCOS(X) y= a?ccos X

. {y = arccos(x) — {x = cos(y)

X € [_171] y € [07 71']

Proposition 3.6

© arccos est continue, strictement @ arccos est dérivable sur] — 1,1[ et
décroissante sur [—1,1].

Vx €[—1,1], cos(arccos(x))=x
Vx€[0, 7], arccos(cos(x))=x

1

Vx €] —1,1], arccos’ (x) = — ———
1—x2




3.Fonctions trigonométriques réciproques |€) Fonction arccos

Proposition 3.5 (Fonction arccos)

La fonction cos réalise une bijection de y
[0, 7] sur [—1,1] et I'on note arccos sa
fonction réciproque. On a donc :

arccos : [—1,1] — [0, «]

X — arCCOS(X) y= a?ccos X

. {y = arccos(x) — {x = cos(y)

X € [_171] y € [07 71']

Proposition 3.6

© arccos est continue, strictement @ arccos est dérivable sur] — 1,1[ et
décroissante sur [—1,1].

Vxe]—1,1], arccos'(x):_#2
{VXE [_11 1]7 COS(BFCCOS(X)):X - x

Vx€[0,m], arccos(cos(x))=x @ Vxe[-1,1], arcsin(x)+ arccos(x):%




3.Fonctions trigonométriques réciproques |d) Fonction arctan
Proposition 3.7 (Fonction arctan)

La fonction tan réalise une bijection de
sur R et I'on note arctan sa

]-5 05l
2°2L°
fonction réciproque.




3.Fonctions trigonométriques réciproques |d) Fonction arctan
Proposition 3.7 (Fonction arctan)
y
y==tanx H

La fonction tan réalise une bijection de
sur R et I'on note arctan sa
I ™
i 2 o

RE
2’2
fonction réciproque. On a donc :
T
an: R— |52
arctan 25
Xx —> arctan(x)

'y =arctan x+

y = arctan(x) x = tan(y)
e en -2
X € YS1722




La fonction tan réalise une bijection de
y+tanx

™ T ,
]—5, 2 [ sur R et I'on note arctan sa
fonction réciproque. On a donc :

T | ;
arctan : R —>:|—7,7[ ; 'y =arctan x
2'2 : ,
Xx —> arctan(x) o 0 o X
2. 7 2

y = arctan(x) x = tan(y)
"lxeRr T lre]-2 I
X € y 55

v,

Proposition 3.8

@ arctan est continue, strictement
croissante et impaire sur R.




3.Fonctions trigonométriques réciproques |d) Fonction arctan
Proposition 3.7 (Fonction arctan)
La fonction tan réalise une bijection de i Y :
™ T i == | H
]—7, — | sur R et I'on note arctan sa : ytanx/ ’

fonction réciproque. On a donc :
m™
arctan : R—>]—f 7[
2’2
Xx —> arctan(x)

'y =arctan x+

y = arctan(x) x = tan(y)
‘ R e]-2.2]
X € YS1722

Proposition 3.8

@ arctan est continue, strictement
croissante et impaire sur R.
VxER, tan(arctan(x)) = x
(2} T T
VXG] ~3 3 [, arctan(tan(x)) = x




3.Fonctions trigonométriques réciproques |d) Fonction arctan

Proposition 3.7 (Fonction arctan)

La fonction tan réalise une bijection de

y
P =tan x

]—7, — | sur R et I'on note arctan sa : v

2 . 2 s . ™

fonction réciproque. On a donc : 2

o STy I
an: R ]-1,T] /o

arctan 55

Xx —> arctan(x)

ot {y = arctan(x) — {X = tan(y)

m™ T
x € R yej|_§,§|:

'y =arctan x+

Proposition 3.8

i ) © arctan est dérivable sur R et
@ arctan est continue, strictement

1
’
croissante et impaire sur R. Vx € R, arctan’(x) =

1+ x2
{VXGR, tan(arctan(x)) = x
(2] T T
35 [, arctan(tan(x)) = x




3.Fonctions trigonométriques réciproques |d) Fonction arctan

Proposition 3.7 (Fonction arctan)

La fonction tan réalise une bijection de

y
P =tan x

]—7, — | sur R et I'on note arctan sa : v

2 . 2 s . ™

fonction réciproque. On a donc : 2

o STy I
an: R ]-1,T] /o

arctan 55

Xx —> arctan(x)

ot {y = arctan(x) — {X = tan(y)

m™ T
x € R yej|_§,§|:

'y =arctan x+

Proposition 3.8

.

i ) © arctan est dérivable sur R et
@ arctan est continue, strictement

1
!
croissante et impaire sur R. Vx € R, arctan’(x)

T14x2
{VXGR, tan(arctan(x)) = x
)

T
Vx € ~3 3 [, arctan(tan(x)) = x ¢ arctan(x) + arctan (%)

g six>0

s
_ 2 4 0
5 si x <

v




3.Fonctions trigonométriques réciproques

e) Exemples

Exemple 3.9 (Courbes en «dents de scie» (facultatif))

arcsin(sin x)

)




3.Fonctions trigonométriques réciproques |€) Exemples

Exemple 3.9 (Courbes en «dents de scie» (facultatif))

arcsin(sin x)

)
)

arccos(cos x)

_3r _on —x lo 7 27 37




3.Fonctions trigonométriques réciproques |€) Exemples

Exemple 3.9 (Courbes en «dents de scie» (facultatif))

arcsin(sin x)

)
)

arccos(cos x)

T 1

_3r _on —x 0 7 27 37

arctan(tan x)

AN NN AN
CA g A

w3




3.Fonctions trigonométriques réciproques |€) Exemples
Exemple 3.10 (Billard rectangulaire (facultatif))

x(t) = 2arcsin(sin(7t))
y(t) = arcsin(sin(4t))

Y

Courbe paramétrée { t € [0,27]




e Fonctions hyperboliques
@ Définition/Variations
o Graphes
@ Interprétation géométrique



4. Fonctions hyperboliques a) Définition/Variations

Définition 4.1 (Fonctions hyperboliques)

® On appelle fonction cosinus hyperbolique, notée ch (ou cosh), I'application de
e +e
2

R dans [1,+oo[ qui a tout réel x associe le réel ch(x) =




4. Fonctions hyperboliques a) Définition/Variations
Définition 4.1 (Fonctions hyperboliques)

® On appelle fonction cosinus hyperbolique, notée ch (ou cosh), I'application de
e +e
2
® On appelle fonction sinus hyperbolique, notée sh (ou sinh), I'application de R
e —e ™~
2

R dans [1,+oo[ qui a tout réel x associe le réel ch(x) =

dans R qui a tout réel x associe le réel sh(x) =




4. Fonctions hyperboliques a) Définition/Variations
Définition 4.1 (Fonctions hyperboliques)

® On appelle fonction cosinus hyperbolique, notée ch (ou cosh), I'application de
e +e

2
® On appelle fonction sinus hyperbolique, notée sh (ou sinh), I'application de R
e —e ™~

2
® On appelle fonction tangente hyperbolique, notée th (ou tanh), I'application
sh(x)

ch(x)’ )

R dans [1,+oo[ qui a tout réel x associe le réel ch(x) =

dans R qui a tout réel x associe le réel sh(x) =

de R dans R qui a tout réel x associe le réel th(x) =




4. Fonctions hyperboliques a) Définition/Variations
Définition 4.1 (Fonctions hyperboliques)

® On appelle fonction cosinus hyperbolique, notée ch (ou cosh), I'application de
e +e

2
® On appelle fonction sinus hyperbolique, notée sh (ou sinh), I'application de R
e —e

2
® On appelle fonction tangente hyperbolique, notée th (ou tanh), I'application
sh(x)

ch(x)’

R dans [1,+oo[ qui a tout réel x associe le réel ch(x) =

dans R qui a tout réel x associe le réel sh(x) =

de R dans R qui a tout réel x associe le réel th(x) =

Proposition 4.2 (Parité/Variations)

@O La fonction ch est paire et dérivable sur R de dérivée ch’ = sh.
® La fonction sh est impaire et dérivable sur R de dérivée sh’ = ch.

® La fonction th est impaire et dérivable sur R de dérivée th’ = 1 — th? = T
c




4. Fonctions hyperboliques a) Définition/Variations
Définition 4.1 (Fonctions hyperboliques)

® On appelle fonction cosinus hyperbolique, notée ch (ou cosh), I'application de
e +e

2
® On appelle fonction sinus hyperbolique, notée sh (ou sinh), I'application de R
e —e

2
® On appelle fonction tangente hyperbolique, notée th (ou tanh), I'application
sh(x)

ch(x)’

R dans [1,+oo[ qui a tout réel x associe le réel ch(x) =

dans R qui a tout réel x associe le réel sh(x) =

de R dans R qui a tout réel x associe le réel th(x) =

Proposition 4.2 (Parité/Variations)

@O La fonction ch est paire et dérivable sur R de dérivée ch’ = sh.
® La fonction sh est impaire et dérivable sur R de dérivée sh’ = ch.

® La fonction th est impaire et dérivable sur R de dérivée th’ =1 — th? = —
®© La fonction ch est strictement décroissante sur R_, strictement croissante sur R
avec Iim ch(x) = Iim ch(x) =

0 La fonctlon sh est strlctement croissante sur R avec lim sh(x) = —co et
I|m sh(x) = B
X—>

O La fonct:on th est strictement croissante sur R avec lim th(x)=—1et lim th(x)=1.
X——00 X—+00




4. Fonctions hyperboliques b) Graphes

-3 2 -1 0! 2 3 X

-3
-4
-5

y =shx

-6

Courbes représentatives des fonctions ch, sh et th




4. Fonctions hyperboliques c) Interprétation géométrique

Proposition 4.3 (Pourquoiles termes « cosinus » et « sinus » dans ch et sh ?)
® Pour tous réels a et b : ch(a+ b) = ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b).
@® Pour tous réels a et b : sh(a+ b) = sh(a)ch(b) + ch(a)sh(b).




4. Fonctions hyperboliques c) Interprétation géométrique

Proposition 4.3 (Pourquoiles termes « cosinus » et « sinus » dans ch et sh ?)
® Pour tous réels a et b : ch(a+ b) = ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b).
@® Pour tous réels a et b : sh(a+ b) = sh(a)ch(b) + ch(a)sh(b).
© Pour tout réel a : ch?(a) — sh?(a) = 1.




4. Fonctions hyperboliques c) Interprétation géométrique

Proposition 4.3 (Pourquoiles termes « cosinus » et « sinus » dans ch et sh ?)
® Pour tous réels a et b : ch(a+ b) = ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b).
@® Pour tous réels a et b : sh(a+ b) = sh(a)ch(b) + ch(a)sh(b).
© Pour tout réel a : ch?(a) — sh?(a) = 1.

« Explication » : pour tout réel a : ch(a) = cos(ia) et sh(a) = —isin(ia)...




4. Fonctions hyperboliques c) Interprétation géométrique
Proposition 4.3 (Pourquoiles termes « cosinus » et « sinus » dans ch et sh ?)

® Pour tous réels a et b : ch(a+ b) = ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b).
@® Pour tous réels a et b : sh(a+ b) = sh(a)ch(b) + ch(a)sh(b).
© Pour tout réel a : ch?(a) — sh?(a) = 1.

« Explication » : pour tout réel a : ch(a) = cos(ia) et sh(a) = —isin(ia)...

La courbe paramétrée FT: t — (ch(t),sh(t))
définie sur R a pour support la branche
d’hyperbole H ' d'équation cartésienne x*—y*=1,x>0.

La courbe paramétrée F~ : t — (—ch(t),sh(t))
définie sur R a pour support la branche
d’hyperbole 1~ d’équation cartésienne x>—y*>=1,x<0.

L’hyperbole d’équation x*> —y> = 1 est la
réunion des deux branches H~ et H™.




4. Fonctions hyperboliques c) Interprétation géométrique

Hyperbole et fonctions hyperboliques
y

sh(t)
coth(t)1




Fonctions hyperboliques

La chainette dans la nature...

Voites de la Casa Mila

Barcelone

Colliers

¢ =
Arches devant le batiment

Lignes a haute-tension Sophie Germain — INSA Lyon

Vincent Ganivet : Caténe de containers
e Havre

21



Enrésumeé..  pa
Notions a retenir

® Fonctions usuelles

partie entiere

logarithmes

exponentielles

puissances

trigonométriques (tan, arcsin, arccos, arctan)

*
*
*
*
*
* hyperboliques
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Annexes

e Fonctions In/exp
e Trigonométrie




© Annexe A - Fonctions log/exp
@ Fonction logarithme
@ Fonction exponentielle



A. Fonctions In/exp a) Fonction logarithme népéri

Définition A.1 (Fonction logarithme népérien)

Pour tout réel strictement positif a, on
appelle logarithme naturel ou encore
logarithme népérien de a le nombre Y 1
noté Ina égal a l'aire comprise entre

e o,
la courbe d'équation y = —, [l'axe
X
des abscisses et les droites d’équations
x = 1 et x = a dans un repere
orthonormal.

aire=Ina
aire=1

23



A. Fonctions In/exp a) Fonction logarithme népérien

Définition A.1 (Fonction logarithme népérien)

Pour tout réel strictement positif a, on
appelle logarithme naturel ou encore
logarithme népérien de a le nombre
noté Ina égal a l'aire comprise entre

e o,
la courbe d'équation y = —, [l'axe
X
des abscisses et les droites d’équations
x = 1 et x = a dans un repere
orthonormal.

aire=Ina
On note e le nombre tel que Ine = 1.

e est appelé base du logarithme népérien.
Numériquement : e = 2,7182818. ..

23



Définition A.1 (Fonction logarithme népérien)

Pour tout réel strictement positif a, on
appelle logarithme naturel ou encore
logarithme népérien de a le nombre
noté Ina égal a l'aire comprise entre

WBosrre i,
la courbe d'équation y = < 'axe
des abscisses et les droites d’équations
X 1 et x a dans un repére
orthonormal.

On note e le nombre tel que Ine = 1.
e est appelé base du logarithme népérien.
Numériquement : e = 2,7182818. ..

Cette quantité définit une application
In:]0,+0o[— R telle que pour tout

réel strictement positif : In’(x)

aire=Ina
aire=1

0

A. Fonctions In/exp a) Fonction logarithme népéri

23



A. Fonctions In/exp a) Fonction logarithme népéri

Définition A.1 (Fonction logarithme népérien)

Pour tout réel strictement positif a, on
appelle logarithme naturel ou encore
logarithme népérien de a le nombre
noté Ina égal a l'aire comprise entre

e o,
la courbe d'équation y = —, [l'axe
X
des abscisses et les droites d’équations
x = 1 et x = a dans un repere
orthonormal.

aire=Ina
On note e le nombre tel que Ine = 1.

e est appelé base du logarithme népérien.
Numériquement : e = 2,7182818. ..

Cette quantité définit une application
In:]0, +o0o[— R telle que pour tout

aire=1

2 ] " 1
réel strictement positif : In'(x) = =.
X

Proposition A.2 (Propriétés)

Pour tous réels x et x’ strictement positifs et tout entier relatif n, on a :

X

® In(xx")=Inx + Inx’ ® In (—,)zlnx—lnx/ ® In(x")=nlnx
X

23




A. Fonctions In/exp b) Fonction exponentielle

Définition A.3 (Fonction exponentielle)

La fonction logarithme népérien définit une Yy
bijection de |0, +o0o[ sur R. ¢
5 Yy=x
Sa bijection réciproque est appelée fonction .
exponentielle et notée exp : R — 0, +o0].
3
On note aussi exp(x) = . 2

y=expx

24



A. Fonctions In/exp b) Fonction exponentielle

n A.3 (Fonction exponentielle)

La fonction logarithme népérien définit une Yy
bijection de |0, +o0o[ sur R. ¢
5 Yy=x
Sa bijection réciproque est appelée fonction .
exponentielle et notée exp : R — 0, +o0].
3
On note aussi exp(x) = . 2
. y=expr _
On a pour tout réel x : exp’(x) = exp(x). ’ y=ma

24



A. Fonctions In/exp b) Fonction exponentielle

n A.3 (Fonction exponentielle)

La fonction logarithme népérien définit une Yy
bijection de |0, +o0o[ sur R. °
5 Yy=x
Sa bijection réciproque est appelée fonction .
exponentielle et notée exp : R — 0, +o0].
3
On note aussi exp(x) = . 2
. y=expr _
On a pour tout réel x : exp’(x) = exp(x). ’ y=lu

On peut démontrer que exp est l'unique
solution f de I'équation différentielle f' = f
vérifiant la condition initiale f(0) = 1.

24



A. Fonctions In/exp b) Fonction exponentielle

Définition A.3 (Fonction exponentielle)

La fonction logarithme népérien définit une Yy
bijection de |0, +o0o[ sur R. ¢
5 Yy=x
Sa bijection réciproque est appelée fonction .
exponentielle et notée exp : R — 0, +o0].
3
On note aussi exp(x) = . 2
. y=expr _
On a pour tout réel x : exp’(x) = exp(x). ’ y=ma

On peut démontrer que exp est l'unique
solution f de I'équation différentielle f' = f
vérifiant la condition initiale f(0) = 1.

Pour tous réels x et x' et tout entier relatif n, on a :

X
’ ’ x—x" S x\" __ _nx
° ex+x —eXeX ® ¢ —:X, ® (e ) =e

24



A. Fonctions In/exp b) Fonction exponentielle

Définition A.5 (Exponentielle complexe)

Soit x,y deux réels. On définit |'exponentielle du nombre complexe x + iy selon

et = ¥ e” = e*(cosy +isiny)

25



A. Fonctions In/exp b) Fonction exponentielle

Définition A.5 (Exponentielle complexe)

Soit x,y deux réels. On définit |'exponentielle du nombre complexe x + iy selon

et = ¥ e” = e*(cosy +isiny)

v,

Proposition A.6 (Propriétés)

Pour tous nombres complexes z et z’ et tout nombre entier n, on a :

/ ’
° "TF —e'xe® et e = —; o (ef)'=e" et e7=—

25



A. Fonctions In/exp b) Fonction exponentielle
Définition A.5 (Exponentielle complexe)

Soit x,y deux réels. On définit |'exponentielle du nombre complexe x + iy selon

et = ¥ e” = e*(cosy +isiny)

Proposition A.6 (Propriétés)

Pour tous nombres complexes z et z’ et tout nombre entier n, on a :
/ ’
o 27 —efxe® et €7 = —; o (ef)'=e" et e ==

En particulier, pour tout nombre réel 0 et tout nombre entier n, on a (formule de
de Moivre) :

(€°)" = €™ ouencore (cosf +isinB)" = cos(nf) + isin(nd).

25



A. Fonctions In/exp b) Fonction exponentielle
Définition A.5 (Exponentielle complexe)

Soit x,y deux réels. On définit |'exponentielle du nombre complexe x + iy selon

et = ¥ e” = e*(cosy +isiny)

Proposition A.6 (Propriétés)

Pour tous nombres complexes z et z’ et tout nombre entier n, on a :
/ ’
o 27 —efxe® et €7 = —; o (ef)'=e" et e ==

En particulier, pour tout nombre réel 0 et tout nombre entier n, on a (formule de
de Moivre) :

(€°)" = €™ ouencore (cosf +isinB)" = cos(nf) + isin(nd).

| \,

Exemple A.7 (Onde sinusoidale amortie)

Une onde sinusoidale amortie peut étre modélisée par une fonction de la forme
t — e~ * cos(wt) ou t — e **sin(wt), @ > 0 désignant un coefficient
d’amortissement et w > 0 la pulsation de |'onde.




A. Fonctions In/exp b) Fonction exponentielle
Définition A.5 (Exponentielle complexe)

Soit x,y deux réels. On définit |'exponentielle du nombre complexe x + iy selon

et = ¥ e” = e*(cosy +isiny)

Proposition A.6 (Propriétés)

Pour tous nombres complexes z et z’ et tout nombre entier n, on a :
/ ’
o et =e"xe” et &7 = —; o (ef)'=e" et e T=—

En particulier, pour tout nombre réel 0 et tout nombre entier n, on a (formule de
de Moivre) :

(€°)" = €™ ouencore (cosf +isinB)" = cos(nf) + isin(nd).

| \,

Exemple A.7 (Onde sinusoidale amortie)

Une onde sinusoidale amortie peut étre modélisée par une fonction de la forme
t — e~ * cos(wt) ou t — e **sin(wt), @ > 0 désignant un coefficient
d’amortissement et w > 0 la pulsation de |'onde.

Il peut étre judicieux de l'interpréter comme la partie réelle ou imaginaire de la
fonction complexe t —s e~




© Annexe B - Trigonométrie
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B. Fonctions trigonométriques a) Triangle rectangle

Définition B.1 (Sinus, Cosinus, Tangente)

On considére un triangle ABC rectangle en B. On note A = (/@, Ac ).

B2
o‘e“u
iy

A

W coté opposé 0O

A c6té adjacent
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B. Fonctions trigonométriques a) Triangle rectangle

Définition B.1 (Sinus, Cosinus, Tangente)

On considére un triangle ABC rectangle en B. On note A = (/@, Ac ).

Cc
R
e <)
LAV
oS &
W o
O
o~ =
A 3]
A c6té adjacent B

® | e Sinus est le rapport du cété « Opposé » a I'« Hypoténuse ».
® | e Cosinus est le rapport du cété « Adjacent » a I'« Hypoténuse ».

® | a Tangente est le rapport du cété « Opposé ) au cété « Adjacent ».

On note :  sinA = i—g cos A = /:7? tan A = % . z:)ns/%
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B. Fonctions trigonométriques b) Cercle trigonométrique

Proposition B.2 (Cercle trigonométrique)

Sur le cercle de centre O
et de rayon 1 :

B
OA=0B=0M=1
M _ .
[ {poncanoncaosy : OH =cos OK =sinf
b
o H|A

Le point M a pour coordonnées (cos6,sin6) et [cos®6 +sin’6 =1

27



B. Fonctions trigonométriques b) Cercle trigonométrique

Proposition B.2 (Cercle trigonométrique)

Sur le cercle de centre O
et de rayon 1 :
T B T -
OA=0B=0M=1
s - -
K : OH = cosf OK =sinf
b
0 HpA Sur les tangentes T et T :
AT = tang = 210
cos 6§
- _cosf) 1
BT = cotf = sinf ~ tand
T
Le point M a pour coordonnées (cos6,sin6) et [cos®6 +sin’6 =1

27



B. Fonctions trigonométriques c) Angles

Définition B.3 (Radian)

Le radian est la mesure d'un angle interceptant sur la circonférence d’un cercle
centré au point d'intersection des demi-droites délimitant le secteur angulaire, un arc
d’une longueur égale au rayon.

v,

1

whml® [ 5[ ]3] ] ¥

cos 6 1 ? ? % 0 2;
sin 0 0 % g ? 1

tan 6 0 ? 1 V3 dnécf)i?]i 0
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B. Fonctions trigonométriques c) Angles




B. Fonctions trigonométriques d) Fonctions cosinus/sinus

Définition B.4 (Fonctions cosinus et sinus)

Les quantités trigonométriques cos et sin définissent des fonctions trigonométriques
sur R dont voici les graphes.

[NTE]

— fonction cosinus

— fonction sinus
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B. Fonctions trigonométriques

Symétries/rotations élémentaires
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B. Fonctions trigonométriques

Symétries/rotations élémentaires

y . -l 5
angles opposés (symétrie par rapport a Ox)
cos(—6) = cos(0) sin(—0) = —sin(0)
"""""" . cos : fonction paire sin : fonction impaire
0 :
o[ -8/~




B. Fonctions trigonométriques Formulaire

y . -l 5
angles opposés (symétrie par rapport a Ox)
cos(—6) = cos(0) sin(—0) = —sin(0)
""" a—o| A cos : fonction paire sin : fonction impaire
4 : angles supplémentaires (symétrie par rapport a Oy)
0 & X cos(m — 0) = —cos(f)  sin(m — 0) =sin(0)




B. Fonctions trigonométriques
Symétries/rotations élémentaires

Y angles opposés (symétrie par rapport a Ox)
cos(—6) = cos(0) sin(—0) = —sin(0)
""" a—o| A cos : fonction paire sin : fonction impaire
o 4 > angles supplémentaires (symétrie par rapport a Oy)
T _
0 0 cos(m — 0) = —cos(f)  sin(m — 0) =sin(0)
"""""""""""" demi-tour (symétrie par rapport a O)
cos(7m +0) = —cos(f)  sin(w + 0) = —sin(0)




B. Fonctions trigonométriques

Symétries/rotations élémentaires

Y angles opposés (symétrie par rapport a Ox)
cos(—6) = cos(0) sin(—0) = —sin(0)
""" a—o| A cos : fonction paire sin : fonction impaire
o 4 7 > angles supplémentaires (symétrie par rapport a Oy)
T _
0 cos(m — 0) = —cos(f)  sin(m — 0) =sin(0)
"""""""""""" demi-tour (symétrie par rapport a O)
cos(7m +0) = —cos(f)  sin(w + 0) = —sin(0)
y

angles complémentaires (symétrie par rapport 3 x=y)
cos(5 — 6) = sin(6) sin(5 — ) = cos(6)




B. Fonctions trigonométriques
Symétries/rotations élémentaires

Y angles opposés (symétrie par rapport a Ox)
cos(—6) = cos(0) sin(—0) = —sin(0)
""" a—o| A cos : fonction paire sin : fonction impaire
4 angles supplémentaires (symétrie par rapport a Oy)
w+6 0 -0 X

cos(m — 0) = —cos(f)  sin(m — 0) =sin(0)

demi-tour (symétrie par rapport a O)
cos(7m +0) = —cos(f)  sin(w + 0) = —sin(0)

angles complémentaires (symétrie par rapport 3 x=y)
cos(5 — 6) = sin(6) sin(5 — ) = cos(6)

x quart de tour (rotation d’angle droit)
cos(5 +0)=—sin(d)  sin(5 + 0) = cos(9)




B. Fonctions trigonométriques
Formulaire 1 (Somme des angles)

Pour tous réels 0 et ¢ :
cos(f + ¢) = cos(0) cos(p) — sin(8) sin(¢)
cos(f — ¢) = cos(0) cos(p) + sin(8) sin(¢)
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B. Fonctions trigonométriques
Formulaire 1 (Somme des angles)

Pour tous réels 0 et ¢ :
cos(f + ¢) = cos(0) cos(p) — sin(8) sin(¢)
cos(f — ¢) = cos(0) cos(p) + sin(8) sin(¢)
sin(0 + ¢) = sin(0) cos(¢) + cos(d) sin()
sin(f — ¢) = sin(6) cos(¢) — cos(8) sin(¢)
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B. Fonctions trigonométriques
Formulaire 1 (Somme des angles)

Pour tous réels 0 et ¢ :
cos(f + ¢) = cos(0) cos(p) — sin(8) sin(¢)
cos(f — ¢) = cos(0) cos(p) + sin(8) sin(¢)
sin(0 + ¢) = sin(0) cos(¢) + cos(d) sin()
sin(f — ¢) = sin(6) cos(¢) — cos(8) sin(¢)
En particulier :
cos(20) = cos’(f) — sin’(0) = 2 cos’(A) — 1 = 1 — 2sin*(6)
sin(20) = 25sin(6) cos(6)
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B. Fonctions trigonométriques
Formulaire 1 (Somme des angles)

Pour tous réels 0 et ¢ :
cos(f + ¢) = cos(0) cos(p) — sin(8) sin(¢)
cos(f — ¢) = cos(0) cos(p) + sin(8) sin(¢)
sin(f + ¢) = sin(6) cos(¢) + cos(8) sin(¢)
sin(f — ¢) = sin(6) cos(¢) — cos(8) sin(¢)
En particulier :
cos(20) = cos’(f) — sin’(0) = 2 cos’(A) — 1 = 1 — 2sin*(6)
sin(20) = 2sin(0) cos(0)

Exemple B.5
T T T 1 . /7 V3 T V2
Partant de n=3 1 avec cos<§) =5 sm(§) =5 cos(4) =5 et
sin(ﬁ) = Q on tire :
4) 2 '
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B. Fonctions trigonométriques
Formulaire 1 (Somme des angles)

Pour tous réels 0 et ¢ :
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En particulier :
cos(20) = cos’(f) — sin’(0) = 2 cos’(A) — 1 = 1 — 2sin*(6)
sin(20) = 2sin(0) cos(0)

Exemple B.5

Partant de % = g — % avec cos(%) = %, sin(g) = ?, cos(;r) = ? et
sin(ﬁ) = @ on tire :
4) 2 '
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B. Fonctions trigonométriques

Triangles séparés

(d+p)uis

0+

cos(0+)




B. Fonctions trigonométriques

Triangles séparés

sin(0 + )

33




B. Fonctions trigonométriques

Triangles séparés

sin(0 + )
sin 6 cos ¢

cos 6 cos

cos 6 cos ¢




B. Fonctions trigonométriques

Triangles séparés
1|
P S ECUIC
LS
=
L 0
PR
1 2
1 8'
’5! X ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ul
+1 0
D 1 9.I
= 1
a8
DD
[ © O+
Co 0
L L L
O: N 3 o,
: : ; > S .
: : > c )
S >e - - - > Q @ |p S
cos(6 + ¢) sm95|n<p 3 <
: < 8
D > O
cos 6 cos
cos 6 cos ¢ sin 0sin
)33




B. Fonctions trigonométriques

Triangles séparés
1|
P S ECUIC
LS
T £
o »oa
PSS
1 8 :
—~1 0O
9. ! X ......................................
+1
S}/I 9.I
c 1 1
CERE Y
1 > 1
1 c 1
1 D 1
1 1
1 1
Voo Y [ o
o ; w. sinfsin ¢
H i =]
3 i S L] a
B > - - = i a o
cos(6 + )  sin@sin <p 3 2
: &S MR n
€ mmmm e e oo -5 > 2> 5
cos 6 cos ¢ = ‘6
cos 6 cos ¢
)34
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B. Fonctions trigonométriques
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B. Fonctions trigonométriques

{a}:cosﬁf—ksin@f

sin 6




B. Fonctions trigonométriques

f a:cosﬁf—ksin@f
: O?:cosc,p?—i—singpf

sin ¢

sin 6




B. Fonctions trigonométriques

f a:cosﬁf—ksin@f
: O?:cosc,p?—i—singpf
Produit scalaire

1. Calcul analytique :
OA - 0B =

cos 6 cos ¢ + sin fsin

sin ¢

sin 6




B. Fonctions trigonométriques

i : a}:cosﬁf—ksin@f
: O?:cosc,p?—i—singpf
Produit scalaire

1. Calcul analytique :
OA - 0B =

cos 6 cos ¢ + sin fsin

sin ¢

sin 6

2. Calcul géométrique :
OA - 0B =

o: = ||OA| x| OB xcos(o_Aﬂo?)

___________ 5 = cos(p — 6)




B. Fonctions trigonométriques e) Formulaire

i : a}:cosﬁf—ksin@f
: O?:cosc,p?—i—singpf
Produit vectoriel

1. Calcul analytique :

OANOB =

(cosB'sin ¢ — sin 6 cos ) k

sin ¢

sin 6




B. Fonctions trigonométriques e) Formulaire

{a:cosﬁf—ksin@f

O? = cosc,pT—i— sin gpf

Produit vectoriel

1. Calcul analytique :

OANOB =

(cosfsing — sinf cos ) k

sin 6

2. Calcul géométrique :

OANOB =
: 1 |04l x|0B| xsin(&i,o?);?
___________ 5 = sin(¢ — 0)k

sin ¢




B. Fonctions trigonométriques

Définition B.6 (Exponentielle complexe)

e’ = cosf +isinf
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B. Fonctions trigonométriques

Définition B.6 (Exponentielle complexe)

e’ = cosf +isinf

Proposition B.7 (Formulaire via les complexes)

el(0+<p) _ elH « e

En particulier, pour tout nombre réel 0 et tout nombre entier n, on a (formule de
de Moivre) :
(€°)" = €™ ouencore (cosf +isinf)” = cos(nd) + isin(nd).
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Proposition B.7 (Formulaire via les complexes)

Qil0Fe) _ G0 o e
En particulier, pour tout nombre réel 0 et tout nombre entier n, on a (formule de
de Moivre) :

(eie)" =" ouencore (cosf + isinf)" = cos(nd) + isin(nd).

En effet : €*%) = cos(f + ) + isin(f + )
= (cos 6 cos p — sin Osin @) + i(sin 6 cos  + cos Osin )
= cos f(cos ¢ + isin @) + isin O(cos p + isin )
= (cos @ + isin 0)(cos ¢ + isin @)

= el x ¥

Exemple B.8

| \

La formule de de Moivre donne :
® pour n=3: cos(30) = 4cos®f —3cosf et sin(39) =3sind— 4sin’6;
® pour n =4 : cos(40) = 8cos* f — 8cos® O + 1 et sin(46) = 4sin (2 cos® § — cos b).
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B. Fonctions trigonométriques

Formulaire 2 (Produit de sinus/cosinus (facultatif))

cosf cosp = % [cos(6 + ¢) + cos(f — )]

sin fsin p = % [cos(0 — ) — cos(6 + )]

sinf cos p = % [sin(6 + ¢) + sin(6 — )]
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B. Fonctions trigonométriques

Formulaire 2 (Produit de sinus/cosinus (facultatif))

cosf cosp = % [cos(6 + ¢) + cos(f — )]

sin fsin p = % [cos(0 — ) — cos(6 + )]
sinf cos p = % [sin(6 + ¢) + sin(6 — )]

1 + cos(26) sin20 — 1 — cos(26)

2
0 =
Cos 2 2
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B. Fonctions trigonométriques

Formulaire 2 (Produit de sinus/cosinus (facultatif))

cos B cosp = % [ cos(0 + @) + cos(6 — )]

sinfsinp = % [cos(0 — ) — cos(6 + )]

sinf cos p = %[sin(@ +¢) +sin(6 — 9)]
cos%:“‘#s(w) Sinzgzl—#s(%)

En effet : en ajoutant ou soustrayant cos(f + ¢) et cos(f — ¢),
cos(0 + ¢) = cosf cosp — sinfsinp
cos(f — ¢) = cosf cos p + sinBsin @
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B. Fonctions trigonométriques

Formulaire 2 (Produit de sinus/cosinus (facultatif))

cos B cosp = % [ cos(0 + @) + cos(6 — )]
sinfsinp = % [cos(0 — ) — cos(6 + )]
sin 0 cos ¢ = % [sin(8 + ¢) + sin(6 — ¢)]

1 + cos(26) sin20 — 1 — cos(26)

2
0 =
Cos 2 2

En effet : en ajoutant ou soustrayant cos(f + ¢) et cos(f — ¢),

cos(0 + ¢) = cosf cosp — sinfsinp
cos(f — ¢) = cosf cos p + sinBsin @
cos(0 + ¢) + cos(0 — p) = 2cosfcosy
cos(f + ¢) — cos(f — p) = —2sinfsinp
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B. Fonctions trigonométriques

Formulaire 3 (Somme de sinus/cosinus (facultatif))

st - conp =260 52) (5

cosf —cosp = —2sin(0—£¢> sin(e_T(p>
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B. Fonctions trigonométriques

Formulaire 3 (Somme de sinus/cosinus (facultatif))

st - conp =260 52) (5

cosf —cosp = —2sin(0—g(’0> sin(e_T@)
0+ (_)

) (5
) 15)

sin 6 + sin ¢ :2sin(

sinf — sin ¢ :2sin(
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B. Fonctions trigonométriques

Formulaire 3 (Somme de sinus/cosinus (facultatif))

et sno2eo ) (1)

cosf —cosp = —2sin(0—£(’0> sin(o_T(’o)
9+‘p)cos(—)
)cos

-
(222)
2

sin 6 + sin ¢ :2sin(

2
sinf — sin ¢ :2sin(0;(‘0

En effet : on part de cos(a + 3) + cos(aw — 8) = 2 cos a cos 3.
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B. Fonctions trigonométriques

Formulaire 3 (Somme de sinus/cosinus (facultatif))

et sno2eo ) (1)

cosf —cosp = —2sin(0—£(’0) sin(o_T(’o)
9+‘p)cos(—)
)cos

-
(222)
2

sin 6 + sin ¢ :2sin(

2
sinf — sin ¢ :2sin(0;(‘0

En effet : on part de cos(a + 3) + cos(aw — 8) = 2 cos a cos 3.
O+e ; et 6= 0—v

P =
our « >

,onaa+pB=0eta— L=y,
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B. Fonctions trigonométriques

Formulaire 3 (Somme de sinus/cosinus (facultatif))

cosf + cosp = 2cos(9 ; 90) cos(u)

2
=255
s = (5) s 52)
0o 2an(155) ()

En effet : on part de cos(a + ) + cos(a — B) = 2 cos a cos 3.
0+
2 otf=

et I'on trouve cos 6 + cos p = 2cos(0 —iz_ 90) cos(e_Tw).

Pour a = SDonao¢—|—/8—9et04 B =,
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B. Fonctions trigonométriques
Formulaire 4 (Tangente (facultatif))

tan(—6) = —tané Em (I + 9) __ 1
2 tan 6
tan(m + 60) =tan@ - 1
tan(r — ) = —tanf e (§ - 0) = e
tanf + tanp 0 1—tan2g
cosf =
- — %)
tan(0 + ¢) 1—_tanftang 14 tan? 3
. 2tan g
tan(f — @) = tanf —tanyp sinf— ——n2 -
1+tanftangp 14 tan? 3
2tanf d
tan(20) = ———— _ 2tan;
_ tanf =
1—tan260 1—tan2 @
En effet : tan(8 + ) = sin(f + ¢) _ sinf cosp + cosOsin ¢
= cos(f +¢)  cosfcosy — sinBsin
EL"S‘Z + cs:)nsi _ tanf+tang
sin @ sin -
_c059$ 1 —tanftany
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B. Fonctions trigonométriques f) Dérivation

Proposition B.9 (Dérivation)

cos’(8) = —sin(0) sin’ () = cos(0)
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B. Fonctions trigonométriques f) Dérivation

Proposition B.9 (Dérivation)

cos’(8) = —sin(0) sin’(6) = cos(6)

< 19—
=t >
Ov..|........
mel
0
N
a6/ /) 1
: cos 6
0
5 1—.
(0] ey 1

d(cos )

Triangles séparés

g uis
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B. Fonctions trigonométriques f) Dérivation

Proposition B.9 (Dérivation)

cos’(8) = —sin(0) sin’(6) = cos(6)

< 19—
=t >
Ov..|........
mel
0
N
a6/ /) 1
: cos 6
0
5 1—.
(0] ey 1

d(cos )

Triangles séparés

g uis

d(cos )

d(sin 0)
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B. Fonctions trigonométriques f) Dérivation

Proposition B.9 (Dérivation)

cos’(8) = —sin(0) sin’(6) = cos(6)

< 19— Triangles séparés
S ~
N 2
o :
: 0
~/ |z
TOITSE
: £
do/: A\ 5 h
cos f) A(eing d(cos0)
’: cos = (sin )avecﬁze,éﬁzda
L4 o
Y SR 1

d(cos )
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B. Fonctions trigonométriques f) Dérivation

Proposition B.9 (Dérivation)

cos’(8) = —sin(0) sin’(6) = cos(6)
—~ 16 Triangles séparés
S
= 7 )
N2 SO
o :
: 0
/s
T IPSE
: &
a0/’ / : S0
cos @ g d(cos 6)
0 cost = (sin 0) avec ¥ = 6,69 ~ db
: » 69
o 1§ 1 .
tj(cos 6)) Formellement : sin’(9) = W =cos 0
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B. Fonctions trigonométriques f) Dérivation

Proposition B.9 (Dérivation)

cos’(8) = —sin(0) sin’(6) = cos(6)
—~ 14 Triangles séparés
S
= | 9
N2 SO
o :
: 0
-
T IPSE
: =
a6/ /) 1 S0
cos @ g d(cos 6)
0 cost = (sin 0) avec ¥ = 6,69 ~ db
: » 69
o 5 5 1 _
“«--=-->
d(cos ) Formellement : sin’(9) = W =cos 6
En fait : 9 = 0 + % et 69 = 2sin(%)...
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Compléments Et pour aller plus loin...

wSTITU
DES S0
I

LYon

INSA

Courbes de Lissajous Courbes cycloidales

Aimé Lachal Aimé Lachal

http ://math.univ-lyonl.fr/_alachal/diaporamas/ http ://math.univ-lyonl.fr/ alachal/diaporamas/
diaporama_Lissajous/Lissajous.html diaporama_cycloides/cycloides0.html

INSTITUT NATIONAL
DES SCENCES
APPLIOUEES

Ly

Trigonométrie Présentation Maple

Aimé Lachal

http ://math.univ-lyonl.fr/ _alachal/diaporamas/ http ://math.univ-lyonl.fr/ _alachal/diaporamas/
diaporama_trigonometrie.pdf presentation_maple_html/presentation_maple0.html
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