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On appelle module d’un complexe z = x + iy avec x = Re(z) et y = Sm(z), le

nombre réel noté |z| défini par : M(z)
l2l = Vo § 2 g
X

o
Dans le plan représentant les nombres complexes, |z| est la distance entre le point de
coordonnées (x,y) (ou d’affixe z) et |'origine.

Proposition 1.4 (Propriétés (facultatif))
®OVzeC |z|=0<=2z=0

/
© Y(z,2)€C? VneN, |zx 2| =|z| x |Z], |2"| = |z|" et, si 2’ #0, |§ = %
, > Jlz£2| < |z + 2] inégalités — z+7
o v(z2)eC ’{||Z| —|2|| < |zF 2| triangulaires — z-7

O Va e R}, V(z,20) € c?, |z — 20| <a <= M(z) € Duzy),a

Y
© VzeC, [(Ve €R}, |z|<e) <= z=0]

Autre formulation : () Do,- = {O} X
£>0

1. Propriétés dans I'’ensemble des réels

Exemple 1.8

© Les ensembles Z, Q et R ne sont ni majorés ni minorés, ils admettent —oo et
~+00 pour borne inférieure et borne supérieure.

® Soit a et b deux réels tels que a < b.
© Les intervalles [a, b], [a, b[, ]a, b] et ]a, b sont bornés et admettent tous a pour
borne inférieure et b pour borne supérieure.
® L'intervalle [a, b] admet a pour plus petit élément et b pour plus grand élément,
alors que l'intervalle ]a, b[ n'admet ni plus petit ni plus grand élément.
® Les intervalles [a, +oof et ]a, +o00[ sont minorés mais pas majorés, ils
admettent a pour borne inférieure et 400 pour borne supérieure.

© Soit A= {% neN*}.

® L'ensemble A est non vide, majoré par 1 et minorée par 0.

® Onal e Adonc sup(A) = max(A) = 1.

®* OnaVneN* —>0etVe >0, dne N, % < € (choisir un naturel n > %)
Donc inf(A) = 0. Or 0 ¢ A, donc A n'a pas de plus petit élément.
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1. Propriétés dans I’ensemble des réels

Définition 1.5 (Majorant/Minorant)

@ Soit A une partie non vide de R et a un réel.
On dit que a est un majorant de A ou que o majore A si Vx € A, x < a.
On dit que o est un minorant de A ou que oo minore A siVx € A, x > .

@ Si A est une partie non vide de R qui admet (au moins) un majorant (resp. un
minorant), on dit qu'elle est majorée (resp. minorée).

® Si A est a la fois majorée et minorée, on dit qu’elle est bornée, ce qui équivaut
a:3IM>0,Vx €A [x| <M.

© On dit que A admet un plus grand élément (resp. un plus petit élément) o
lorsque « est a la fois un majorant (resp. un minorant) de A et un élément de A.

S'il existe, a s'appelle aussi le maximum (resp. le minimum) de A et se note
max (A) (resp. min (A)).

Remarque 1.6 (Cas des complexes)

On peut étendre la notion d’ensemble borné au cas des nombres complexes en
remplacant la valeur absolue par le module :
Soit A une partie non vide de C. On dit que A est bornée lorsque

IM>0,Vz€A, |z| <M.

1. Propriétés dans I'’ensemble des réels

Soit f : D — R une fonction.

© On dit que f est majorée (resp. minorée) sur D si
JaeR, VxeD, f(x)<a (resp.f(x)=a).
® Sif est majorée sur D alors sup{f(x),x € D} est un nombre fini et se note s:gf(x).
x
® Si f est minorée sur D alors inf{f(x),x € D} est un nombre fini et se note Xingf(x)A
© Si f est une fonction non majorée, on pose par convention sug f(x) = +oo.
x€
© Si f est une fonction non minorée, on pose par convention ;ng f(x) = —o0.
® De maniére analogue, si (un)sen est une suite réelle, on note

sup{un, n € N} =supu, et inf{u,, n€ N} = inf u,.
el neN

1. Propriétés dans I'’ensemble des réels
Définition 1.1 (Valeur absolue)

On appelle valeur absolue d'un réel x, le nombre réel noté |x| défini par :
x six>0
x| = :
—x six<0
Sur la droite représentant les nombres réels, |x| est la distance entre le point
d’abscisse x et |'origine.

Proposition 1.2 (Propriétés)

O VxER, x| =0<=x=0

o Y(x,y) €R, VneN, |xxy| = |x| x|yl |x"]|=|x|"et, siy#0, ‘ﬂ :%
Ix+yl < x|+ vl

[IxI = Iyl < Ix F

0 ¥(x,y) €K, (1 'inlefga{itf? tr'iangula‘ire)
(2 inégalité triangulaire)

<a < —a<x<
ovaeR:,V(x,xo)eR%{‘X' @ asxsa

[x=x0|<a = x—a<x<xn+a x-—a x x+o

6 Vx€eR, [(VeeRy, x| <e) <= x=0]

Autre formulation : () [—¢,e] = {0} —& 0 ¢
£>0

© Pour toute partie non vide et majorée A de R, il existe un unique réel o qui est
le plus petit des majorants de A; ce réel s'appelle la borne supérieure de A et

on le note sup (A). Autrement dit :
Vx € A,
Ve >0,
. TEEA

x<

a=sup(A) < { I A

a—e<x. <

o4

—

A a—¢ R

@ Pour toute partie non vide et minorée A de R, il existe un unique réel 5 qui est
le plus grand des minorants de A; ce réel s'appelle la borne inférieure de A et
on le note inf (A). Autrement dit :

. Vx e A, B<x
’Bimf(A)(:’{Vs>0, Ix. €A, B<x<B+e
-
f BtcA R

Par convention,
© si A est une partie non vide non majorée, on pose sup (A) = 400 ;

® si A est une partie non vide non minorée, on pose inf (A) = —oo ;

® on pose également sup (@) = —oco et inf (&) = +o0.

1. Propriétés dans I'’ensemble des réels
Exemple 1.10 (Limite d’une suite croissante)

Soit (un)nen une suite réelle croissante. Posons ¢ = sup u, € RU {+oco}.
neN

© Si (un)nen est majorée, alors ¢ est un nombre réel (fini).
Up

Le nombre ¢ est caractérisé par
[VneEN, wu,</{] et [Ve>0, 3N.€N, uy, >{—¢]
Par croissance, on a Ve>0, 3N.€N, VneN, [n>N.=/{—e<u,</].
On dit que la suite (un)nen est convergente et admet £ pour limite.




1. Propriétés dans I'’ensemble des réels
Exemple 1.10 (Limite d’une suite croissante)

Soit (un)nen une suite réelle croissante. Posons ¢ = sup u, € RU {+00}.
neN

@ Si (un)nen n'est pas majorée, alors { = +oo (par convention).
Uy

On a
In, €N,
Par croissance, ona YA€ R, 3N, €N, VneN, [n>N, = u,>A]

On dit que la suite (un)nen est divergente et admet +oco pour limite.

VA eR, Uy, > A.

On note lim u, = +o0.
n—+oo

2. Limites d’une fonction

Un peu de vocabulaire qui sera utilisé dans la suite :

Définition 2.1 (Notion de voisinage)

@ On dit qu’une propriété dépendant d’un réel x est vraie au voisinage de xo
lorsqu'il existe un intervalle ouvert de la forme | =]xo — v, xo + o avec a € R%
tel que la propriété soit vraie pour tout x € I\{xo} (ce qui ne I'empéche pas
d'étre éventuellement vraie pour xo également).

@ On dit qu'une propriété est vraie au voisinage de +0o (resp. —oo0) lorsqu'il
existe un intervalle ouvert de la forme | =]A, 00| (resp. ] — 0o, A[) avec A € R
tel que la propriété soit vraie pour tout x € .

Définition 2.2 (Droite réelle achevée)

On appelle droite réelle achevée I'ensemble des réels auquel on adjoint +oco et —oo.
Cet ensemble est noté R. Formellement :

R=RU{—00, +00} = [~00, +00].

2. Limites d’une fonction

Définition 2.4 (Asymptote horizontale)
f(@)
Lorsque Em f =1/ ou Ijm f = {, on dit que
la droite d’équation y = { est une asymptote
VAN

\V

(horizontale) 3 la courbe représentative de f . g‘

Exemple 2.5 (Fonction « inverse »)

Soit f la fonction de la variable réelle définie par 1

I

)=~

On a lim f = 0, donc I'axe des abscisses est une
+oo

asymptote horizontale a la courbe représentative de fo

1. Propriétés dans I'’ensemble des réels

Théoréme 1.11 (Théoréme de la limite monotone)

© Toute suite croissante et majorée est convergente.
Toute suite croi et non est divergente de limite 4-oo.

g
@ Toute suite décroissante et minorée est convergente.
Toute suite décroi e et non ée est divergente de limite —oo.

De maniére unifiée :
® si (un)nen est une suite réelle croissante, alors |lim u, = sup u,;
n—+oo neN
= inf up.
nEN

® si (un)nen est une suite réelle décroissante, alors lim u,
n—+o0

Exemple 1.12 (Suite des inverses)

® Soit Vn e N*, u, = %

654 3 2
La suite (un)nen est décroissante et minorée e.g. par 0.

0«—111 1 1 1

Elle est donc convergente et I'on a |lim wu, = inf u, =0.
n—+o0 neN*
5 1
® Soit Vn e N*, v, =1——.
n 1 2 345
0 2 3 ase 1!
La suite (va)nen est croissante et majorée e.g. par 1.
Elle est donc convergente et 'ona |lim v, = sup v, = 1.
n—+o0 neEN*

1. Propriétés dans I'’ensemble des réels
Exemple 1.13 (Deux séries de Riemann)

1 1.1 1
® Soit VneN*, up =) =14+ "4+ . 1 111213 14 15 16
kz:;kz 4 19 n? Uy Uy Uzl ---
® OnaVneN* up1 —up = m > 0, donc la suite (un)nen est croissante
1 1 1 1
. keN\{1}, 5 < - =— — >
OnavkeN\} Gz <t—p %=1 &
. 1 1 1, _, 1
donc Vn € N*, u,,71+;k2 <1+§(k—1_k)72 n<2.
Ainsi, la suite (un)nen est majorée.
En conclusion, la suite (un)sen est convergente.
n
1 1 1 1
® Soit VneN*, v, =y — =1+ ——+ —+.-..+—. _} 2 3
;\/E \/15 V3 Vol TV e v v
®* OnaVneN* vy — vy = ﬁ > 0, donc la suite (va)sen est croissante.
n
o OnavkeN:, L L — VETT- VK,

> -

vk VE+TI+Vk

doncVneN*, v, > > (Vk+1-vk)=yn+1-1.
k=1

Ainsi, la suite (va)nen n'est pas majorée.

En conclusion, la suite (v»)nen est divergente et ”T Vp = Sup v, = 400.
n—too -

nEN

2. Limites d’une fonction

Dans toute la suite, sauf mention contraire, f désignera une fonction de R
dans R dont I’ensemble de définition D est un intervalle ou une réunion
d’intervalles.

Définition 2.3 (Limite finie en I'i

@ Soit une fonction f définie au voisinage de +oo.
On dit que f admet pour limite un réel £ en +oo lorsque
Ve>0, 3IX.e€R, VxeDf, x>X =|f(x)—{ <e.
Si une telle limite existe, alors elle est unique.

On note alors lim f(x) ={ oulimf ={, ou encore f(x) — Louf — L.
X—+00 +o0 x—+00 +o00

@ Soit une fonction f définie au voisinage de —cc.
On dit que f admet pour limite un réel £ en —oco lorsque
Ve>0, 3IX.€R, VxeDr, x<X = |f(x)—{ <e.
On note alors Xﬂrz\m f(x) =20 ou |7|r°1r1(7 f = £, ou encore f(x) S louf - L.

2. Limites d’une fonction

Définition 2.6 (Limite infinie en I'infini

Soit une fonction f définie au voisinage de +oo.
@ On dit que f admet pour limite +0o en +oo lorsque

VAER, IXa€R, VxeDfy, x>Xa=f(x)>A

On note alors lim f(x) = +o0 ou lim f = 400, ou encore f(x) — +oo0 ou
Xx—>+00 +oo X—+00

f— +o0.
+oo

@ On dit que f admet pour limite —oo en 400 lorsque

VBeR, 3IXgeR, VxeDr, x>Xsg=f(x)<B.
On note alors lim f(x) = —oo ou lim f = —co, ou encore f(x) —» —oo ou
Xx—+00 +oo x—+oo

f — —oo.
+oo

Remarque 2.7

Les définitions précédentes s'adaptent aisément au cas d'une fonction définie au
voisinage de —oo et qui peut donc avoir pour limite —co ou +o0.

2. Limites d’une fonction

f(x)

)=t
<~

IX. €R, Vx€Df, [x>Xo=|f(x)—{ <e]

Ve >0,

2. Limites d’une fonction

f(w)

Xa

i ) = oo

—

VAeR, 3XaeR, VxeDs, [x>Xa= f(x)>A]




2. Limites d’une fonction

Définition 2.8 (Limite d’une suite)
® On dit qu'une suite réelle ou complexe (un)nen converge vers un nombre £ (ou
tend vers L) lorsque

Ve>0, 3N.eN, VneN, n>N.=|u,—{|<e.

On note alors IiT un = { et on dit aussi que (un)nen est convergente.
n—+oo
Une suite qui ne converge pas est dite divergente.
@ On dit qu'une suite réelle (uy)nen a pour limite +o0o (ou tend vers +0o) si

n>N, = u, > A.

YAeR, 3N,eN, VneN,

© On dit qu'une suite réelle (un)nen a pour limite —oo (ou tend vers —oo) si

n>Ng; = u, < B.

VBEeR, 3IN,eN, VneN,

2. Limites d’une fonction

Définition 2.10 (Asymptote verticale)
f(x)

Lorsque lim f = +00 ou lim f = —o0, on dit que
X0

X
la droite d’équation x = xo est une asymptote
(verticale) a la courbe représentative de f.

T ]

Exemple 2.11 (Fonction « inverse absolue »)

Soit f la fonction de la variable réelle définie par
1
f(x)=—.
() ]

On a IiBn f = 400, donc I'axe des ordonnées est une
asymptote verticale a la courbe représentative de f. 0 -

2. Limites d’une fonction

ication des quatre cas)

Définition 2.13 (U
Soit xo € R tel que xo € Dr ou xo est une borne de Dy, et £ € R.

La fonction f admet £ pour limite en xo lorsque :

pour tout voisinage V; de (, il existe un voisinage Vy, de xo tel que f(Vy, N Dr) C V.

f(x) f(z)
Vi
V \
T\
Voo @ Viw °
f(@) ’ -
flz)
Vioo
Vi
—
Voo o Vi N

2. Limites d’une fonction

Définition 2.9 (Limite infinie en un réel)
Soit xo un réel tel que : xo € Df ou xo est une borne de Ds.

@ On dit que f admet pour limite +0o en xo lorsque :

VAER, 3Ja, >0, VxeDf, [|x—x|<a,=f(x)>A
On note alors lim f(x) = +o00 ou lim f = +o0, ou encore f(x) — +o0 ou
x—x0 B x—x0
f — 4o0.
X0

® On dit que f admet pour limite —co en xo lorsque :

VBeR, 3Ja,>0, Vxe€Df, |x—x|<a,=f(x)<B
On note alors lim f(x) = —oo ou lim f = —co, ou encore f(x) — —o0 ou
x—x0 0 P
f — —o0.
X0

2. Limites d’une fonction

e en un réel)

Soit xo un réel tel que : xo € Df ou xo est une borne de Ds.
On dit que f admet le réel £ pour limite en xy lorsque
® premiére formulation :

Ve >0, Ja. >0, Vx€Df |x—x|<a=|f(x)—{<e;
® deuxiéme formulation :
Ve >0, Ja.>0, Vx€Df, x€Elx—aex+a[= f(x)€ll—c,l+¢[;

* troisieme formulation :

Ve >0, Ja.>0, f(lxo—ae,x0+a:[NDf)Cll—e,l+ef.

On note alors lim f(x) = £ oulimf = ¢, ou encore f(x) — £ ou f — L.
x—x) X x—=x0 x

2. Limites d’une fonction

Proposition 2.14 (Unicité/continuité)
@ Si f admet une limite en xo alors cette limite est unique.
® Si f admet une limite finie en xo alors f est bornée au voisinage de xo.

© Sixo € Ds et si f admet pour limite { en xo alors £ = f(xo).
On dit alors que f est continue en xo (cf. § 3).

Remarque 2.15 ((facultatif))

@ Lorsque xp € Dr on définit parfois XILn;Q f(x) =€ par
X#X0
Vx € Dy,

Ve >0, 3Ja.>0, 0< [x—x| <a:=|f(x)—{ <e.

On peut définir de méme xll»";}, f(x) = +oo.
X0
@ Les définitions 2.3 et 2.12 peuvent s'étendre au cas d'une fonction de R dans C
(et méme de C dans C pour la 2.12...) en remplacant les valeurs absolues par
des modules. On a alors le résultat ci-dessous.
Soit f une fonction de R dans C, telle que f(x) = fi(x) +if(x) ol fi et f, sont
deux fonctions de R dans R. Soit /1 +if, € Cet x € R. On a

lim f(x) =t +ily <= ( lim A(x) =6 et lim f(x) = Z;) .
x—x0 x—+x) x—+x

2. Limites d’une fonction

f(z)

X|I_)n)'lq] f(x) = +oo

—
VAeR, 3Ja,>0, VxeDf [x—x|<a,= f(x)>A]
19
f(z)
I R 2 :
el L
To—a, Tota. T

XILn)](gf(x):Z
—
Ja, >0, Vx €D, [Ix—x|<a, = |f(x)—{ <e]
ou encore X € [xo — a,,x0 + a . [= f(x)€]l —e,0+¢]
ou encore f(]xo — a.,x0 + . [NDf) CJl — &, 0 +¢]

Ve >0,

Définition 2.16

@ On dit que f admet le réel £ pour limite a gauche en xo si

Ve>0, Ja.>0, VxeDf, xo—a:<x<x = |f(x)—{<e.
On note alors lim f(x) =£ ou lim f(x)=/(.
X0 "
x<xp =

@ On dit que f admet +oo (resp. —00) pour limite a gauche en xo si
VAER, Ja, >0, Vx € Df, xo — a, < x < xo = f(x) > A (resp. f(x) < A).

On note alors x"_<>"}0 f(x) = +oo ou XILT* f(x) = +oo.
x<x0

On définit de la méme maniére la notion de limite a droite : il suffit, dans les
définitions ci-dessus, de remplacer xo — a. < x < xp par xo < x < Xo + Qe.

Proposition 2.17
© Sixo & D, f admet une limite en x ssi f admet une limite a droite et une limite
a gauche en x et si ces limites sont égales.
@ Sixo € Dy, il faut de plus que : XIi_mQ f(x)= xli_?lﬂ f(x) = f(x0), ce qui revient &

x>x x<x

dire que f est continue en xo (cf. § 3).




2. Limites d’une fonction
Proposition 2.18 (Lien fonctions—suites)

Soit a, £ € R. Les deux énoncés suivants sont équivalents :
o lim f(x)=¢.
x—x0

Pour toute suite de réels telle que i =Xxp, on a i f =4
@ Pour toute sui r (u,,)ngN qu "_!Tmu,, Xo, on n—lToc (un)

Corollaire 2.19 (Un critére de divergence)

Soit xp € R. S'il existe deux suites (un)nen et (Va)nen telles que
lim u, = lim v, =x et les suites-images par f : (f(un))nen et (f(Va))nen
—+00 n—+o00

n
admettent des limites différentes, alors f n’admet pas de limite en xo.

Exemple 2.20 (Fonction « sinus inverse »

Soit f définie sur R* par f(x) = sin 1 Examinons si elle admet une limite en x=0.
X
1
2nm + /2
®*Ona lim uy= lim v,=0
n—+oo n—+o00
et f(un) =0et f(vy) = 1.
® Les suites (f(un))nen et (f(va))nen
admettent des limites différentes.
Ainsi f n’admet pas de limite en 0.

1
® Posons u, = — et v, =
nm

2. Limites d’une fonction
Proposition 2.25 (Composition)

Soit f et g deux fonctions de R dans R et xo, (, ¢ € R.
- _ I o ] _
® Si XILIT;O f(x)=1¢ et;in[g(y) = (' alors X|I_T(Q (gof)(x)=1¢.

® Application a lim (f(x)g(xl) = lim (eg(x)'" f(x)) lorsque f >0 au voisinage de xo :
X—+x0 X—Xo

A 7>1 + +
lerg‘nf £>0 | ) Foo | €€[0,1[ | 400 | 400 0 0 1
- 7 Foo EE) v >0
limg || €R | Tg) Co) | Wl | O Tt o0 0| deo
R B 0 +00 3 +oo 2 0T 2 2
It H 4 ‘ ©) ‘ (+0) ‘ ©) ‘ ‘ ‘ (o)

Les formes indéterminées que I'on rencontre lors de cette opération sont de la forme

0o’ .0’ e 1%

Exemple 2.26 (Exponentielle)

A I'aide de lim In(t+x) _ 1 (cf. exemple 2.36), on voit que
x—=0 X

Vx € R, "HTDO (1 + %)n =e*.

2. Limites d’une fonction

Théoréme 2.29 (Théoréme de la limite monotone)

Soit a et b deux réels ou +oo tels que a < b et | = ]a, b[.

@ Soit f une fonction croissante sur |. Fa)
© Si f est majorée sur |, alors f admet fi(2)
une limite a gauche finie en b. '
© Sif n'est pas majorée sur | alors Iin‘r,\ f(x)=+o0.
x—b~

Dans les deux cas, on a lim f(x) = sup f(x).
x—b~ [

x€]a,b|
© Si f est minorée sur |, alors f admet
une limite a droite finie en a.
© Sif n'est pas minorée sur | alors Iimj(x):—oo.
x—>a

Dans les deux cas, on a lim f(x) = inf f(x).
x—rat x€Ja,b[

@ On a des résultats similaires pour les fonctions
(en éch. les réles de a et b).

N amrrefl
decr

2. Limites d’une fonction

Proposition 2.21 (Addition/multiplication)

Soit f et g deux fonctions de R dans R. Soit xo € R et £,¢' deux nombres réels.

Foo

lim f LER |LER Cogy | to0
X0
limg CeR| IO TEZ [ -o0
)
[ [ [ r5 (5] 7]
lim f LeR | £>0|£<0| 400 | —00 0
X0
img [[CeR] I [ IF IS E5[#=
. + — + —
(o] o [ 75 ] 5 [75 [ ] 7]

® 00 — 00 e 0Xx o0

Les formes indéterminées que |'on rencontre lors de ces opérations sont de la forme

Exemple 2.22 (Polynémes en +00)

La limite en 00 d'une fonction polyndme est égale a la limite de son monéme de plus

P
haut degré : si a, #0, lim Y awx¥= lim a,x"=+oco si p > 1 (signe a préciser).
x—ztoo (Zh x—too

2. Limites ion

Proposition 2.23 (

Soit f et g deux fonctions de R dans R. Soit xo € R et £,¢' deux nombres réels.

= — >0 <0
Il)glnf LeR [LeR| 40 0o | Foo ou+ oo | ou— oo 0
- TaTE 7>0(0> i r
g CERY| Foo | 02y | wlo | T°| oo ()
—f 4 +00 —00 +00 —00

‘ o= H 7 ‘ 0 ‘ (o0) ‘ (+o0) (=20) o |7

Les formes indéterminées que |'on rencontre lors de cette opération sont de la forme
00 0

o 0

Exemple 2.24 (Fractions rationnelles en +o0)

La limite en 0o d'une fraction rationnelle est égale a la limite du quotient des
mondmes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur :

P

Zakxk ) +o00 si p>q (signe a préciser)
i . k=0 — lim X _J)o0o sip<gq
sapoenzo ip Soo iy o

> b — sip=gq

k=0

2. Limites d’une fonction

Soit f une fonction définie au voisinage de +oc. Y
© S'il existe des réels a et b tels que
im (f(x) = (ax + b)) =0,
on dit que la droite d’équation y = ax + b est
asymptote (oblique) a la courbe représentative

de f au voisinage de +oo.
Dans ce cas, les nombres a et b sont donnés par

lim fx)
x—=+oo X

= t b= i f(x) — ax).
a e . —:Too( (x) — ax)
@ S'il existe un réel a tel que

f

lim i) =a et

x—=+o00 X

on dit que la courbe représentative de f admet
une branche parabolique de direction asymptotique|
la droite d'équation y = ax en +oo.

f(x)

HT (f(x) — ax) = oo,

® Si lim = +o0, on dit que la courbe repré-
x—+00 X

y=azx

sentative de f admet une branche parabolique de
direction asymptotique |'axe des ordonnées en +oo.

2. Limites d’une fonction
Exemple 2.28 (Asymptote oblique)

® Soit f la fonction définie au voisinage
de +oo par v

f(x):§+1+45'%.

Ona lim 2% _¢ (cf. exemple 2.35) *
x—t+oo X s

. X
donc X_I:Tw (f(x) -3~ 1) =0. 2

La courbe représentative de f admet une ’
asymptote en +oo d'équation y = % +1)

FONE RN

® Soit g la fonction définie au voisinage

de +oo par 4

(X)ix2—6x+14 .

8= T T .

Ona lim G = 1 :
x—too X 2

L X
puis xﬂToo (g(x) - 5) =-2. ‘
La courbe représentative de g admet une ,\————=r———
X
asymptote en +oo d'équation y = 5 2.

2. Limites d’une fonction

- 1
Soit f la fonction définie sur ]0,1[ par f(x) = EL/x)
1
. . ™ a . E(1/x)
© La fonction « partie entiére » étant croissante
et la fonction « inverse » étant décroissante,
par composition, f est croissante. '
1 1 08 3
* Pour tout x €]0,1[, = > 1 donc E<7> >1 :
X X '
0.6 '
puis f(x) €]0,1]. — i
Ainsi la fonction f est bornée sur ]0, 1[. 0.4 _ ;
® En conséquence, f admet des limites finies 0.2 __-_ 1
en 0 a droite et en 1 a gauche. 1/ v
En fait, lim f(x)=0et lim f(x)=1. of 02 04 o6 08 Mt
x—0* x—1—

Exemple 2.30 (Partie entiére et inverse)

2. Limites d’une fonction

- . Inx . } o
Partant de la limite lim —— =0, a I'aide de changements de variable on déduit les
x—=+o0 X
&
m — =400, lim xe* =0 que I'on peut généraliser :
X——00

limites lim xIlnx =0, i
x—0t x—+00 X

Proposition 2.31 (Croissances comparées (cf. exemple 4.3))

@ Pour tout o > 0 et tout B € R,

lim M=0

et lim x*|Inx|” =o0.
x—rtoo X x—0*

i

Les puissances du logarithme sont «négligeables3

devant les fonctions puissances positives. s
s
@ Pour tout oo > 0 et tout 3 € R, .
o y=va
. e .
lim =400 et lim [x|["e™ =0.
x—+o0 XxB X—>—00 2 i
. . P 1
Les fonctions p es sont « Ii bl

devant les puissances positives de I'exponentielle. © 1 2 5 & & & 78 i




Proposition 2.32 (Ordre et limites)

@ Soit f et g des fonctions telles que f < g au voisinage de xo
© Sif et g admettent des limites finies ¢ et ' en xo alors £ < {'.
® Si lim f(x) = o0 alors lim g(x) = +oo.
x—x0 x—>x0
® Si lim g(x) = —o0 alors lim f(x) = —oc.
X—rXg X=X
@ Sif et g admettent resp. { et £’ comme limites en xo et si £ < £, alors f < g au
voisinage de xo.
® Soit « € R. Si XIL",]@ f(x) = et sil> a alors f > « au voisinage de xo.
En particulier, si £ > 0 alors f > 0 au voisinage de xo.

Remarque 2.33 (Inégalités strictes/larges)

On prendra garde aux inégalités strictes et larges : si f et g sont des fonctions telles
que f < g au voisinage de xo et admettent des limites £ et ¢’ en xo, on n'a pas
nécessairement ¢ < ¢’ et I'on peut avoir £ = ',

Ex. : f(x)=0et g(x)=; en +00. On a f<g sur]0,+o0f et IiT f(x)= "T g(x)=0.

Théoréme 2.34 (Théoréme de I'encadrement)

Soit f, g et h des fonctions de R dans R et xo,¢ € R.

Si les fonctions f, g et h vérifient g(x) < f(x) < h(x) au voisinage de xo, et si
lim g(x) = lim h(x) = ¢ alors lim f(x)=¢.

X—rXg X—rXg X=FXp

2. Limites d’une fonction

Exemple 2.35 (Fonction « sinus cardinal »)
Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = 0%

© Etude en 0

sin x .
® Avec tanx = , on tire
Cos X

. tanx
lim =il
x—=0 X
2 X A
® Avec 1 — cosx = 2 sin” —, on tire
l1—cosx 1

x2 2°

* De I'encadrement géométrique
V¥x €]0,7/2[, sinx < x < tanx
(I'angle x étant mesuré en radians), on
obtient Vx €]0,7/2[, cosx < f(x) <1 lim
duquel on déduit lim f(x) = 1. 5=
x>0t -

® Etude en +o00

De I'encadrement Vx € R, |sinx| <1,

on tire Vx € R, |f(x)| <

ATl . sin x
déduit lim —— =
x—too X

o
o
=
o
o
3.
o
o
o
S
T o
.

duquel on
x|

sina
a7

T ue)

o :

3. Continuité d’une fonction

Définition 3.1 (Continuité)
Soit f une fonction de R dans R et xo € Ds.

@ On dit que f est continue en xg lorsque f admet une limite en xo, et cette limite
est alors nécessairement f(xo) (d'aprés proposition 2.14). Autrement dit :

f continue en xo <= lim f(x) = f(xo)
X—Xg
Vx € Df,
@ On dit que f est continue a gauche (resp. a droite) en xo lorsque
XIi_mﬂ f(x) = f(x) (resp. lim f(x) = f(x0)).

X=X
x<x x>xp

< (Ve>0, 3a>0, [x = x| < = [f(x) — f(x0)| < &).

Proposition 3.2
f est continue en xo ssi f est continue a gauche et a droite en xg.

Exemple 3.3 (Fonction « partie entiére »)

Soit n € Z. Au voisinage de n, on a E(z)
_n six €[nn+1]
E(X)_{n—l sixe[n—1,n n=l

donc lim E(x) = n = E(n) et |im E(x) = n—1# E(n).
x>n x<n
La fonction partie entiére est continue a droite en n mais pas a gauche.

n—lnn+1%

3. Continuité d’une fonction

Remarque 3.4 (Disco
® Pour une fonction f, il existe deux types de discontinuité en xo € Dr :
© discontinuité de premiére espéce : f admet une limite a droite et une
limite a gauche en xp, mais 'une au moins de ces deux limites n'est pas
égale a f(xo).
© discontinuité de deuxiéme espéce : f n'admet pas de limite a droite
et/ou a gauche en xo.
@ Si xo ¢ Dr et si f admet pour limite le réel £ en xo, on peut prolonger f en
si X # Xo

posant :
7o - [ Fx)
f(x)7{£ six = Xxg

La fonction ¥ ainsi obtenue est continue en x, : on dit qu'on a prolongé f par
continuité en xo.

Exemple 3.5 (Prolongement par continuité)
X2 —x—2

x—2

Soit f la fonction de la variable réelle définie par f(x) =

® OnaDf =R\{2} et Vx € Dy, f(x) = x+ 1. ® Le prolongement par continuité
ainsi construit s’écrit simplement :
f:R — R
x — x+1

* Donc Iim2 f(x) = 3 et I'on peut prolonger
x—
la fonction f par continuité en 2 en posant
F(2) =3.

3. Continuité d’une fonction

Proposition 3.7 (Opérations)

© Opérations
Si f et g sont deux fonctions de R dans R continues en xg et si A est un réel,
alors les fonctions f + g, \f et fg sont continues en x.

. f .
Si de plus g(x0) # 0 alors 5 est continue en xo.
® Composition
Si f est continue en xo et si g est continue en f(x) alors (g o f) est continue
en xp.
© Inégalités
Si f est continue en xp alors f est bornée au voisinage de xg.
Si f est continue en xo et si f(xo) > 0 alors f(x) > 0 au voisinage de xo.

Remarque 3.8 (Extension aux fonctions a valeurs complexes (facultatif))

Soit f une fonction de R dans C, telle que f(x) = fi(x) + if2(x) ou i et > sont deux
fonctions de R dans R. Alors
la fonction f est continue en xo € R ssi les fonctions fi et f, sont continues en xg.

3. Continuité d’une fonction

Définition 3.9 (Continuité sur un intervalle)

La fonction f est dite continue sur I'intervalle | lorsque f est continue en tout xo de |.

Théoréme 3.10 (Théoréme des valeurs intermédiaires)

) ) ) f(z)
Soit f une fonction continue sur [a, b).
® Pour tout réel k compris entre f(a)
et f(b), il existe au moins un réel ¢
dans l'intervalle [a, b] tel que
f(c) = k.
fla) oo
En particulier, si f(a) et f(b) sont de
signes opposés, alors il existe au B '
moins un réel ¢ dans [a, b] tel que £
f(c)=0.

2. Limites d'une fonction
Exemple 2.36 (Fonctions logarithme/exponentielle)

® De I'encadrement géométrique o

Vx €]1, 4+o0], 7)(;1 <Ihx<x-1
In(x)
x—1

Par symétrie, on tire

=1

on obtient lim
x—1+

Iimm:l.
x—1x —1

© Par changements de variables, on a

lim

x—0

X
ME+AX) e im &=L g
X x—0 X

3. Continuité d’une fonction
Exemple 3.6 (Exponentielle-inverse)

® Soit g: R* — R
x —» el/x

® Soit f: R* — R

x — e Y/
La fonction g admet une limite a gauche
finie en 0 qui vaut O et une limite a
droite infinie en 0. Elle présente donc une
discontinuité de deuxiéme espéce et
n’est pas prolongeable par continuité en 0.

La fonction f admet une limite finie en
0 qui vaut 0. Elle est donc prolongeable
par continuité en 0 en posant f(0) = 0.

—1/|z 1/x
oIl ol
08 6
32
5
06
4
05
0.4 3
.3
2
1
0)
-6 -5 -4 -3 -2 -1 12 3 45 6] -6 -5 -4 -3 -2 -1 123 45 6]

3. Continuité d’une fonction
Exemple 3.11 (Algorithme de dichotomie (facultatif))

Posons ag = a et by = b.

On a f(ao)f(bo) <0,

donc f admet un zéro dans [ao, bo].
Posons a; = @ et by = by.

On a f(a1)f(b1) <0,

donc f admet un zéro dans [ay, b1].

Soit f est une fonction continue sur [a, b] telle
que f(a) et f(b) soient de signes opposés (ou
de maniére équivalente f(a)f(b) < 0.) .

f(@)

Posons a, = a1 et by =
On a f(a)f(b2) <O,
donc f admet un zéro dans [az, b2].

.

Posons as = a; et b3 = #

On a f(as)f(b3) <O,

donc f admet un zéro dans [as, bs].
Posons a; = ﬂ;—b‘\ et by = bs.

On a f(as)f(bs) <O,

donc f admet un zéro dans [as, ba].
Posons a5 = # et bs = by.

On a f(as)f(bs) <0,

donc f admet un zéro dans [as, bs).

ay i i by




3. Continuité d’une fonction

On construit ainsi de proche en proche deux suites de points ag, a1, a2, ... et
bo, b1, by, ... dans [a, b] telles que pour chaque n € N, I'intervalle [ant1, bnt1] est
I'une des deux “moitiés” de [a,, by] et f(a,)f(b,) <O.

On a donc une suite d'intervalles fermés emboités [ao, bo] D [a1, b1] D [a2, 2] D ...
de longueurs ¢y = by — a0, {1 = bo/2, lo = 80/22. ..
En conséquence, les deux suites (an)nen et (bn)nen Vérifient :
® (an)nen est croissante et (by)nen est décroissante ;
* lim (by,—an) =0.
n—+oo

On a donc affaire a deux suites adjacentes (cf. cours du 2™ semestre).
Elles sont convergentes et admettent la méme limite ¢ € [a, b] :

+oo
lim a lim b,=c ouencoreﬂab ={c}).
n—+oo " n—+oo " ( [n, n] { })
n=0
Par continuité, on en tire

lim f(an) = Jim f(bn) = f(c).

n

Enfin, la propriété f(a,)f(ba) < 0 entraine f(c)? < 0 soit f(c) = 0. L'algorithme de
dichotomie conduit donc a un zéro de la fonction f.

Exemple 3.11 (Algorithme de dichotomie (facultatif))

Remarque 3.16 (Contre-exemples)

Le théoréme peut étre mis en défaut si I'une des hypothéses n'est pas satisfaite.

f(@) I(@)
M
 E— f discontinue I non fermé
f(I) non fermé f(/) non borné
n m M
@ E I @ 7 =
f(z)
M
I non borné
f(I) non fermé
m Y
a ) i

La fonction cos réalise une bijection de y
[0, 7] sur [-1,1] et I'on note arccos sa ~ §
fonction réciproque. On a donc :

arccos : [—1,1] — [0, 7]
x — arccos(x)  y=arccosx

e 7= arccos(x) 7= cos(y) Y
x €[-1,1] y € [0,

@ arccos est continue, strictement Vxe[-1,1], sin(arccos(x)) = /1 — x2
décroissante sur [—1,1]. o
Vx e [-1,1]\{0}, tan(arccos(x))= VA=
Vx €[-1,1], cos(arccos(x))=x X
Vx €[0,m], arccos(cos(x))=x® Vxe€[—-1,1], arcsin(x) + arccos(x)= g

3. Continuité d’une fonction

Corollaire 3.12 (Image d’un intervalle)

L’image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

fla)
Si la fonction présente au moins une discontinuité,
son image peut ne pas étre un intervalle.

@ b
Exemple 3.14 (Fonction caractéristique de Q (facultatif))
- 1 sixe
Soit f la fonction définie par f(x) = s! x€Q
0 sixeR\Q

La fonction f prend les deux seules valeurs 0 et 1. On a f(R) = {0, 1} et plus
généralement, pour tous réels a, b tels que a < b, il existe un rationnel et un
irrationnel entre a et b (on dit que Q et R\Q sont denses dans R), donc f([a, b])={0, 1}

La fonction f n’est donc continue sur aucun intervalle (non réduit a un point) de R.

3. Continuité d’une fonction

Théoréme 3.17 (Théoréme de la bijection)

Soit f une fonction continue et Y o
strictement monotone sur un intervalle |. b y=/,"(x)

@ f(l) est un intervalle dont les bornes o, y

sont les limites de f aux bornes de I.

Il
8

@ f réalise une bijection de | sur f(I).

£(0)

I

y="f(z)

© f! est continue et strictement
monotone sur f(I), de méme sens de
variation que f.
Rappel : les courbes représentatives de f et
f~! dans un repére orthonormal du plan
sont symétriques |'une de |'autre par
rapport a la droite d'équation y = x.

Yo

7@e % Toj0) i

Exemple 3.18 (Logarithme/exponentielle)

La fonction In :]0, +00[— R est continue, strictement
croissante de limites —oco et +0c en 0™ et oo respectivement.

Elle est donc bijective. Sa réciproque est appelée fonction
exponentielle et notée exp : R — 0, +oof.

3. Continuité d’une fonction

iti ition 3.23 (Fonction arctan)

La fonction tan réalise une bijection de v
]—g, g[ sur R et I'on note arctan sa ytanx
™
fonction réciproque. On a donc : 2
T L——
arctan : ]R—)]——,—[ y =arctan x.
2°2
x — arctan(x) 0 & %
2
= arcta X = tan(y
et{y Rr n(x)@{ E} 7(r)7r[ g
X € y 2
Proposition 3.24
9 g 1 5 six>0
@ arctan est continue, strictement ) arctan(x) + arctan <,> — 2 .
croissante et impaire sur R. X ) six<0
Vx€eR tan(arctan(x)) = x - 1
) v [ B Vx €R, cos(arctan(x)) = T
x€|=515 | arctan(tan(x)) = x g »

Vx €R, sin(arctan(x)) =

V1+ x2

3. Continuité d’une fonction
Théoréme 3.15 (Image d’un fermé borné : théoréme des valeurs extrémes)

Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, b).

Alors f est bornée sur [a, b] et atteint ses
bornes inférieure et supérieure m et M :

= inf f(x)= min f
m= dify f0d = min, FC)
et M= sup f(x)= max f(x).
x€[a,b] ) x€la,b] )
Autrement dit : il existe deux réels x; et x»
dans [a, b] tels que f(x1) = m et f(x2) = M.
De plus,

f([a, b]) = [m, M].
L’image d'un intervalle fermé borné par

une fonction continue est encore un
intervalle fermé borné.

3. Continuité d’une fonction

La fonction sin réalise une bijection de Y
T . .
[_E’ 5 sur [—1,1] et I'on note arcsin | y=arcsinx
sa fonction réciproque. On a donc : 2 l,"”y:sinx
T ™ 1 v i
arcsin @ [—1,1] — [—7,7} P
2°2 _Z
Xx — arcsin(x) 2 -1
. 0 1 7w |
= arcsin(x x =sin(y) 2
=y
X s y 22 77777777 o
2

Proposition 3.20
@ arcsin est continue, strictement
croissante et impaire sur [—1,1].

Vx€[-1,1], cos(arcsin(x))=v1— x2

¥xe[-1,1],  sin(aresin(x)=x @ | vxe] ~ 1,1, tan(arcsin(x)) = ——=—
T T - H . Xz
Vxe [_57 5] , arcsin(sin(x))=x

3. Continuité d’une fonction

Exemple 3.25 (Courbes en « dents de scie »)

arcsin(sin x)

>

5m 3m ™ 3m 5m x
_3NT/Z211- —Z —m\-3 0z o\ ¥ /2r ¥ 3
T x
2
arccos(cos x)
£
—3m —2m - 0 ™ 27 3r *

arctan(tan x)

AN

=37 —57“ 27 —%w =3 0




3. Continuité d’une fonction 4. Comparaison locale de deux fonctions 4. Comparaison locale de deux fonci
Exemple 3.26 (Billard rectangulaire (facultatif)) Problématique Outil de comparaison
Un outil mathématique pour comparer les « ordres de grandeur » de deux fonctions

x(t) = 2aresin(sin(7t)) ¢ € [0,27] Comparaison d'« ordre de grandeur » de deux fonctions au voisinage d'un point. F & 7 e verieme T pelie 5o @ I @ (b Miftes dly (eppae ée F 68T
! .

y(t) = arcsin(sin(4t))

Yy

Courbe paramétrée {
Trois cas de figure se présentent :

@ Exemple 1 : comparaison des fonctions identité et carré
Yy

@ soit la limite de — en xp est finie non nulle, c'est donc un réel non nul £.

* x? est « beaucoup plus grand » que x

lorsque x est « grand »; Dans ce cas, la limite de E en xp vaut 1;

. - f R
@ soit la limite de — en xp est infinie ou nulle.

* x? est « beaucoup plus petit » que x

lorsque x est « petit ». a o -
q P Lorsqu’elle est infinie, la limite de g en xp est alors nulle;

f
x © soit la limite de — en x n’existe pas. (Cette situation ne sera pas considérée ici.

® Exemple 2 : comparaison des fonctions cosinus et sinus

Les deux premiers cas conduisent a deux situations génériques : on va développer deux

Xr Dans le triangle ci-contre, lorsque I'angle x est « petit » :
© les trois cotés sont « petits », notions de comparaisons associées aux cas ot la limite de 2 en xo vaut 0 ou 1.
. Ao ’ . 5 3 S x
le c6té vertchaI (sin x) et I'hypoténuse (2sin 5) bo? Formellement -
sont du « méme ordre de grandeur », 3 p
* alors que le cété horizontal (1 — cos x) est o\ * lorsque IimE: 0, on introduira la notion de « négligeabilité locale (ou asymptotique) »
X0
« beaucoup plus petit ». a f
1 —cosx * lorsque Iimg =1, onintroduira la notion d'« équivalence locale (ou asymptotique) ».
X0
55

53
4. Comparaison locale de deux fonctions 4. Comparaison locale de deux fonctions 4. Comparaison locale de deux fonctions

Définition 4.5 (Equivalence)

Soit xo € R, f et g deux fonctions définies au voisinage de xo. Proposition 4.4 (OPerat'ons) . = . P ..

. o B 1 13 .. vy . . P .. Soit xo € R, f et g deux fonctions définies au voisinage de xo.
On dit que f est néglig g au ige de xo lorsqu'il existe une Soit f, g, h et k quatre fonctions définies au voisinage de x. ) S N e . .
fonction & définie sur un voisinage 1 de xo telle que On dit que f est éq eagau ige de xq lorsqu'il existe une fonction ¢
! 1nie sur un voisinag % qu f=o(g) définie sur un voisinage V de x telle que

o Transitivité : = f = o(h). VxeWo), F(x) = o(x)g(x) et XIL"QDW(X) =1.

Vx € V\{x}, f(x)=e(x)g(x) et Xll_Tq] e(x) =0. g% o(h)

On note alors f = o(g) ou encore f(x) e o(g(x)) (notation de Landau). © Opérations :

Remarque : il s'agit d’une notation abusive, on devrait noter f € 04,(g). * Multiplication par un réel : Va €R, f=o(g) — aof = o(g).
X0 X0 or e . .
Proposition 4.2 (Formulation simple) F— o(h) Proposition 4.6 (Formulation simple)
* Addition : = f+g=o(h). Soit xo € R, f et g deux fonctions définies au voisinage de xq.
X0

On note alors f ~ g ou encore f(x) ~ g(x) (notation de Landau).
X0 X=X

Soit xo € R, f et g deux fonctions définies au voisinage de xo, g ne s’annulant pas 0 o(h)
au voisinage de xo. Alors f=o(g) = lim==0. g€ " © Si g ne s’annule pas au voisinage de xo, alors
X 0 g . f(x
En particulier : f = o(1) <= limf = 0. f = o(h) frg = le % =1
bl i ® Multiplication :  * b => fxg=o(hk). D o glx
" ” g o o(k) = ® Onaf~0 <= f estnulle au voisinage de xo.
Exemple 4.3 (Croissances comparées (cf. proposition 2.31)) %o
. T . Ya >0, |f" = oflhl") - —
0 Sia> falonx = o) e X = _olc") 1  pusneess o) = {0 U
© Pourtousa >0et 8> 0: ox* = o(e™) eefx — O(W) o <0, [h Py o([f|*) f ot n'implique pas nécessairement |'existence d'une limite en xo pour f et g.
X—+0o0 X——00 X o X
1 Mais si ces limites existent, alors elles sont égales.
e (Inx)® = o(x?) e|lnx|* = o —)
BAED x—0" xP 56 57 58

4. Comparaison locale de deux fonctions

ion 4.14 (Dérivabilité)

Soit f une application d’un intervalle | dans R et xo un point situé a l'intérieur de |.

4. Comparaison locale de deux fonctions 4. Comparaison locale de deux fonctions

Proposition 4.11 (Equivalence et né

Proposition 4.8 (Relation d’équivalence)

Soit f, g et h trois fonctions définies au voisinage de xo. o f~g < (f—g)=o(g) (et aussi o(f)). On écrit alors g = f + o(f).
© Réflexivité : f ~ f. . K ¢ ® On dit que f est dérivable en xo si I'application x — fx) = o) admet une
X0 . .
im0 - - ® Si [f~getg:o(h)] ou si [f = o(g) et g ~ h], alors f = o(h). X — Xo
© Symétrie : f e & i & 0 g g K limite finie en xo.
© Sif ~ g et si g est non nulle au voisinage de xo, alors f et g sont de méme
J © On note alors cette limite f'(xo) et on I'appelle le nombre dérivé de f en xo :

© Transitivité : [f ~g et g~ h] = f~h
U = = signe au voisinage de xo.

F(x) = Fx0) _ o FOoth) = fx0)

Proposition 4.9 (Limites et équivalence) Remarque 4.12 (Notion relative/absolue) Flla) = l':rx% X0 st h

Sl 7 &8 g s omerions TS e vetkiege d2 %o On fera attention de ne pas confondre f ~ g avec lim(f — g) = 0. En effet :
OVLeER", lim f(x)={ < f~ L X0 0 e W m
X% o frg < f=g+o(g) alorsque lim(f—g)=0 <= f=g+o(l). Proposition 4.15 ( é et comparaison)
X0 X0 X0 X0
® VLeR", [xll»n?<0 f(x)=1¢ et xh—?l.) g(x) = l] = f > g. Contre-cxemplel: o2t ~ X2 alorsque (%4 x) — X2 0. Supposons la fonction f dérivable en x;. Alors :
X—+00 X—r+00
Fx) = F0) 4 F/(0)(x = ) + o(x — o).
x—x0

o VILER, [f ~g et limg(x)= ] = lim f(x) = ¢ o (x*—x) — 0 alorsque x* % x.
X0 X=X X=X E=0 x—0
Cette relation fournit un développement limité d’ordre 1 en xo.

Remarque 4.10 Proposition 4.13 (Multiplication/division/puissances) En conséquence :
Lorsque f admet une limite nulle ou infinie en xo, la notion d'équivalence est Soit f, g, h, k des fonctions définies au voisinage de xo et o € R. ® Sif'(x)#0alors . f(x) = f(x0) ~ F(x0)(x = x)-
non-triviale... Dans ce cas, un probléme intéressant est de rechercher une fonction Sif ~hetgnr~ k, alors : £ oh x>
simple g tel que f ~ g. * 0 oefxgn~hxk * —~ — o |f|* ~ |h|* @ Si f'(x) =0 alors : f(x) = f(x) = o(x— xo).
X0 x0 g x k X0 Xx—rxg
60 61




4. Comparaison locale de deux fonctions

Ce résultat permet d’établir la plupart des équivalents usuels a connaitre :

Exemple 4.16 (Equivalents usuels)

® Fonctions exponentielle/logarithme/puissance :

ee"—1 ~ x eln(l+x) ~ x o (1+x)*—1 ~ ax
x—=0 x—0 X0

® Fonctions trigonométriques :

2

. X
esinx ~ Xx e tanx ~ Xx ecosx—1 ~ ——
x—0 x—0 x=0 2
e arcsinx ~ X e arctanx ~ x
x—0 x—=0
® Fonctions hyperboliques :
eshx ~ x o thx ~ x echx—1 ~ —
x—=0 x—0 x—0 2
x x
e e
echx ~ — e shx ~ —
x—+00 x—+oo 2

4. Comparaison locale de deux fonctions

Exemple 4.19 n hyperbolique)

Soit o € R et f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = shx + athx.
® Analyse en 0 : on ashx ~ xetthx ~ x.
x—=0 x—0 y
® Sia# -1, alors f(x) A (a+1)x. -
® Si o= —1, alors f(x) = o(x). a=1
x— .

Dans ce cas : ::?1
f(x)=shx7thx=thx(chx721)A g e
Orthx ~ xetchx—1 ~ —. ol

x—0 x—0 2 a=—

On obtient alors f(x) i
obtient alors T )

e a=2

® Analyse en +00 :onashx ~ —etthx ~ 1. a=1

x—too 2 x—+00 =0

e* o

ot = of3) =
o e a=-3
On en déduit que f(x) e B P

- T

4. Comparaison locale de deux fonctions

En regle générale, on n’ajoute pas d’équivalents, c’est-a-dire :
(ﬁ ~giethn~ gz) n’implique pas fi + £ ~ g1 + g.
X0 X0 X0

O Sif~get
X0

tels que

On a toutefois les résultats suivants :

Proposition 4.17 (Somme et équivalence)

h=o(g) alors f + h~ g.
X0 X0

® Sif=o(g)alorsf+g~g.
0 0

© Soit fi, > et g trois fonctions définies au voisinage de xo et a1, az deux réels

fi~aig et h~aog.
0 0

® Siaq+ oz =0 alors i + f, = o(g).
X0

Il 'y a alors deux cas a distinguer pour la somme fi + f> :

® Sion+ap #0 alors fi + f ~ (a1 + a2)g.
X0

Soit a, b, ¢ € R. Analyse en +oco de la fonction f définie par f(x)=

calcul de limite/asymptote)

x2+ax+b —cx.

4. Comparaison locale de deux fonctions
Exemple 4.18 (Fonctions polynémes/fractions rationnelles)

@ Soit m et n deux entiers naturels tels que m < n, am, am+1, am+2, - - - , an des
réels tels que an #0 et a,#0, et P la fonction polynéme définie pour tout réel x
n

par P(x) = Z aix®. Alors :
k=m

P(x) ~ ax".

.
P 5y ou et P 1y

. a3 73 e 2 o~ ~ 4
Exemple : pour P(x) = 3x*—7x’+5x*—x, on a P(X)x—»o X et P(x)x_‘ioo 3x*

® Soit P une fonction polynéme non nulle et « une racine de P d'ordre de
multiplicité p. Alors :
P(M)(a) u
P(x) el (x —a)k.

Exemple : pour P(x) = 3x* — 7x* + 5x* — x, on a P(x) ~ 2x— 1)2
x>

©® Soit p et g deux entiers naturels, ap, ap—1,ap—2,..., a0 et bg, bg—1, bg—2,..., bo
des réels tels que a, # 0 et by # 0, et P et Q les fonctions polynémes définies
P

q
pour tout réel x par P(x) = Zakxk et Q(x) = Z bix®. Alors :
k=0 —o0

P(x)

Q(x) x5o0 by

a, -
b P—a.

4. Comparaison locale de deux fonci

Exemple 4.20 (Un calcul de e/asymptote)

Soit a, b, ¢ € R. Analyse en +co de la fonction f définie par f(x)=

x2+ax—+b —cx.

®Onax?+ax+b ~ x%puisVx2fax+b ~ x.
x—=+o0 X—»+00 Yy
c=04
c=0.6
° S ~ (1—
Si ¢ # 1, alors f(x)xﬂﬁo (1-c)x, ?2 -
d'otr lim f(x)=o0. c=1.2
X—r+00 ] c=14
0 T
® Sic=1, alors f(x) = o(x). A B=B
Dans ce cas, f(x)=v/x2+ax+b _X_axi-l—b
' VxZtax+b+x .
Or Vx2+ax+b + x ot 2x. c=04
x—r+oo
g §at0 § c=0.6
On obtient alors f(x) ~
ol B getbr0  —of ot
2x N B c=12
(onaf(x)=0lorsquea=b=0etc=1) =1l
o) T
"N q a
dot lim f(x)=7. a=detb=9

@ Application : considérons la fonction g définie par y

g(x) = V/x2+ax+b.
® En choisissant ¢ = 1 dans f,
. . a
o [ (1+3)) <0

donc C; admet une asymptote D en +oco
d’'équation y = x + —.

y=a+2

y=g(z)

2 2
¢ Puis g(x)—(x+f) S e S
2 Vx2+ax+b+(x+ 3)
32
i PR
x—too 2X sib# 3
2

(onag(x) =x+ % lorsque b = %).

On en déduit que Cg est au-dessus (resp. au-dessous) de D
2 22

7

au voisinage de +oco lorsque b > % (resp. b <

a=dethb=9

4. Comparaison locale de deux fonctions

Proposition 4.21 (Composition « a droite »)

Soit xo et ty dans R, f et g deux fonctions définies au voisinage de xo et ¢ une
fonction telle que f o ¢ et g o ¢ existent au voisinage de to.

Si f~g et limp=x), alors fop~goyp.
Xg to to

Remarque 4.22 (Composition « a gauche »)

Il n'y a pas de regle générale pour la composition « a gauche » :
En général, si f et g sont deux fonctions définies au voisinage de xp et ¢ une fonction
telle que 1) o f et 1) o g existent au voisinage de xo,

f~g =5 pof ~dog.
x0 x0

x24x

~

—+00
eOnal+x® ~ 1+x mais
x—0

x? mais €

X—r+00
In(1+x%) 7 In(1+x).
x—0

Contre-exemple : & On a x* 4 x e
x

© Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de xq.
ef vef = lim(f—g)=0.
X0 X0

® Soit f et g sont définies et strictement positives au voisinage de xo.

Sif~getsilim f(x) = lim g(x) =¢ € [0,400]\{1}, alors : In(f) ~ In(g).
0 X0 x—x0 %
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Notions a retenir

* Maitrise de la valeur absolue

Borne supérieure/inférieure
+ ldentification et détermination

Limites

Maitrise des techniques de calculs
+ Théoréme de la limite monotone
+ Recherche d'asymptote

+ Limites usuelles a connaitre...

*

Continuité ponctuelle
+ Prolongement par continuité
+ Opérations
+ Théorémes fondamentaux
(TVI/TVE/théoréme de la bijection)

Fonctions trigonométriques réciproques
+ Graphes et quelques propriétés a connaitre
+ Maitrise de la réciprocité
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Notions de négligeabilité et d'équivalence asymptotiques
Comparaison locale de fonctions, ordre de grandeur local
Exemples usuels a connaitre
Détermination d'équivalents par opérations diverses
Utilisation pour les calculs de limites
Etude de I'allure locale d’une courbe
Détermination de branches infinies, d'asymptotes
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