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Exercice 1

(N.B. Les trois questions sont indépendantes)

© Calculer, a I'aide d'une décomposition en éléments simples,
I'intégrale suivante :

e

—dx.

2 x2—6x+10

@ Calculer, a I'aide du changement de variables x = ef, la primitive
suivante : dt

/ e’ L et

© Résoudre sur les intervalles |—oco, —2[ et |—2, 400 I'équation

différentielle suivante :

(E) (t+2)ua(t) + u(t) =3t(t +2).

L'équation (E) admet-elle des solutions définies sur R ?
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Exercice n°1

©@ — Calcul d’intégrale :
3 3
° /2 x2—6)i<—|—10 dx = /2 (x—;)2—|—1 dx
3 _ 3
-/, (X_X3)§+1 de 3 (x_::)2+1 dx
- ; [In((x—3)2+1)E + 3 [arctan(x —3)]3

soit

3 X 3r 1
X =T _ 2.
/2 s =% 2@
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Exercice n°1

@ — Calcul de primitive :
o Changement de variable x = e’ (x > 0) :

X (en fait t = Inx), puis

dx = etdt = xdt ou encore dt = —
X

/ dt _/ dx _/ dx
e2tret ) x3+x2 ) x®(x+1)
Or F(x) = 1 B aer+ c

X Cox(x+1) x2 x x+1
avec

c= lim (x+1f(x)=1, a=limx*f(x)=1.

x——1 x—0

D’autre part,

lim xf(x)=b+c=0= b= —1.

X—00

Primitives et équations différentielles Aimé Lachal



Exercice n°1

@ — Calcul de primitive :
o Changement de variable x = e’ (x > 0) :

X (en fait t = Inx), puis

dx = etdt = xdt ou encore dt = —
X

/ dt _/ dx _/ dx
e2tret ) x3+x2 ) x®(x+1)
Ainsi
1 1 1 1
fx)= == — = .
() x2(x+1) x? x+x—|—1
Donc
dx 1 1 1 x+1] 1
X (St —)dx =1 —S4C
/x2(x—|—1) /(x2 x+x—|—1) = ' X
; dt
t o — —
sol /e2f~|—ef =In(e *+1)—e "+C.
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Exercice n°1

© — Equation homogene associée a (E) :
(En) (t+2)up(t)+ up(t) =0.
Solution générale de (Ep) sur chacun des intervalles | — oo, —2[
et | -2, +oo :

up(t) = Ae=nltt2l = avec A€ R,

|t + 2|
soit, sur |—o0, —2[ U ]—2, 400 :

sit<—2
uy(t) = avec \, 1 € R.
sit>—2

Remarque : I'ensemble des solutions de (Ey) est un sous-espace vectoriel du R-e.v. des
fonctions dérivables de R\{—2} dans R, de base {t — H%]l],ooy,Z[, t— H%]l],z,ﬂ,o[}

(dimension 2).
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Exercice n°1

© — Recherche d’une solution particuliére de (E) (méthode
de la variation de la constante) :
A(t)
t) =
)=
A(t) L 2
Reportons dans (E) : 5 = 3t, soit A(t) = 3t* + 6t,
ou encore
At) = £ + 3% (+0).
D'ou
0 t3 4 3t2
u = — .
) t+2
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Exercice n°1

© — Solution générale de (E) : u(t) = up(t) + up(t)

34324+ N
“i12 sit<—2
u(t) =1 . ) avec A\, i € R.
43t
— sit> -2

t+2
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Exercice n°1

© — Recherche des solutions de (E) sur R :

Continuité en —2 :
u est prolongeable par continuité en —2

<
o 34321 B33+ o
[im —— et lim —————— existent et coincident
t——2— t+ 2 t——2+ t+2
<
A=p=—4
Dans ce cas,
t34+3t2-4
(1) t+2
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Exercice n°1
© — Recherche des solutions de (E) sur R :

Le prolongement par continuité t — t? 4+ t — 2 est dérivable
et c'est la seule solution de (E) définie sur R.

Primitives et équations différentielles Aimé Lachal



Exercice 2

(N.B. Les deux questions sont dépendantes)

@ Calculer a 'aide d'une intégration par parties la primitive

suivante :
/tsin(t)dt.

@ Résoudre sur les intervalles |[—o0, 0[ et |0, +oc] les équations
différentielles suivantes :

(E1) ta(t)
(Ex) ta(t)

u(t) + t*sin(t),
2u(t) + t*sin(t).

Les équations (E;) et (E;) admettent-elles des solutions définies
sur R tout entier?
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Exercice n° 2

©@ — Calcul de primitive :

Intégration par parties :

/tsin(t)dt :/td[— cos(t)] = —t cos(t) +/cos(t)dt

soit :

/tsin(t)dt =sin(t) — tcos(t) + C.
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Exercice n° 2

@ — Equation homogene associée a (£;) :
(ElH) tle(t) = UlH(t).
Solution générale de (Ejy) sur chacun des intervalles |—oo, 0f et
10, 4-o0[ :

up(t) = AeMlth = Alt| avec A € R,

soit, sur |—o0, 0[ U ]0, +o0] :

At sit<O0
t) = avec \, i € R,
tan(t) put  sit>0 Y s

Remarque : I'ensemble des solutions de (Ejy) est un sous-espace vectoriel du R-e.v. des

fonctions dérivables de R* dans R, de base {t =t _oo,0p t t]1]07+00[} (dimension 2).
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Exercice n° 2

@ — Recherche d’une solution particuliére de (£;) :
Méthode de la variation de la constante : u;p(1) = A\(t)t.

Reportons dans (E;) : A(t)t? = t3sin(t), soit A(t) = tsin(t),
ou encore A\(t)=sin(t)—tcos(t). D'ou une solution particuliére :

up(t) = tsin(t) — t2 cos(t).
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Exercice n° 2

@ — Solution générale de (£;) sur R* :

. Ul(t) = UlH(t) -+ Ulp(f)
Soit :

At + tsin(t) — t>cos(t) sit<0
u(t) = avec \, € R.
pt + tsin(t) — t?cos(t) sit>0
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Exercice n° 2

@ — Recherche des solutions de (E;) sur R :
1) uy est prolongeable par continuité en posant u;(0) =0;

2) dérivabilité en 0 :
ce prolongement est dérivable en 0

—

. () i o u(t)
in0) = i e n(0) = i
existent et coincident
<

A= L.
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Exercice n° 2

@ — Recherche des solutions de (E;) sur R :

D'ou la solution générale de (E;) sur R :

u1(t) = A\t + tsin(t) — t?cos(t) avec A € R.
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Exercice n° 2

@ — Equation homogene associée a (£,) :
(E2H) tL.IgH(t) = 2U2H(t).
Solution générale de (Eyy) sur chacun des intervalles |—oo, 0f et
10, +o0f :

oy(t) = A2t = Af?  avec A € R,

soit, sur |—o0, 0[ U ]0, +o0] :

M2 sit<0

t2n(t) = pt?  sit>0

avec A\, u € R.

Remarque : I'ensemble des solutions de (Eyy) est un sous-espace vectoriel du R-e.v. des

fonctions dérivables de R* dans R, de base {t»—) t2]1]_oo,0[, t—> t2]1]0,+oo[} (dimension 2).
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Exercice n° 2

@ — Recherche d’une solution particuliére de (£,) :
Méthode de la variation de la constante : (1) = \(t)t2.

Reportons dans (E,) : A(t)t3 = t*sin(t), soit A(t) = tsin(t),
ou encore A\(t)=sin(t)—tcos(t). D'ou une solution particuliére :

uop(t) = t2sin(t) — t3 cos(t).

AN ..,
NV
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Exercice n° 2

@ — Solution générale de (E;) sur R* :

- Ug(t) = U2H(t) -+ UQP(T_')
soit :

A2 + t?sin(t) — t3cos(t) sit <0
u(t) = avec \, 1 € R.
pt? + t2sin(t) — t3cos(t) sit>0
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Exercice n° 2

@ — Recherche des solutions de (E;) sur R :

1) u, est prolongeable par continuité en posant u,(0) =0;

Uz(t)

2) ce prolongement est dérivable en 0 car i,,(0) = lim ;
t—0—
) . w(t) . . .
et U24(0) = ||r{)1+ " existent et coincident (quels que soient
t—

Aetp):
M U2d(0) - Uzg(O) - 0
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Exercice n° 2

@ — Recherche des solutions de (E;) sur R :

D'ou la solution générale de (E;) sur R :

At? + t?sin(t) — t3cos(t) sit <0
u(t) = avec A\, it € R.
pt? + t2sin(t) — t3cos(t) sit >0
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Exercice 3

(N.B. Les deux questions sont dépendantes)

© Calculer les primitives suivantes :
o 2 'aide d'une intégration par parties : /(t +1)e”tdt;

o a |'aide d'une décomposition en éléments simples : /

o a l'aide du changement de variables x = e! : / r—
e E—

© Résoudre les équations différentielles suivantes :
o sur les intervalles | —o0, 0] et |0, +oof :
(E1) (e"—1)u(t)+u(t)=t+1.

L’équation (E;) admet-elle des solutions définies sur R tout entier ?
o sur les intervalles | —o0,0[, ]0,1[ et |1, 400 :

(B2) (£ —t)a(t) +u(t)=t+1.

L'équation (E;) admet-elle des solutions définies sur |—oo, 1] ?
Sur ]0, +00[ ? Sur R tout entier?
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Exercice n° 3

©@ — Calcul de primitives :
o Intégration par parties :

[+ netde=[(e+1)dl-e ] = ~(t+1)e  + [etd

soit :

/(t +1)e fdt = —(t +2)e "+ C.
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Exercice n° 3

©@ — Calcul de primitives :
o Décomposition en éléments simples :
1 1 a b
f(t) = = = — 4+

t2—t t(t—-1) t t-—1
avec a=Ilimtf(t)=-1, b:Iiml(t—l)f(t):l.

t—0

Donc / —/dt—/ldt
t2 —t t

1 _
/ dt:In‘H'+C.
t t

t2

soit :

Remarque : la fonction f étant définie sur |—o0,0[U]0,1[ U]1, +oo[, on devrait choisir
des constantes C indépendantes sur chacun des intervalles :

In| 52|+ G site]—oo,0],
/idt: '“}tf1|+c2 sitelod
In| 52|+ G site]l, ool

Primitives et équations différentielles Aimé Lachal



Exercice n° 3

©@ — Calcul de primitives :

o Changement de variable x = e’ (x > 0) :
(1) 1 1
n = =
A

d
dx = et dt = xdt ou encore dt = — (en fait t = Inx), puis
X

dt dx x—1
/et—l_/x2—x_|n‘ X ‘+C

dt let — 1 .
[ o= C =l -1 -+ C

donc :

Remarque : la fonction g étant définie sur ]—oo, 0[ U ]0, +-o00[, on devrait choisir des
constantes C indépendantes sur chacun des intervalles :

dt Inlet —1| —t+ G sitée€]—oo,0,
et—1  lInlet =1 —t+ G site]l0,+oof.
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Exercice n° 3

@ — Equation homogene associée a (£;) :
(Ein) (" = 1)inn(t) + vrn(t) = 0.

Solution générale de (E1y) sur chacun des intervalles |—o0, 0] et

10, +o0f :
t
p(t) = Aetne -1 = 1] avec A € R,
e J—
soit, sur |—o0, 0[ U ]0, +o0] :
t
A te sit<0
un(t) = € ot 1 avec A\, i € R.
sit>0

Aimé Lachal
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Exercice n° 3

@ — Recherche d’une solution particuliére de (£;) : of
Méthode de la variation de la constante : u;p(1) = A(t) —
. . € —
Reportons dans (E;) : A(t)e' =t + 1, soit A(t) = (t + 1)e™ ",
ou encore A(t) = —(t + 2)e~*. D’ou une solution particuliére :
t+2
Ulp(f) = _et — 1
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Exercice n° 3

@ — Solution générale de (£;) sur R* :
Ul(t) = UlH(t) + Ulp(f)

soit :
el —t—2
et 1 sit<O0
u(t) = ues—_t—Z avec \, i € R.

[
I8
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Exercice n° 3

© — Recherche des solutions de (E;) sur R :
Continuité en 0 :
u; est prolongeable par continuité en 0

e
el —t—2 . opet—t—2 .
im ———— et lim —————— existent et coincident
t—0— et — t—0+ et —
<
A=pu=2
Dans ce cas :
2et —t—2 t
nu(t)=—=2— et limu(t) =1.
1() et —1 et — 1 t—0 1()

La seule solution possible sur R est

sit+#0,
1 sit=0.
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Exercice n° 3

© — Recherche des solutions de (E;) sur R :
Développement limité d'ordre 1 en 0 du prolongement :

iy (t)

50 t+ 2t2+ o(t?) t=0

1
14+ -t + o(t).

2

Le prolongement par continuité i; est donc dérivable en 0 et

c'est la seule

solution de (E) définie sur R.

n
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Exercice n° 3

@ — Equation homogene associée a (£,) :
(Ear) (£ = t)ion(t) + won(t) = 0.
Solution générale de (Eyy) sur chacun des intervalles |—o0, 0],
10,1 et |1, +o0] :
t t
wn(t) = AerlEl = A‘tl‘ avec A € R,

soit, sur |—o00,0[ U0, 1{U]1, 4o0] :

t
A—— sit<0
t_tl
up(t) = ] si0<t<1l avec\pu,veR.
t
e sit>1
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Exercice n° 3

@ — Recherche d’'une solution particuliere de (£) :
Méthode de la variation de la constante : w5 (1) = A(t) 1
. : 1
Reportons dans (E,) : A(t) t? = t+1, soit A(t) = o

1 . . e
ou encore A(t) = In|t| — T D'ou une solution particuliére :
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Exercice n° 3

@ — Solution générale de (E;) sur |—00,0[U]0,1[U]1, +o0] :
Ug(t) = U2H(t) + UQP(f)

At+tin|t|—1
— X sit<0
int—1
. t —
soit 1| ua(t) = ,u—l—ttnlt si0<t<1 avec A\, u,veR.
vt+tint—1 .
—— sit>1
t—1
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Exercice n° 3

© — Recherche des solutions de (E;) sur |—o0, 1] :
1) u, est prolongeable par continuité en 0 en posant u,(0) = 1.
Mais ce prolongement n’est pas dérivable en O :

n(t) =1  Ainjf-1

lim = +00,
t—0~ t t—1

-1 I -1
im us(t) _ Bt n|t| _
t—0+ t t—1

(Ez) n'admet donc pas de solution définie sur |—oo, 1[ ni sur R.

Primitives et équations différentielles Aimé Lachal



Exercice n° 3

© — Recherche des solutions de (E;) sur |0, +o0o] :
2) Continuité en 1 :

u, est prolongeable par continuité en 1

—
. pt+tin|t|—1 . vtttin|t|-1 o
lim ———————— et lim ——————— existent et coincident
t—1- t—1 t—1t t—1
<~
w=v=11
Dans ce cas :
t+tin|t|]—1 tin|t| _
h(t) = ——— =1+ —— et limu(t)=2.
2(t) t—1 M fim va(t)
La seule solution possible sur ]0, +oc| est
tin|t|
- 1 sit=#£1,
Go(t)={" " -1 7
2 sit=1.
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Exercice n° 3

© — Recherche des solutions de (E;) sur |0, +o0o] :
2) Dérivabilité en 1 :
Calculons le développement limité d'ordre 1 en 1 de i, en
posantt =1+ h:

Ga(14h) — 14In(1+ h)+ "ETH)

h—
Le prolongement par continuité i est donc dérivable en 1.

Primitives et équations différentielles
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Exercice n° 3

© — Recherche des solutions de (E;) sur |0, +o0o] :
Ainsi, (E;) admet pour unique solution sur |0, +oo| :

25

05
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Exercice 4

(N.B. Les deux questions sont dépendantes)

@ Calculer les primitives :
e sur ]—1,1[ a I'aide du changement de variables ¢t = sin(6),
0el|-n/2,7/2[: 1
(1-1¢)
e sur |—oo, —1[ et sur ]1,4o0[ a I'aide des changements de
variables respectifs t = —ch(6) et t =ch(f), 6 > 0 :

1
— 5 dt.
/ (2 — 1)3/2

@ Résoudre sur les intervalles |—oo, —1[, |-1,1[ et ]1, +o0]
I'’équation différentielle suivante :
(E) (£ —1)a(t)=tu(t)-1.
L'équation (E) admet-elle des solutions définies sur |—oo, 1[?
Sur |—1,+00[? Sur R tout entier?
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Exercice n°4

©@ — Calcul de primitive :
Changement de variable :

o Sur]-1,1[: t =sinf (0 € |-7/2,7/2[)

1 t
———dt = df =tanf+C = C
/<1_tz>3/2 [ = on € =

ho tel
o Sur o0, —1[U]1L, +oo[ : £ {+C pour t € ]1, 4o0[

—ch@ pour t € |—o0, —1]

1 1
7dt:i/—d0: coth 6+ C = — +C
/(t2 _1)3 g T T NG

Soit :

_s n(l—t2)t
/ S gn( )t e
|t—1| 12 — 1]
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Exercice n°4

@ — Equation homogene associée a (E) :
(En) (£ = 1)in(t) = tun(t).

Solution générale de (Ep) sur chacun des intervalles |—oco, —1],
| —1,1] et ]1,4+o0] :

up(t) = Aezn -1l = 4 |t?> — 1] avec A€ R,
soit, sur |]—oo, —1[U]—1,1[{U]1, +o0] :
AWt2—1 sit< -1

up(t)=qpuv1—1t2 si—1<t<1l avec\ pu,veR
vVt?2—1 sit>1

Remarque : I'ensemble des solutions de (Ep) est un sous-espace vectoriel du R-e.v. des
fonctions dérivables de R\{—1,1} dans R, de base
{t — Vit — 1]1],007,1[, t—Vv1— t2]1],1’1[, t— V2 — 1]1]1,+<>o[} (dimension 3).
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Exercice n°4

©@ — Recherche d’une solution particuliere de (E
Méthode de la variation de la constante : up(t) = A(t)y/[t2 — 1].
3/2
Reportons dans (E) : sgn(t* — 1) )tz — 1‘ = —1,
soit A(t) = 7%2&11_'3322), ou encore \(t) = —=

Ve

D’ou une solution particuliere :

Up(f) =t.

A4 98 9 94 a2
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Exercice n°4

@ — Solution générale de (E) sur |—oo, —1[U]|—-1,1[U]1, +o0]

u(t)

soit :

UH(t) + U,D(t)

MWt2 -1+t sit<—1
n(t)=puv/1—t2+t si—-1<t<1 avec A pu,veR.
vVt =1+t sit>1

/1N
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Exercice n°4

@ — Recherche des solutions de (E) sur R :
1) u est prolongeable par continuité en posant u(—1) = —1 et
u(l) =1;
2) dérivabilité en —1 et 1:
ce prolongement est dérivable en —1 et 1

—

- . u(t)+1 u(t)+1
les limites lim ——— et lim
t—»—1- t+1 t——1+ t+ 1

t)—1 t) -1
et les limites Iim& et Iim&
t—1- t — t—1+ t —

existent et coincident

existent et coincident

<~
A=p=v=0.
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Exercice n°4

@ — Recherche des solutions de (E) sur R :

D'ou I'unique solution de (E) sur R : m

1

05

8

Primitives et équations différentielles Aimé Lachal



Exercice b
Soit a et b des fonctions définies et continues sur un intervalle / de R
a valeurs réelles ainsi que ty € .

On considere I'équation différentielle (E) : a(t) + a(t) u(t) = b(t).

On note {uy, A € R} I'ensemble des solutions de (E) et I'on appelle,
pour tout A € R, C) la courbe représentative de u,.

© Pour chaque )\ € R, écrire une équation de la tangente 7, a la
courbe C au point de coordonnées (ty, ux(to)).
© o On suppose que a(tp) #0. Montrer que les droites Ty, A € R, sont

concourantes.
e On suppose que a(tg)=0. Que peut-on dire des droites T, A € R?

© Examiner I'exemple ou a(t) = b(t) =t et to € {0,1}.
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Exercice n°5

@ Equation de la tangente 7, dans le plan xOy :

y :L])\(to)(X — to) + U)\(to)
soit
y = ux(to)[1 = a(to) (x — to)] + b(to)(x — to).

@ o Supposons a(ty) # 0.
Un éventuel point commun (xg, y;) aux droites Ty, A € R,

vérifie donc
VA € R, (o) |a(to)(x1 — to) — 1| + [y1 — b(to) (x1 — to)| = 0.

D'autre part uy est de la forme Ap+1 ou ¢ ne s'annule pas
sur | (solution exponentielle de I'équation homogene associée
a (E)) et ¢ est une solution particuliere de (E).

VA € R, Ap(to)[a(to) (a — to) — 1]
+ (¢(to) [a(to) (1 — to) —1] + [y1—b(to)(x1—10) | ) = O
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Exercice n°5

@ Equation de la tangente 7, dans le plan xOy :
y :L])\(to)(X — to) + U)\(to)

soit
y = ux(to)[1 = a(to) (x — to)] + b(to)(x — to).

@ o Supposons a(ty) # 0.
Remarquant que VA€ R, aA+3=0= a = =0, onen
tire le systeme

1

alto) (1 — to) = 1 TR )
{yl ~ b(to) (3 — tg) = O de solution Yy b(to)
a(to)

Les tangentes 7y, A € R, sont donc concourantes, le point de

1 b(t0)>.

concours ayant pour coordonnées <to + ——

a(to) a(to)
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Exercice n°5

@ Equation de la tangente 7, dans le plan xOy :
y :L])\(to)(X — to) + U)\(to)

soit
y = ux(to) [1 = a(to) (x — to)] + b(to)(x — o).

@ o Supposons a(to) # 0.

\ 1
pente de T : —
ito) = —alto)ulty) + it X =To+ a(to)

bitg) ) X, = )

Aimé Lachal
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Exercice n°5

@ Equation de la tangente 7, dans le plan xOy :

y :L])\(to)(X — to) + U)\(to)
soit
y = ux(to) [1 = a(to) (x — to)] + b(to)(x — o).

@ o Supposons a(ty) = 0.
L'équation de 7, s'écrit

y = b(to)(x — to) + ur(to)-

Les tangentes 7, A € R, ont méme pente b(tp), elles sont
donc paralléles.
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Exercice n°5

@ Casa(t)=b(t)=t
o Equation différentielle :
(E):a(t)+tu(t) =t

o Solution générale :
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Exercice n°5

@ Casa(t)=0b(t)=t
e Enty=1:
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Exercice n°5

@ Casa(t)=b(t)=t

e Enty=0:
FAY
777N /. N
e =X
TN X =
N\ N4
N/ 7




MERCI DE VOTRE PARTICIPATION
A CE DERNIER BONUS TRACK!

Merci!
THAVK You!
4
Z o)
4
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