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1. Un polynéme ad hoc




1. Un polynéme ad hoc

@ Partons de _
sin((2n +1)0) = Im(e’(z”“)@): Im [cos(6) + isin(8)]"*

—Im (25 (2”: 1) [cos(0)]2" 2% [ sin(0)1k>

k=0
n 2 1
_ Z(—l)p< n-+
2p+1

- sin(G)i(—l)p<§Z::: 1)(1 — sin2(8))"P sin??(6)

p=0
= sin(0) P(sin*(9))
ou P est le polynome défini par

n 2n+1
P = —1)°
S

p=0

> cos®"2P(9) sin*Pt1(9)

)(1 — X)"PXP,
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1. Un polynéme ad hoc

@ On adonc

sin((2n + 1)0)‘

V0 € R\RZ,  P(sin(0)) = == 1oy

@ Résolvons I'équation P(sin?(f)) =0 :
P(sin?(6)) = 0 <= sin((2n + 1)#) = 0 et sin(f) # 0
<~ Jk € Z, (2n+1)9:k7ret6¢7rZ
,n}.

), k € {1,...,n}, sont n racines

Les solutions dans 0, 7 5n +1'

Donc, les nombres sin? (2nJrl
distinctes du polynéme P.

D’autre part, P est de degré n. Les nombres précédents sont
exactement toutes les racines de P.
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1. Un polynéme ad hoc

@ On peut donc factoriser P par [];_; (X - sinz(zﬂl)) ou encore

2n+1

n X
= >\I<1;[1 (1 - sin2(2§11))

ou A est une constante.

Le terme constant de P = Zgzo(—l)p@gﬁ)(l — X)"PXP est
obtenu pour p=0:c'est A =2n+ 1.

On a donc pour tout € R\7Z :

psin?(9)) = S V) o )T (1 - s'”(e)>)

sm(@) b Sinz(ij_l
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2. Une factorisation du sinus




2. Une factorisation du sinus

Proposition

Vx € R, sin(x):(2n+1)sin< X )ﬁ(l—%)

2n+1

k=1

On va calculer la limite de cette expression lorsque n — +00.

@ On ad'abord

HETOOQn +1) sin(znj_ 1> =X

Soit m un entier inférieur a n. On décompose le produit selon

kl;ll(l sin2(2:j;1) Xk:l;[“ 1 5in2(2:il) |

On va calculer la limite de chacun de ces deux produits lorsque
n — 400, puis m — 400.

Sinus et produit eulérien Aimé Lachal



2. Une factorisation du sinus

m sin? (5=
@ On examine d'abord le produit H (1 - (2"+1))

On a

H X
lim S'n<2n+1) _ X
’H“Csin( km ) kT

donc, m étant fixé,
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2. Une factorisation du sinus

n sin2( - )
. . . 2n+1
© On examine ensuite le produit | | 1-——<%|.

On a les inégalités élémentaires
Vx eR, ¥ >1+x et Vxel0,1/2], In(1—x) > —2x.
En écrivant pour une suite de ¢, € [0,1/2]

[I(1—ex) = e > 1 1 3 In(1—g) > 123 &y,
k k k

on obtient
n

0<1— J] (1—ex)< 2Zak

k=m+1 k=m+1
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2. Une factorisation du sinus

n sin2( - )
. . . 2n+1
© On examine ensuite le produit | | 1-——<%|.

On choisit sin2( x )

avec x suffisamment petit pour que ¢, € [0,1/2].
A I'aide de I'encadrement élémentaire

Yu € [0, 7r/2] <sin(u) < o,
on trouve x2
. 0 < Ek < M7
puis
s 2 X
n sin n 2 "1
0<1— ] 1—_2(2":1> 2 a<i Yy =
k=m-+1 sin (2,,3:1) k=m+1 2 Ik
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2. Une factorisation du sinus

n sin2( - )
. . . 2n+1
© On examine ensuite le produit | | 1-——<%|.

k=m+1
Enfin,
| n 1 n 1 1 1 1
b 3 Lo > (Y=L
o k k:m+1k(k_1) iomnk=1k m - n

Pour chague m, la suite ( n i) est croissante et
q > kemi1ie nsm

majorée (par 1/m), donc convergente et

0< lim >

, . 1
. (,,hfroo 2 k) =0
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2. Une factorisation du sinus

n
© On examine ensuite le produit H 1—-—=
Sin2( km )

Ainsi,

. _ n sin? p
e [nm Al (1 - E;)] =1
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3. Un résultat magnifique...




3. Un résultat magnifique...

Théoréme (Euler)

+00 X2
Vx € R, sin(x) = x kl:[l <1 — k27r2)
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3. Un résultat magnifique...

Théoréeme (Euler)
2
Vx € R, sin(x _XH<1_k2 )

1= 2 =
cot(x) = x * = x* — k?m? - k:z_:oo x — km
1 ™= 1
sin?(x) k:z_oo (x — k)2
1 2 = 1
sin*(x)  3sin’(x) k:z—:oo (x — km)*

Indication : la derlvee Iogarlthmlque de sin est cot, la dérivée de cot est —1/sin?,
la dérivée de 1/sin? est 6/sin* —4/sin?...
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3. Un résultat magnifique...

A I'aide du développement limité

3
sin(x) =X~ 5 + o(x?)
et de la formule
1 Too 1
sin?(x) k:z—oo (x — km)?’
on trouve
2 %1 1 1 Foo 1
— > = lim
T2 Pt k2 x—=0 ( :Z_Oo (x — km)? kgl (x — k’/T)2>
i 1 1 1
= lim e
x—0 S|n2(x) x2 3
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3. Un résultat magnifique...

A I'aide du développement limité

- = x4 X 5
sin(x) 0¥ 5 + 120 + o(x°)

et de la formule

1 2 B io 1
sin(x)  3sin®(x) . (x — km)*
on trouve
2 21 —1 1 +00 1
— > = lim ST N —
o kb ox=0 (k_z—:oo (x — km)* kzz:l (x — k7T)4)
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3. Un résultat magnifique...

Corollaire
*f:o 1 7 *f:o 1 7t
— k26 =kt 90

Démonstration heuristique de la premiére somme

Partant des deux formulations du sinus produit infini/somme infinie,
on tire

. sin(x) *t% x? =, X
Wx € R, 10 (1_ kw) Sy

X k=1 p=0

En identifiant les coefficients de x? de part et d'autre :

+ZO° 11
= k2r2 3l

d'ou le résultat.
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MERCI !

MERCI D’ETRE RESTES
JUSQU’AU BOUT!
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