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Introduction

L’ADN est une macromolécule trés longue constituée d’un grand nombre de désoxyribonucléotides,
eux-mémes composés d’une base, d’un ose et d’un groupe phosphate. La séquence précise des bases recele
I'information génétique, tandis que les oses et les groupes phosphates jouent un role structural. Les bases
d’un ADN sont des dérivés de la purine et de la pyrimidine. Les purines des ADN sont I’adénine (A) et la
guanine (G) et les pyrimidines sont la cytosine (C) et la thymine (7"). Un ADN est donc caractérisé par
la séquence de ses bases A, C, G, T. Lors de son évolution au cours du temps, ’ADN subit des mutations :
une ou plusieurs bases peuvent se substituer & d’autres. Plusieurs modéles stochastiques ont été introduits
pour décrire le processus de mutation d’une base occupant un certain site fixé sur ’ADN. On définit X,
le type de base présent au site considéré a l'instant ¢. (X;):>0 est un processus stochastique a valeurs
dans Palphabet A = {A,C,G,T}.

Les modeles présentés ci-dessous sont des modeéles pour lesquels (X;)¢>o est une chaine de Markov
homogene. Cette chaine est caractérisée par la donnée des probabilités suivantes, pour a,b € A et 0 <
s <1,

P(Xo = a) = ma(0),

P(X,=b| Xs =a et (Xy)ogugs) = Pab(t — 5).

On introduit alors les vecteurs-ligne 7(0) = (74(0))qeca (loi initiale) et 7(t) = (P(X; = a))qea (loi de
Xt), ainsi que la matrice P(t) = (pab(t))(a,p)cax.a- On a

7(t) = 7(0)P(t).
La famille de matrices (P(t))¢>0 constitue un semi-groupe. En effet,
Pap(s+1t) =P(Xs4: =0 | Xo =a)

=Y P(X.=c| Xo=a)P(Xert =b| X, =)
ceA

= Z Pac (5)pcb (t)

ceA
(égalité de Chapman-Kolmogorov), soit :
P(s+t) = P(s)P(t).
On introduit alors le générateur infinitésimal de ce semi-groupe :

A= lim 1[P(e)— 1] = P'(0).

On a
2P +) — P(0)] = P0) 2 [P(e) — 1] = 2 [P() ~ TIP(0)

relation de laquelle on déduit les équations différentielles

P'(t)= AP(t) et P'(t)=P(t)A.



Ce sont les équations progressive et rétrograde de Kolmogorov (forward and backward equations) qui,
complétées de la condition initiale P(0) = I, se résolvent facilement lorsque I’espace d’états est fini. Leur
solution commune est

P(t) = exp(tA).

Signalons que la matrice A = (Aap)(a,p)cAx.a contient des informations sur les sauts de la chaine
(Xt)t>0- On a d’abord V(a,b) € Ax A, Agp > 0 et Z(mb)eAxA Aqp = 0. Notons ensuite 77 = inf{t > 0 :
X; # Xo} linstant du premier saut et \, = —Ay, = 0. Alors la v.a. (Th | Xo = a) suit la loi de
Poisson P(\,) i.e. sa densité est P(T) € dt | Xo = a)/dt = A\,e " a? et la loi de probabilité de la v.a.

(X1, | Xo = a) est donnée par P(X7, =b | Xog = a) = A‘“’.
a

1 Modéle & un paramétre (T.H. Jukes & C. Cantor, 1969)

On suppose que les substitutions entre les bases se produisent au hasard de maniére équiprobable.
Ainsi, pendant un laps de temps [t, + €] avec € — 07, pour tout a € A et b€ A\ {a},

P(Xiye =b| Xy = a) = ac +o(e),

et donc
P(Xtie =a | Xi =a) =1—3ae+ o(e)

(voir Figure 1). Le parameétre 3a représente le taux de substitution d’une base.

A<—“—C | A G ¢ T
A | -3« « « «

af XY |a G « -3« « o
C « « -3« «

G a T T « « « —3a

FIGURE 1 — Modéle & un paramétre

1.1 Détermination du semi-groupe

On va déterminer la probabilité pp(t) = P(X; = b | Xo = a) pour toutes bases a,b € A. Les données

s’écrivent sous forme matricielle
P(e) =1— Ae+o(¢g)

ol A est le générateur infinitésimal de la chaine de Markov (X¢)¢>0 :

Calculons explicitement exp(tA). Ecrivons A = 4a(J — I) avec J = 1 (i i i %) Ona J? = Jet
alors - Y
exp(datJ) = z (4315')” J' =1+ (e* —1)J
n=0
puis

P(t) = e exp(4at]) = e 4 4 (1 — e722%).J.



Ainsi P(t) est de la forme

ot a(t) et b(t) sont respectivement associés aux probabilités de conservation et de substitution d’une base
a 'instant ¢ selon

a(t) = P(Xy = Xo) = § [1 4 3e*1],
LPOXG # X0) = 11— o]

On voit que

prouvant ainsi que la chaine de Markov (X3):>0 est ergodique et que sa loi stationnaire (état d’équilibre)
est la probabilite m = (1/4,1/4,1/4,1/4).

1.2 Probabilité de mutation

Pour estimer le taux « & partir des observations ou la date d’origine de ’espéce étudiée lorsqu’elle est
trés éloignée des temps d’observation, il est judicieux de suivre I’évolution de deux descendances issues
du méme ancétre et de les comparer a4 chaque instant sur 1’échelle des temps d’observation.

Considérons donc deux descendances (X;)¢>o0 et (Y3)i>0 issues du méme ancétre Xy = Yj. On suppose
que ces deux descendances sont, conditionnellement & I’égalité Xy = Yy, indépendantes et de méme loi et
I’on va déterminer & ’aide d’une équation différentielle la probabilité d’observer & I'instant ¢ une identité :
It)=P(X; =Y;). On a

It +e) =P(Xpqe =Yige | Xo = YV)I(t) + P(Xpqe = Yie | Xo #Y2)(1 = 1(2))
Or
Za,beA P(Xt = Y;g = aaXt-i-E = Y;H—a = b)

YacaP(Xe =Y, =a)
Za,bGA P(Xt = a, Xt+5 = b)P(}/t = a71/t+€ = b)

- Yaca P(Xi = a)P(Y; = a)
~ YapeaTat)?pas(e)?
C Yeeama(t)?

Cette expression se simplifie en remarquant que par définition

B as—i—o(&) sia#b,
pab(E) - {1 — 3ae + 0(5) sia=b,

P(Xpye = Yire | Xe = Y3) =

et donc
Z pap(€)? =1 — 6ae + o(e).
beA
On en déduit
P(Xiie =Yiqe | X =Y;) =1 — 6ae + o(e).

De méme,

Yabecdars DXt =a, Yy =b,X¢y. =Yii =c)
> abetary P(Xe =a, Yy =)
~ Dabeedary DXt =a, Xipe = )P(Yy = b, Yiqe = ¢)
a > apeAars P(Xe = a)P(Y; =)
~ Dabeedars Ta(t)T()Pac(€)poe(€)
- > apetanh Ta(t)m(t)

P(Xiye =Yiqe | Xo #Y)) =




On voit facilement que pour a # b,

[ (e +o(e))? sia,b#c,
Pac(€)pbe(e) = {(1 —3ae +o(e))(ae +o(e)) sia=coub=c,

et donc

Z pac(a)pbc(g) =2ae + 0(8)'

ceA

On obtient alors
P(Xt+5 = -}/t+8 | Xt 7£ Y;) = 2ae + 0(5).

De ces deux probabilités conditionnelles, on tire la relation
It+e)=(1—6ae)l(t) 4+ 20e(l — I(t)) + o(e),

ou encore 1
“[I(t+2) — I(8)] = —8al(t) + 20+ o(1)

ce qui conduit & I’équation différentielle
I'(t) = —8al(t) + 2a avec I(0)=1.

Cette derniére a pour solution

I(t) =P(X, =Y;) = 1 [1 + 3e781].

On remarque que
I(t) = a(2t).

Cette coincidence sera expliquée ultérieurement. Le nombre moyen de substitutions entre les deux lignées
pendant le laps de temps [0,¢] (instants pour lesquels X, # Y avec X # Xs— ou Yy # Y,_) vaut
D, =2 x 3at = 6at; cette quantité s’exprime & laide de I(t) selon

Dy = ~41In [} (41(t) - 1)].

2 Modéle & deux paramétres (M. Kimura, 1980)

Le modéle de Jukes-Cantor suppose les substitutions entre bases équiprobables, ce qui n’est pas trés
réaliste. Le modeéle de Kimura & deux parameétres distingue deux types de substitutions entre les bases
(voir Figure 2) :

— les transitions (ts) : substitutions internes entre purines A <— G et substitutions internes entre

pyrimidines C' <— T (taux «);

— les transversions (tv) : substitutions externes entre purines et pyrimidines {4, G} +— {C,T'} (taux

8).

Généralement, les transitions sont plus fréquentes que les transversions.

A B C ‘ A G C T
Al —a—28 «@ I} I}
a BN\¢B o G o —a—20 B B
C I6] I6] —a—20 o
G 3 T T B B « —a—20

FIGURE 2 — Modéle & deux paramétres



2.1 Détermination du semi-groupe

Les équations de Kolmogorov sont encore utilisables ici et le calcul de P(t), plus compliqué, est

1 -1 0o 0 0 0 1 1 1 1 0 0
. _ 1 -1 1 0 0 _ 1[0 0 1 1 _ 1 (1 0 0
encore faisable. Posons J = 5 o o 1 a1 EK=35171 1 0 oletL=351|, 1 1 |- Le
0 0 1

0 0 -1 1 1 1 0 1
générateur infinitésimal de la chaine de Markov (X:):>0 s’exprime selon

[N

Remarquons que J2=J, K2 =1?=L, JK =KJ=JL=LJ =0, KL=LK = K et alors
exp(—2atJ) =1 — (1 —e™2%) ],

(2n 2n 4+ 1)!

n=1 n=1

exp(26tK) = I + {Z (260 } {Z (25t znﬂ} = I 4 (cosh(26t) — 1)L + sinh(28t) K
puis
P(t) = e 2P exp(—2at.]) exp(26tK)
— 2 [I — (1 —e2%%) ] + sinh(28t)K + (cosh(28t) — 1)L
— e 2P — (e72P — 6_2(°‘+ﬁ)t)J + % (1—e PHK + % (1 —2e" 20t 4 =48,

Ainsi P(t) est de la forme

ou a(t), b(t) et c(t) sont respectivement associés aux probabilités de conservation, de transition et de
transversion d’une base & 'instant ¢ comme suit :

(Z(t) = ]P)(Xt = XO) = % []_ + 2672(a+ﬁ)t + 674575]’
b(t) = P(X; ¢— X ts) = L [1 — 2e =2+t 4 o—45t]
c(t) = $P(X; +— Xo tv) = 2 [1 — e 491,

ce qui montre que la chaine de Markov (X;);>0 est ergodique de loi stationnaire la probabilité = =
(1/4,1/4,1/4,1/4).

2.2 Probabilité de mutation

Pour estimer les taux « et 8 & partir des observations on va suivre I’évolution de deux descendances
(X1)i>0 et (Y2)i>o0 issues du méme ancétre, indépendantes et de méme loi, et de les comparer & chaque
instant.

On introduit les probabilités suivantes :

I(t) = P(Xy = Y2),
TS( ) - (Xt +— Y, tS) = ]P)((Xty}/t) € {(AvG)a (GaA)a (Ca T)7 (Tv C)})a
TV(t) = P(Xt +— Y, tV) = P((Xta }/f) € {(A7 0)7 (Aa T), (Gv 0)7 (G7T)v (Ca A)’ (Ov G)’ (T7 A)’ (Ta G)})



I(t+2) = P(Xeye = Yeye | Xo = YOI() + P(Xeye = Yige | Xy < Vi t)TS()
+ P(Xt+5 = }/t"rE | X +— Y, tV)TV(t)

En énumérant toutes les possibilités, on trouve

D apen Ta(t) pav(e)?
> acaTa(t)?

=1-2(a+20)e+o(e),

Za,b,céA,a(—)b ts o (£)T(t)Pac(€)Pbe(€)
Za,bGA,aHb o5 Ta (U)o ()

= 2ae + o(e),

Za,b,céA,a(—)b tv Wa(t)ﬂb(t)pac(€)pbc(€)
Za,bGA,aHb tv o (t) o (t)

= 20e + o(e).

P(Xpte =Yiee | Xe = Yy) =

P(Xppe = Yige | X = Yy t8) =

P(Xt—',-s = )/;H_g | Xt — i/t tV) =

De ces trois probabilités conditionnelles, on tire la relation
It+e)=[1—-2(a+2B)e]l(t) + 20T S(t) + 28TV (t) + o(e),
de laquelle on déduit ’équation différentielle

I'(t) = =2(a 4+ 2B8)I(t) + 2aTS(t) + 28TV (2).

De méme pour T'S(t +¢) :

TS(t + E) = P(Xt+g — }/;g+5 ts | Xt == }/t)l(t) +P(Xt+€ — }/;g+5 ts | Xt — Y% tS)TS(t)
+ P(Xt+€ <« Y;§+E ts ‘ Xt — 1/;5 tV)TV(t)

On a, apreés calculs,

Za,b,aéA,b(—m ts TTa (t)2pab(€)pac(5)
2 aeaTal(t)?

= 2ae + o(e),

Db ededacsh ts,cond 45 Ta ()T (t)Dac(€)Poale)
D abeAaesb s Ta(t)To(t)

=1-2(a+28)e+ o(e),

D abedeAacsh tv,cord ts Tal)Ts()Pac(€)poa(€)
Za,bEA,aHb v Ta () (t)

P(Xt+5 — Y;_;,_E ts ‘ Xt = }/t) =

I[’D(Xt+5 — }/;H’E ts | Xt — }/t tS) ==

P(Xt+5 — Y;FFE ts | Xt — }/;5 tV) =

= 208e + o(e).
On en tire la relation
TS(t+e¢e)=2ael(t)+[1 —2(a+28)e|TS(t) + 28TV (t) + o(e),
de laquelle on déduit I’équation différentielle

TS'(t) = 2al(t) — 2(a + 28)TS(t) + 28TV (t).

De méme pour TV (t +¢) :

TV(t + E) = ]P)(Xt+5 < )/t_l’_s tv | Xt = }/t)l(t) + P(Xt+5 — Y[;_Ara tv ‘ Xt — )/f tS)TS(t)
+P(Xiqe ¢— Yige tv | Xi +— Y2 tv)TV(2).



On a, aprés calculs,

Za b,c€Abive tv ( ) pab( )pac(g)
EaGA ﬂ’a(t)g

P(Xt+5 — Y;J,_E tv | Xt = }/f) =

= 4Bz + o(e),
Za,b,c,deA,aHb ts,cerd tv a ()T (t)Pac(€)ppale)
Za,bEA,aHb ts ﬂ-a(t)ﬂ-b(t)

I[D(Xt+€ — }/;5+5 tv | Xt — }/; tS) =

=4 + o(e),

D abededacsh tv.cosd vy Ta(t)To(t)Pac(€)prale)
Za,beA,aHb tv Ta(B) (1)

=1-—4pe +o(e).

P(Xt+5 — }/t+s tv ‘ Xt — th tV) =

On obtient la relation
TV (t+e) =2ael(t) + [1 —2(a+ 20)e]T'S(t) + 28TV (t) + o(e),

de laquelle on déduit
TV'(t) =4BI(t) —4BTS(t) — 48TV (1).

Remarquons que lidentité I'+T'S"+TV' = 0 est satisfaite, ce qui était prévisible puisque I+TS+TV = 1.
Cette remarque nous conduit & un systéme différentiel & deux inconnues :

{ I'(t) = 28 — (2a + 68)I(t) + 2(a — B)TS(t)
TS'(t) =28+ 2(a— B)I(t) — (2a + 68)TS(t)

avec les conditions initiales I = 1 et TS(0) = 0. En introduisant la matrice associée & ce systéme
B —(2a+68) 2«
T\ 2(a—P) 2a + 6ﬂ ’

(rsth

La matrice B est de la forme (Z
a b\ _1(1 -1\ [a+b 0 11
b a) 2\1 1 0 a—2>b -1 1)°
a b\1_ 4 (cosh(bt) sinh(bt)
P [t (b a) ] - (sinh(bt) cosh(bt)

—(2at6p)t [ cosh(2(a — B)t)  sinh(2(a — B)t)
exp(tB) = e~ (BaF09) (Z?nh(z(a B)t) Zosh(2(oz— B)t)) :

la solution s’exprime selon

- < ) + [exp(tB) — 1]B~ <§g> .

), cette derniére est diagonalisable et se décompose sous la forme

Q o

soit encore

On obtient finalement

I(t) = a(2t), TS(t)=0b(2t), TV(t)=2c(2t).

Le nombre moyen de substitutions entre les deux lignées pendant le laps de temps [0,¢] vaut D; =
2 x (a+ 2p)t; cette quantité s’exprime a I'aide de I(¢),T'S(t) et TV (¢) selon

Dy =—3In[(I(t) — TS(t)/1—-2TV(t)].

2



3 Modéle a trois paramétres (M. Kimura, 1981)

On reprend le modéle précédent en différenciant de plus les transversions A «— C et G «— T des
transversions A <— T et G <— C. On distingue ainsi trois types de substitutions (voir Figure 3) :

— les transitions (ts) A «— G et C «— T (taux a);

— les transversions (tvl) A +— C et G «— T (taux f);

— les transversions (tv2) A «+— T et G <— C (taux 7).

AL ¢ 4 G C T
A=a-F-7  a B 5

ol ™ a G a —a— -7 gl s
C B v —a—f-9 oY

G B T T Y B « —a—fp—7

FIGURE 3 — Modéle & trois paramétres

3.1 Détermination du semi-groupe

Le générateur infinitésimal de la chaine de Markov (X;)¢>0 est donné par

O
Il
N
e
=
=

1 0 0 0 0 1

1 0 —2(8+ 0 0 —

1)7 D(o (0 " —2(a +7) 0 )7 Q 1:£Q~
1 0

—~2(a+ )

) _ i [1 _ e—2(a+ﬂ)t _ e—2(a+’y)t 4 e—2([3—i—’y)t]7

- e—2(a+p)t | o=2(atmt _ 6*2(ﬁ+w)t]7

N

1+ e—2(atp)t _ o—2(aty)t _ 672(6+v)t],

En particulier,

P(X, ¢ Xo tv) = cft) +d(t) = 5 |

1 — e 206408,

On observe directement & 'aide des expressions précédentes que

ce qui montre de nouveau que la chaine de Markov (X;);>0 est ergodique de loi stationnaire la probabilité
= (1/4,1/4,1/4,1/4).



3.2 Probabilité de mutation

On peut estimer les taux «, 8 et v & partir des observations comme précédemment en suivant I’évo-
lution de deux descendances (X¢)i>0 et (Yi)i>0 issues du méme ancétre, indépendantes et de méme loi.

On montre & ’aide d’un systéme différentiel que les probabilités

I(t) = P(X, = Yy),
TS(t) = P(X; +— Vi ts) = B((X0, Y3) € {(4.G). (G, A), (C.T), (T.C)}),
TVI(t) = P(X, < Y tvl) = P((X,, Y;) € {(4,C), (G, T), (C, A), (T, G)}),
TV2(t) = P(X, — Y tv2) = B(X,, ) € {(A,T),(G,C), (C,G), (T, A)})

Désignons par N; le nombre de substitutions pendant I'intervalle de temps [0,t] et par Tp =0 < T7 <
Ty < ...< T, < ...la suite des instants successifs de substitutions. On a N; = max{n € N: T,, < t}.
Dans le cas d’une chaine de Markov générale (X;):>0, la suite des laps de temps entre deux mutations
consécutives T1,To, — Ty, ..., T, — T,_1, conditionnellement & la nature de chaque base aux instants de
substitutions, disons X7, = ag, X7y, = a1,..., X1, , = an—1, est constituée de v.a. indépendantes suivant
les lois exponentielles de paramétres respectlfs Aagr Aars - -5 Aa, .- Dans le cas des modéles & un, deux
et trois parameétres considérés, il se trouve que les termes diagonaux (A., = —A,) du générateur A sont
identiques; les A;, a € A, ne dépendent pas de la nature de la base suivie prouvant ainsi que les v.a.
T, Ty —T1,...,Ty — Tyn_1,... sont indépendantes de loi exponentielle £(\), A étant la valeur commune

des A4, a € A. Dans ces conditions, T), suit la loi d’Erlang E(n, \) de densité

nyin—1
A"t e

(n—1)!

et (Ny)i>o est alors un processus de Poisson d’intensité A. En particulier, N, suit la loi de Poisson P(Af) :

P(T,, € dt)/dt =

P(N; =n) = (A?f? e M.

Son espérance vaut E(NV;) = At.

Par exemple, dans le cas du modéle & trois paramétres, A = a + 5 + v et le nombre moyen de
substitutions dans une lignée durant I'intervalle de temps [0, ] vaut (a+S4~)t. Dans le cas de deux lignées
indépendantes modélisées par le couplage Z; = (Xy,Y;), t > 0, le premier instant de saut T7 est relié aux
premiers instants de saut T7% et T} par TZ = min(T5%,T}Y) et par conséquent T suit la loi exponentielle
dont le paramétre est la somme des paramétres des lois de T{% et T}, soit ici 2(a + 3 + 7). De méme, La
suite des différences successives entre les deux descendances paralléles T, T¢ —TZ,..., T? —TZ |, ...
est constituée de v.a. indépendantes suivant la loi £(2(a 4+ S + 7)). Le nombre moyen de substitutions
entre les deux lignées pendant le laps de temps [0,¢] vaut alors D; = 2(a+ 8 + )t et s’exprime & U'aide
de I(t),TS(t) TV1(t) et TV2(t) selon

Dy = -1 In [(I(t) = TS(t) — TV1(t) + TV2(t))
x (I(t) = TS(t) + TV1(t) — TV2(t))

x (I(t)+ TS(t) — TV1(t) — TV2(t))].

Naturellement, ce modéle regroupe en particulier les deux modéles précédents. Il est possible de calculer
de maniére beaucoup plus simple les probabilités de mutation en faisant appel & la notion de réversibilité.

La chaine de Markov (X}):>0 est réversible si elle vérifie la propriété de symétrie

V(a,b) e Ax A, Vs,t,0<s<t, P(Xs=a,X;=0)=PX;=0,X; =a),



ce qui est équivalent, en posant m = 7(0), &
V(a,b) € Ax A, Vt 20, wapapb(t) = Tpppa(t),
ou encore sous forme matricielle, & I'aide du générateur A,
D.A="AD,,

D, désignant la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont les 7,,a € A. Sous cette condition, la
chaine (X¢):>0 peut étre prolongée en une chaine stationnaire indexée par R en posant X; = Y_; pour ¢ <
0, (Y3)¢>0 étant une copie de (X;)i>0 démarrant de Yy = X et indépendante de celle-ci. En introduisant
le couplage Z; = (X;,Y}:) et sa loi écrite sous forme d’une matrice carrée S(t) = (Sab(t))(a,p)cax.a avec
Sab(t) = P(Z; = (a,b)), on a

Sab(t) = ZP(XO = C)P(Xt =a | XO = C)]P)()/f =b | )/0 = C) = Z 7rcpca(t)pcb(t);
ceA ceA

soit encore
S(t) ='P(t)D.P(t) = D, P(t)* = D, P(2t).

En particulier, les probabilités d’observer respectivement une mutation entre Xg et X; (X; # Xo) et une
mutation entre les deux lignées a U'instant ¢t (X; # Y;) s’obtiennent de la maniére suivante :

r(t) = P(X; # Xo) = 1 — P(X; = Xo)

=1- Z '/Tapaa(t)

acA
p(t) =P(Xy #Y1) =1-P(X, =Y))

=1-) Saalt)

acA

=1- Z Wapaa(2t)a

acA

et 'on remarque que ces deux probabilités sont reliées par

p(t) = r(2t).

Cette relation explique les coincidences rencontrées dans les modéles précédents entre les diverses pro-
babilités de mutations et les probabilités du semi-groupe (P;)¢>o via le changement de temps ¢ — 2¢. Le
taux de mutation défini par

1 1
k= lim —P(Xppe # X,) —P(X. # Xo) =1'(0) = = ) MaAua

= lim
e—0t € e—0t €
acA

est utilisé pour définir un paramétre d’évolution :

4 Modéle & quatre paramétres (Felsenstein, 1981 et F. Tajima &
M. Nei, 1982)

Ce modele suppose que les substitutions sur le laps de temps [t,t + €] ne dépendent pas de la nature
de la base & l'instant ¢, ce qui se traduit par le fait que le taux lim,_,o+ %pab(s) ne dépend pas de a pour
tout a € A\ {b} (voir Figure 4).
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| A G c T
Al —B—-y—96 B gl 0
G o —a—7vy—9 y 1)
C @ I} —a—pf -0 1)
T o B gl —a—f—n

FIGURE 4 — Modéle & quatre paramétres

4.1 Deétermination du semi-groupe

Posons 0 = a+fB+y+det J = -

|=
VR

D™
[L2
S >

) . Le générateur infinitésimal de la chaine de Markov

(X1)i>0 a pour expression

Puisque J? = J, on trouve facilement que le semi-groupe recherché est donné par
1
P(t) =exp(tA) =e 7T+ = (1 —e ") J.
o

On en déduit immédiatement que

montrant ainsi que la chaine de Markov (X¢);>0 est ergodique de loi stationnaire w = L (a, 8,7, 9).

4.2 Probabilité de mutation

La chaine (X¢);>0 est stationnaire lorsque I’on choisit comme loi initiale 7 = X (o, 8,7, d). On peut

g

donc appliquer la théorie développée dans le paragraphe précédent. On a tout d’abord

Paa(t) = e T+ (1 —e ) =7 + (1 — 7, )e” 7"
Aga = —0(1 — 7).

Avec les mémes notations que dans la section précédente, les probabilités et taux de mutation ont res-
pectivement pour expression

r(t) =1— > malma+ (1 —m)e "] =(1-> m)(1-e"),

acA acA
p(t) = r(2t),
k=1"(0)=0c(1- Z 72).
acA

Le paramétre d’évolution est donc donné par
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4.3 Statistique

On étudie n paires de sites homologues en paralléle dans la méme espéce a instant ¢ : (X1 (¢), Y1(¢)), .. .,
(X, (t),Y,(t)) indépendantes de méme loi que Z;. Ces hypothéses d’indépendance et d’identique distribu-
tion ne sont pas toujours réalistes, notamment lorsque ’on travaille avec des codons (succession de trois
bases) traduisant une protéine du fait de la dégénérescence du code génétique; en eflet, plusieurs codons
distincts peuvent coder pour le méme acide aminé (codons synonymes).

Soit, pour (a,b) € A x A,
Nap =card{l € {1,...,n}: X;(t) = a,Yi(t) = b}

et

D= Z Nub

(a,b)eAX A, a#b

le nombre de paires ayant des bases distinctes. Le vecteur aléatoire (Nap)(q,5)c.Ax.4 Suit la loi multinomiale
M(n, (8ab(t))(a,p)eax.A) O Sap(t) = P(X¢ = a,Y; = b) = Tapas(2t), et alors la v.a. D suit la loi binomiale
B(n, Z(a,b)GAX.A,a;éb Sab(t)). On a donc

E(D)=n Z Sap(t) = nP(X; # Y;) = np(t)
(a,b)eAX A,a#b

ce qui signifie que %D est un estimateur sans biais de p(t). On pourrait ainsi produire un estimateur du
paramétre d’évolution D;.

5 Modéle a six paramétres (M. Hasegawa, H. Kishino & T. Yano,
1985)

Par opposition aux modéles & un, deux ou trois paramétres, on considére & présent que les substitutions
ne sont plus nécessairement symétriques (voir Figure 5) :

ampe + 0(€) si a «— b est une transition

P(Xite =b| Xy =0a) = { Brye 4 o(€) si a <— b est une transversion

On pose mg =74 + g et 1y = 7o + 7 avec g + Ty = 1.

Brc
Az | A G C T
A
A | —amy — By ang B B
amallare arc|larr G QT A —ang — By Brc Brr
5 C BT A pra —arc — B7R anr
s
Ie. %ﬁ —a T B4 Bra arc —amp — BTR
TG

FIGURE 5 — Modéle & six paramétres

5.1 Deétermination du semi-groupe

Le générateur infinitésimal de la chaine de Markov (X¢):>0 est donné par
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Afin de déterminer le semi-groupe correspondant, on va diagonaliser la matrice A. Calculons d’abord son
polynome caractéristique :

—ang — By — A ang prc prr
- ama —ama — By — A Bre B
det(A —AT) = BT Bra —anmr — TR — A amr
BT A Bra ano —ame — Prr — A
1 amg Bre Brr
_ |1 —oama—fry —A prc prr
o 1 Brg —anr — BTr — A anr
1 Bra amc —amo — Brr — A
0 amg+ Bry +A 0 0
_ |1 mama =By —A prc prr
o 0 0 —amy —fBrrg — A amy + Brr+ A
1 Bra ano —anc — Brr — A
1 Brc prr
:)\(A+047TR+ﬂ’/Ty) 0 —anmy —fBrr— A any +Brr+ A
1 amo —anc — Brr — A
1 prc Brr
:)\()\-I-OC’JTR—FﬂWy)()\-i-a’]Ty—f—ﬁ’/TR) 0 -1 1
1 ame —arwc — pBrr — A

= A+ ang + Bry) (A + ary + Brr)(A + 5).

Les valeurs propres de A sont donc 0, 8, —anwr — 87y, —amy — B7r. Déterminons les sous-espaces propres
& droite associés :

1. pour la valeur propre 0, le sous-espace propre associé est donné par le systéme

(—arg — Bry) x + argy + Bre z + Brrt =0
amaz + (—ama — Bry)y + Bre z + Brrt=0
Bmax + Bray + (—amp — Brr) 2z + arrt=0
Brax + Brcy + arc z + (—arme — frr)t =0

duquel on tire x = y et z =t puis —fny  + By z = 0, soit encore x = y = z = t; d’ou la droite
engendrée par V3 =*(1,1,1,1).
2. pour la valeur propre —f, le sous-espace propre associé est donné par le systéme

(—amg + Brr) x + artgy + Brc z + Brrt=10
araz + (—ama + Brr)y + Brc z + Brrt =20
Brax + Bray + (—arr + By ) z + arpt =10
Bmax + Brgy + arc z 4 (—arc + Bry)t =0
duquel on tire * = y et z = t puis Brrx + By z = 0, soit encore z = —:—"fw; d’ou la droite

engendrée par Vo = !(1y, Ty, —TR, —TR).
3. pour la valeur propre —amr — Bmy, le sous-espace propre associé est donné par le systéme

amar + angy + Brc z + Brrt=0

arax + angy + Bre z + Brrt=0

Brax+ Brgy + [a(mgr — 7)) — B(nr —7y)] 2z + arrt=0

Brax + Brgy + armc z + [a(rg — 7)) — B(ng — wy)]t =0
duquel on tire z = ¢ puis amaz +angy+ By 2 =0et frax+ Brgy+ [arr — B(ng — 7y )| 2 =0,
soit encore z =0 et y = —;r—gcv; d’oti la droite engendrée par Vi = (ng, —7a,0,0).

4. pour la valeur propre —amy — [Bmg, le sous-espace propre associé est donné par le systéme

[a(my — 7)) — B(my — wRr)]x + angy + Brcz + Brrt =0
amax + [a(ry —7a) — B(wy —7R)|y + Brcz + Brrt =0
Brax + Brgy 4+ ancz+ ampt=0
Brax+ Brey + arcz+ ampt =0

duquel on tire x = y puis [ary — B(ry —7gr)|x+ frcz+ prart =0et frger+anc z+anrt =0,
soit encore x =0 et t = —;—gz; d’ot la droite engendrée par Vy = (0,0, nr, —7¢).
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La matrice A se décompose alors selon A = QDQ ™! avec

0 0 0 0
D— 0 p 0 0
0 0 —amg— Pry 0
0 0 0 —arny — B7R
et
1 7y o 0 A TG TC T
0 - 1 7wy —ma 0 Ol = TA/TR Te/TrR —To/my —nr/Ty
o 1 —TR 0 T ’ 1/7‘(3 —1/7TR 0 0
1 —mp 0 —TC 0 0 1/my —1/my

Le semi-groupe est donc donné par P(t) = exp(tA) = Qexp(tD)Q~! et a pour expression

waar(t) +c1(t) mgai(t) —ci(t) wob(t) 71 b(t)
P(t) = maar(t) —ca(t) mgai(t) + ca(t) 7o b(t) 7 b(t)
| mab(¥) 7 b(t) o az(t) + cs(t) mras(t) — cs(t)
) 7w b(t) o az(t) — ca(t) ( c

ou

ar(t) =1+ e Pt ay(t) =1+ :—}’fe_ﬁt, b(t) =1—e P,

Cl(t) — TG 67(QWR+B7FY)7:7 Cg(t) _ mA e*(aﬂ'RJrﬁTry)t,
TR TR
C3(t) _ % e—(onry-"-/37”%)157 C4(t) _ %e—(aﬂ'y-‘rﬂﬂ'R)t.

5.2 Probabilité de mutation

En fait la loi stationnaire m est réversible. En effet, en posant

T4 0 0 0

o a 0 o0
Dx 0 0 m 0 |’
0 0 0 7w

on vérifie que D, AD;! = .

Suivons maintenant 1’évolution de deux descendances (Xi)i>o et (Y:)i>o issues du méme ancétre,
indépendantes et de méme loi et de loi initiale 7. Considérons les probabilités

TS(t)=P(X;+— Yits) et TV()=P(X; +— Y; tv).

En introduisant le couplage Z; = (X;,Y;) et sa loi écrite sous forme d’une matrice carrée S(t) =
(8ab(t))(a,p)eaxa avec sqp(t) = P(Z; = (a,b)), on a vu que S(t) = D, P(2t). Il vient de cette relation

TSt = > sw(t)

a,beEA,a+>b ts
= Z 71-apab(zt)

a,beEA,a<>b ts
=7mapac(2t) + mapca(2t) + meper(2t) + Trpre(2t)
— 9fra(maai(26) — e1(20)) + To(Tras(2t) — es(20)],

soit

TS(t) = 2[ramg + womr + (Tame T + momp 18 )e~ 2Pt — Tafa =2omatfm)t _ KoRz o=2(emy +47n)l)
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ainsi que

TV(t) = Z Sab (t)

a,beA,a<>b tv
= > mapa(2t)
a,beA,a>b tv
=7alpac(2t) + par(2t)] + mapac(2t) + par(2t)] + e [pea(2t) + poa(2t)] + mrpra(2t) + pra(2t)]
= 2ma[pac(2t) + par(2t)] + 27 [pec (2t) + par(2t)]
=2[ma(mc + 7m1)b(2t) + o (we + mr)b(2t)],

soit

TS(t) = 27TR7Ty(1 — G_QBt).

Ces expressions de T'S(t) et TV (t) permettent de construire des estimateurs des parameétres « et f5.
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