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Le probléme de l'alignement de séquences d’ADN en génomique consiste & comparer une
séquence d’ADN prélevée sur un individu & une séquence stockée dans une base de données dont
les propriétés sont déja connues. La modélisation aléatoire vise a représenter une séquence bio-
logique par une suite de v.a. (X, )n>1. De nombreux modeéles ont déja été introduits : modeéle
de Bernoulli (les X,, sont indépendantes de méme loi de Bernoulli) et modeéles markoviens (dé-
pendance faible : la base X,, ne dépend que de la précédente, X,,_1, dans la séquence) pour les
ADN et ARN ou modéles markoviens d’ordre p (dépendance plus forte : la base X,, dépend de
Xn—1,Xn—2,...,X,—p) pour les protéines. Les modeéles markoviens cachés prennent en considé-
ration des états cachés correspondant a des parties codantes (exons) ou non (introns) lors de la
traduction des ARN en protéines.

1 Critéres de similarité

Disposant de deux séquences, la séquence observée (séquence requéte) A = ay ... a,, et une
séquence B = by ...b, de la banque de données, les a; et b; appartenant a un alphabet A, la
similarité de ces deux séquences s’étudie selon la comparaison entre chaque a; et b;. Un alignement
des séquences A et B est une superposition de celles-ci obtenue en translatant éventuellement des
lettres (on insére ainsi des trous appelés insertions-délétions ou indels notés —) de fagon & obtenir
un maximum d’identités entre les lettres superposées. Plus généralement, on envisage toute les
suites que 'on peut obtenir & partir des suites A et B en insérant des trous correspondant
aux indels de maniére & ce qu’elles soient de méme longueur [. Soit alors A* = aj...a] et
B* = bj...b} les suites ainsi obtenues, a},b; € A* = (A x A) U{(a,—),(—,b),a,b € A}. On
interdit que deux trous se retrouvent au méme indice dans les deux séquences A* et B*. Alors
mAn <1< m+n. Chaque couple (A*, B*) est un alignement global possible de (A, B). On

dira que la comparaison a <— b} est une identité (resp. substitution, indel) si af = b} (resp.
*

*
a; # b7, al ou b = —). La qualité d’'un alignement (Zi) <a
1

bi) se teste selon différents
l

critéres, déterministes ou non.

1.1 Plus long segment commun

Le plus long segment commun est défini par
R(A,B) =max{k e {1,...,mAn}:3(i,5),Vl € {0,....k — 1}, a;11 = bj}.

Par exemple, pour A = AAGTTC et B = AGCCC, le plus long segment commun est AG et
R(A,B) = 2. Pour étre un peu moins restrictif, on introduit également le plus long segment



commun de qualité « :

k—1
R*(A,B) =max{k € {L,...,mAn}:3(6,5), Y a,, =} > kal.
=0

Par exemple, pour A = AAGTTC, B = AGCCC et a = %, les plus longs segments communs
de qualité a sont AGTTC et AGCCC et R*(A,B) =5.

1.2 Distance de Levensthein (ou distance d’édition)

La distance de Levensthein D(A, B) entre les séquences A et B est le nombre minimal d’opé-
rations élémentaires (substitutions, insertions, délétions) transformant A en B. Par exemple,
pour A = AAGTC et B = AGCC, la succession suivante

A=A A G TUC
- A G T C
A G C C = B

donne D(A, B) = 2.

1.3 Score d’alignement

L’utilisation d’une fonction de score s : A* — R permet de calculer un score relatif a la
suite finie (A7, BY),..., (A4}, By) que I'on cherchera & maximiser en vue de tester la pertinence
de 'alignement. Pour cela on pose o(A*, B*) = 22:1 s(af,b}) et Pon évalue

1. le score global : S(A, B) = max{c(A*, B*), (A", B*) alignement de (A, B)};

2. le score local : H(A, B) =max{S(I,J),I C A,J C B}.

Un exemple de fonction de score est donné par

1 sia] < b est une identité,

s(aj,by) =< a siaf <— b} est une substitution,
B sia; «— b est une insertion-délétion,

les paramétres « < 0 et 8 < 0 étant des pénalités de substitution et d’insertion-délétion. Le score

d’alignement vaut ici o(A*, B*) = nj + ang + fns ou ny (resp. ng, ng) est le nombre d’identités

(resp. de substitutions, d’insertions-délétions).

Dans le cas d’alignement ot les insertions-délétions ne sont pas admises, on compare deux
séquences de méme longueur. Les scores S(A, B) et H(A, B) se réduisent respectivement 3
o0(A,B) et max{o(I,J),I C A,J C B,I,J de méme longueur}, ce qui revient a considérer les
scores S(X) et H(X) pour des séquences définies sur l'alphabet A x A. Ce cas de figure sera
adopté dans toute la partie modélisation stochastique ci-dessous.

Signalons enfin qu’'une fonction de score définie sur I’alphabet originel A peut étre employée
dans un contexte autre que celui de I’alignement, en vue de détecter par exemple une région pré-
sentant des propriétés particuliéres ou anormales : région codante (exon), non-codante (intron),
amphotére, hydrophobe... On privilégiera cet aspect dans le paragraphe modélisation stochas-
tique ci-dessous.

1.4 Algorithmes d’alignement

Dans cette partie, on ne présente que deux algorithmes d’alignement historiques : 1’algo-
rithme de Needleman & Wunsch et celui de Smith & Waterman. On pourra consulter la thése
de J.P. Comet |C, 1999] pour la présentation d’autres algorithmes couramment utilisés.



1.4.1 Algorithme de Needleman & Wunsch

L’algorithme de Needleman & Wunsch (|[N-W]) recherche un alignement global optimal. On
construit & cet effet une matrice NW = (NWjj)o<i<m,0<j<n; le terme générique NWj; pour
i,j = 1 correspond au score d’alignement optimal des séquences préfixes a1,...,a; et by...,b;.
On initialise la matrice par NWyo = 0, NW;o = i8,1 < i < m (score linéaire d’un trou de
longueur i), NWy; = j5,1 < j < n, puis on compléte la matrice par récurrence en remarquant

1, 1. ) ) . . a; . a; .
que l'alignement de a1, ...,a; et by ...,b; peut se terminer soit par b ) soit par , s0it par
; _

(b_) On obtient ainsi pour 1 <i < met 1 < j < n larelation
j

NWZ‘]‘ = max(NWi_l,j_l + s(ai, bj), NWi—l,j + 0, NWi,j—l + 5)

Le score global des deux séquences est alors donné par NW,,,.

1.4.2 Algorithme de Smith & Waterman

L’algorithme de Smith & Waterman ([S-W]) recherche des alignements locaux. Il est basé
sur le méme principe de récurrence que celui de Needleman & Wunsch a la différence prés que
I’alignement local peut débuter & tout moment, ce qui revient a redémarrer un nouvel alignement
juste apres ’obtention d’un score négatif. Kn d’autres termes, la matrice correspondante SW est
définie par SW;g = SWy; = pour 0 < i < m,0 < j < n et par la récurrence pour 1 < i < m et
I<yj<mn,

SWi; = max(0, NW;_1 j—1 + s(ai, bj), NWi_1; + B, NW; j_1 + ).
2 Modéle stochastique

La séquence A est une suite de v.a. (A,)n,>1 & valeurs dans un alphabet A. On introduit une
fonction score s : A — R. Le score global est défini par S(A) =Y ;_, s(Ay) et le score local par
H(A) = maxi<i<j<n Zi:z s(Ag). Afin de procéder a une analyse statistique de la séquence A,
on a besoin de déterminer la loi de probabilité des v.a. S(A) et H(A). En fait, en changeant de
notations, on dispose d'une suite de v.a. (X )n>1 ott X, joue le role de s(A,) et 'on va étudier
en détail la v.a. H, = maxo<i<j<n(Sj — Si) = MaXo<i<j<n 2 p; Xk en posant Xo = Sp = 0 et
Sp = ZZ:O X

2.1 Théorémes limites classiques dans le cas i.i.d.

On suppose les v.a. X,,, n > 1 indépendantes de méme loi, celle d’une v.a. mére X € L?. Les
trois résultats asymptotiques suivants sont classiques. On note m = E(X) et 02 = var (X).

Théoréme 2.1 (Loi des grands nombres) On a la convergence suivante :

Sn :
— — m p.s. et en loi.
n n—oo

Théoréme 2.2 (Théoréme de la limite centrale) On la convergence suivante :

S —
n — Z en loi.

o'\/ﬁ n—00

ot Z suit la lotr normale.




Théoréme 2.3 (Principe de grandes déviations) La relation limite suivante est satis-
faite :

1 Sn

—InP(— —m>¢) — —I(X).

n n n—00

o

I(X) = inf{K(Y, X—m),Y v.a. absolument continue par rapport & X —m telle que E(Y)=¢},

K étant lentropie de Kullback.

Selon le signe de m on a des comportements asymptotiques pour H, différents, ce phénoméne
qui porte le nom de transition de phase a été décrit par Waterman, Gordon & Arratia [W-G-A,
1987], puis démontré par Arratia & Waterman [A-W, 1994] et Zhang [Z, 1995].

Théoréme 2.4 (Waterman, Gordon & Arratia) Le comportement asymptotique de Hj

est donné par
O(n) sim >0,
H,=<(¢ O(K/n) sim=0,
O(lnn) sim <0.

De manieére plus précise,
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st m <0,

M = 1.

A étant unique réel positif tel que E|

2.2 Théoréme de Karlin et al.

On considére une suite de v.a. (X, )n>1 indépendantes de méme loi que la v.a. mére X vérifiant
les deux hypotheéses E(X) < 0 et P(X > 0) assurant une dérive vers —oo pour la suite tout en
prenant des valeurs positives avec une probabilité non nulle. On introduit les instants aléatoires

7 =min{k > 1: S5y i 0} avec la convention min(()) = +oo, puis ST = S, +.

2.2.1 Cas continu

On suppose que X est une v.a. bornée non arithmétique, c’est-a-dire que son support n’est
pas porté par un réseau. Le résultat suivant a été annoncé par Karlin & Altschul [K-A, 1990]
puis démontré par Karlin, Dembo & Kawabata [K-D-K, 1990|, Dembo & Karlin [D-K1, 1991] et
[D-K2, 1992].



Théoréme 2.5 La v.a. H, suit approrimativement, pour n grand, la loi des extrémes (loi de
Gumbel) :

Inn Az
P(H, < — +z) — ¢ Cne
A n—00
soit encore )
nn i
H,— — 2 7
A n—ooco

ot Z suit une loi de Gumbel, \ est lunique réel positif tel que E[e?X] =1, et

P(r* = co)E[XeM] 1 - E(eM)P?

Oy = ,
B NE(STers™ 7t < 00)  AE(r)PE[XeN]

De plus, si Ly, désigne la longueur du premier segment qui réalise le score mazimal, on a

LHn p-s. 1

nn nooe AE(XeAX)’

Ce résultat, qui reléve de la théorie sophistiquée du renouvellement, est aujourd’hui implé-
menté dans les célébres logiciels d’alignement BLAST et FASTA et utilisé par les bioinformati-
ciens pour analyser la composition de la séquence étudiée. Une légére adaptation du résultat de
Karlin & Altschul est également exploitée pour tester la pertinence de I'alignement de deux ou
plusieurs séquences.

Plan de la démonstration. On démarre par une estimation exponentielle de la queue de la distri-
bution de M = max;>¢S; (lemme 2.8) qui repose sur la théorie du renouvellement, puis de celle
de My = maxycj.,- S; (lemme 2.9) de laquelle on obtient un résultat asymptotique sur la loi
Hr, (lemme 2.10), l'instant aléatoire T;, étant celui du n-iéme record négatif de la suite (Sy,)n>0
(défini dans la section 2.3 suivante), qui conduit enfin au résultat annoncé. Auparavant, on aura
besoin du résultat important suivant.

Lemme 2.6 (Factorisation de Wiener-Hopf) Les deuz factorisations suivantes sont va-
lides pour tout uw €] — 1,1] et tout y € R :

1 _ —_ . + . _ —_ + .
[EED el (iy) @7 (iy) = V™ (iy) ™ (iy)
avec .
Ot(z) = exp[z %E(e‘zs”, S < O)] pour R(z) =0,
n=1
O (2) = eXP[Z %E(ez‘g", Sp = O)] pour R(z) <0,
n=1
rt—1
Ut (z) = E[ Z u”eZS”] pour RN(z) =0,
n=0

U (2) pour R(z) < 0.

T 1- E(u™"e#5" 7+ < 00)

Les fonctions ®*,®~ (resp. U U~ ) sont analytiques sur {z € C : R(z) > 0} (resp. {z €
C : R(2) < 0}), continues et bornées ainsi que leur inverse sur {z € C : R(z) > 0} (resp.
{z € C:R(z) <0}).




Preuve. 1. En s’appuyant sur l'identité élémentaire

1 o 2"
1-- = eXp[— ln(l - z)] = eXp(Z n> pour ‘Z| <1

n=1

on trouve

la deuxiéme égalité provenant du fait que
[E(e%)]" = B(¥X1) x -« x B(e®Xn) = B(e(Xat+Xn))

et la troisieme de ‘ ' ,
E(eV5) = B(e¥n, S, < 0) + (e, S, > 0).

2. D’autre part, en utilisant

o0

= Zz” pour |z| < 1,

on obtient

X
1-— uIE et X) Z u [E(e”
_ B[S wE(es)
-n=0
rT—1 A g 00 A
L n:(] _

n=t

- r—1 -
B[ )]+ a5y 3 w5

m=0

pour tout temps aléatoire 7. Si 7 est un temps d’arrét (temps non anticipatif), alors la suite
(Sm+r — Sr)m>0 est une réplique de (Sy,)m>0 indépendante de cette derniére. Ainsi

T7—1
1 .
Fag) = B[ SR B <ol B 32 e
n=0

1

T—1
= E[Z u"E(ein”)] + E[u"E(e?57), 7 < 0] T uE(ewX)

n=0

ce qui entraine finalement

1 _ B[S0 unE(e¥Sn)]
1 —uE(e®X) 1 —E[u"E(e®S), T < oo




Remarque. On peut démontrer en utilisant I'identité en loi de (S, — Sp—k)1<k<n €t (Sk)1<k<n que

1
1 -E(um e*S7)

Ut (z2) pour R(z) > 0,

77 —1

U (z) = E[ Z u”ezs"} pour £(z) < 0.
n=0

Lemme 2.7 Les relations suivantes sont satisfaites :

Preuve. 11 est aisé de voir que la fonction définie sur C par

Ut(z) | B
o= { T T
() si R(z) <0,

est une fonction entiére borné, donc constante et que cette constante vaut 1. Ceci assure 'unicité

de la factorisation de Wiener-Hopf de m :

Ot =0T et O =0T,

On peut alors prouver les relations annoncées a partir de ces identités. O

Lemme 2.8 On a l'équivalence asymptotique suivante :

P(M>z) ~ Cye ™

T—+00

P(rt = c0)

ot Cyr =

AE(STers™ 7+ < 00)

Preuve. On montre facilement que la fonction de répartition Fyy de M, Fy(z) = P(M < x),
satisfait & I’équation intégrale

Far(z) = 1 — Fre (+00) + /0 " Fu(z — y) dFs: (y).

Comme Fg+(+00) = P(ST < 00) =P(r" < 00) < 1, laloi de ST est impropre (masse a U'infini).
Par contre, la relation
[e.e]
/ e dFg: (y) = IE(@ASHL7 T <o0)=1
0
(cf. lemme 2.7) comble cette lacune, ce qui conduit & introduire la fonction ¢(x) = [1—Fy ()] e,
laquelle vérifie I’équation du renouvellement

o) = (z) + /0 " o(@ — y) M dFse (y)

7



oil I'on a posé (z) = [Fg+ (+00) — Fgi (x)] €. Le théoréme du renouvellement appliqué a la
mesure de probabilité non arithmétique e’ dFg+ (y) fournit la limite de ¢ en +oo0 :

“+o0o
lim p(x) = 0 V@)de .
too )z
a—+0o0 Jo = wer dFg+(x)
D’une part,
+o0 1

+00
p@)dr=1 [ @ D) = B L1 < o0) = LB = 400
0 AJo A A

et d’autre part,

+oo n
/ e dFgr (z) = E(STeM" 71 < o0)
0

puis le résultat annoncé s’en déduit aussitot. O

Lemme 2.9 On a l’équivalence asymptotique suivante :

P(Mo > $) z—;\—&}-oo C’]\/[OG_)\m

ol CMO = CM[l — E(B)‘S_)].

Preuve. On montre aisément la relation suivante

0
P(M > z) =P(My > z) +/ P(M >z —y)P(S™ € dy, My < x)
— 00
de laquelle on déduit le lemme 2.9 grace au lemme 2.8. O

Lemme 2.10 La limite suivante est valide pour tout réel x :

P(Hr, < nn +z) — e~ Cntoe™™"
A n—»00

Preuve. On verra dans la section 2.3 que Hr,, = maxo<ip<n—1 My, les v.a. My étant indépendantes
de méme loi que Mjy. Il est alors immeédiat que

P(Hr, <y) =P(Mo <y)".

Ainsi, lorsque n — +00,
1 nn
P(Hr, < = +a) = [1 = (Cagy +0(1))e 5]

=[1- %(CMO +o(1))e "

_ — Az
e~ CMoe™ "

~

O

Fin de la démonstration du théoréme. Par monotonie, il est clair que ’encadrement suivant est
satisfait :
P(Hry (0 <Y) < P(Hy <y) <P(Hry, <),



la v.a. N(n) étant le nombre de records négatifs de la suite (S,)n>0 défini dans la section 2.3
suivante. D’autre part, la loi des grands nombres assure que % — E(Th) =E(r7) p.s., ce qui
m—0o0

implique, en choisissant m = N(n),

N(n) - 1 <
n noee T E(r7) p-5

De ces faits, on tire, pour tout € > 0,

Inn Inn Inn
]P(HT[n(p.+s)]+l < T + 33) + O(]-) < P(Hn < T + :L') < P(HT[n(u—s)] S T + ZL') + 0(1)
puis en appliquant le lemme 2.10,
. Inn . Inm Inp Oy e—AT
< — = < — = — MU NG E
ngrfw P(H, < 3 + ) mLI)IEoo P(Hr,, < 3 3 +z)=e¢ 0
ce qui termine la preuve du théoréme. O

2.2.2 Cas discret

Enoncons le résultat dans le cas ou X est une v.a. arithmétique de pas 6, i.e. X est & valeurs
dans le réseau 67 et bornée.

Théoréme 2.11 Le comportement asymptotique de la v.a. H, est décrit par les inégalités
suivantes :
e Inn Inn — Xz
e Che™ = liminf P(H, < —— 4 z) < limsupP(H,, < —— + x) = e “n® g
n——+oo A n——+oo A
ot 5\
Ch=Cgxe™ et Cp=—"Ch.
H=%H H= gx_1H

La démarche est la méme que dans le cas continu, elle repose sur une équation du renouvel-
lement discréete. La différence essentielle avec le cas continu est que la quantité P(H,, < IHT” + )
n’admet pas de limite lorsque n — 4o00. Karlin & Altschul ([K-A]) utilisent I’approximation

—\x 7L7 +1
P(H, < 2% 4 2) ~ (1—%)% "
A n
Ezemples.
1. X prend ses valeurs dans {—1,0,1,...,m}. On peut voir facilement que S~ = —1 et donc
- E(X))?
Crr = (1— ey X
m == ) TExan
2. X prend ses valeurs dans {—m, ..., —1,0,1}. Dans ce cas, on a ST =0 sur {X; < 0,77 <

oo} et ST =1 sur {X; = 1}. On obtient

C = %(1 — P2 E(X M),



2.3 Cas d’une suite de v.a. i.i.d. a valeurs entiéres

Soit (X}, )n>1 une suite de v.a. i.i.d. pour I'instant a valeurs dans R. On introduit la suite des
instants de records négatifs

To =0, Typy1 =min{k > T, : Sy — S, < 0},
ainsi que le nombre de records dans la suite finie Sp,..., S, :
N(n) =max{k > 0: T <n};
T'N(n) est 'instant du dernier record inférieur ou égal a n et I'on a
Tnmy <1 <Tymy+1 et N(Tnpy) =n.
On définit alors le processus d’excursion
Up=0, Up=5,—51y,,n=1

On pose enfin
Mk = max (S] - STk)

Tk <j<Tk+1

On a en particulier My = maxpcj,— Sj-

Proposition 2.12 On a pour tout n > 0

Ur, =0,
Un+1 = (Un + Xn+1)+7

H, = max Uy.
0<k<n

Preuve. 1. On a Ur, = St,, — STN(T") = 0 puisque N(T,) = n.
2. TN (n) étant le dernier record négatif avant n, on a St,, < Sy, et alors Uy, 2> 0.
3.0n aUpt1 = Sp41 — STN(nJ,-l) =50+ Xn41 — STN(n+1)' Deux cas sont & distinguer.

(a) Soit Tx(n41) =n+ 1 et alors Uyq1 = Ury i1y = 0, puis
Un + XTZ+1 = Sn - STN(n) + Xn+1 = Sn+1 - STN(n) - STN(n+l) - STN(n) < 0

par définition de la suite Ti(,). Dot (Uy, + X))t =0=U,y1.
(b) Soit Tn(nt1) < n et alors T (,11) = T(n), Puis

Un+1 = Sn - STN(n) —|— Xn+1 = Un —|— Xn+1'

Comme U,+1 > 0, on a U, + X,,11 = 0 ce qui entraine (U, + Xp11)" = Upy1.

4. Remarquons que
H, = S;—8;) = S;— 5.
n = Max (8;—5i)= max[max(S; — 5)]
Or, pour tout 7 < j, STN(j) < 5;, done S5 —5; < Sj_STN(j) = Uj et pour i = TN(]-), S;—8; = Uj.
Ainsi maxo<i<j(S; — S;) = Uj ce qui prouve que H,, = maxocj<n Uj. O

Corollaire 2.13 1. La loi de U, est identique a celle de maxo<p<p Sk.
2. On a la relation

Hr = max M.
0<k<n—1

10



Preuve. 1. En itérant la formule U,, = max(U,—1 + X,,0), on trouve
Up,=max(X1+ -+ Xp, Xo+ -+ Xpp,..., X1 + X, X, 0),

ce qui s’écrit en effectuant le retournement de temps k € {1,...,n} —»n—k+1¢€ {1,...,n},
i.e. en posant X, = X,,_j41 et S) = Zle X!,

Up=max(X{+ -+ X, X]+ -+ X/ _1,...,X] + X%, X1,0) = max S}.
La suite (X1,...,X,) a méme loi que (X71,..., X)), ce qui prouve l'identité en loi des v.a. U, et

maX()gkgn Sk;
2. Puisque Ug,, =0, on a

Hr,= max U;= max ( max Uj).
0<j<Tp—1 0<k<n—1 Typ<j<Tk 11

Or pour tout j € [Ty, Tyy1[, N(j) = k, donc U; = Sj — S, et alors

max U; = M.
T <j<Tk+1

(]
On suppose maintenant la v.a. X & valeurs dans Z de loi déterminée par les nombres pr =

P(X = k), k € Z. Posons F, = P(X < k). Soit a € N, 7, = min{n > 1: U, > a} et U% le
processus absorbé en a

e — U, sin<Tg,
" a sin>T1,.
Proposition 2.14 (Daudin & Mercier [D-M, 1999]) 1. La suite (Up)n>0 est une chaine
de Markov sur l'espace d’états N de matrice de transition
Fo p1 p2
Fi po m
P =
F_o p-1 po
2. La suite (U%)p>0 est une chaine de Markov sur Uespace d’états {0,1,...,a} de matrice de
transition
Fo | p1o ... Pj cor Pa—1 | 1=F4
pa_ Foi|pi—i -« pj—i oo DPa—i|1—Fasy
Fio|p2-a --- Pj—(a-1) --- Po 1 - Fy
0 0 0 0 0 0 1

Preuve. 1. Introduisons la famille des probabilités de transition

Dij = ]P’(Un_H = j’Un = i), i,j e N.

. . iy sig=>1,
pij:P((Xn+1+Z)+=]):{ Pj=i St

D’ou la matrice P.
2. Introduisons de méme

pY =PUL, = jlUs =), i,5 €{0,1,...,a}.
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On a
— pour i =a: pg, = 1et pg; =0 pour j € {0,...,a — 1}, il y a absorption en a.
— pouri€ {0,1,...,a—1}:
— S =0, pl = P(Upsy = 0|U, = i) = P(X < —i) = F_y;
—sij=a,p}, =PUpt12alU,=9)=P(X >a—1i)=1—Foyj_1;
- Sije{l,...,a—l},p%:pij = PDj—i-

(I
On peut alors exprimer la loi de H,, en fonction de la matrice P® selon
0
P(H,<a)=P(r,>n)=1-PU} =a)=1—-(10... 0)(P*)" 0
1
2.4 Cas d’une suite de v.a. i.i.d. a4 valeurs dans {—b,,...,—bj,a,...,a.}
On suppose que X est & valeurs dans l'alphabet {—bs,...,—b1,a1,...,a,} ol ay,...,a,, b1,

..., bs sont des entiers naturels premiers entre eux vérifiant —bs < ... < b1 <0< a; < ... < ay.
Laloi de X est donnée par les nombres p; = P(X =¢;), 1 <i<retqg =P(X =-b;),1<j<s
avec > pi+ >4 ¢ =1

Proposition 2.15 (Mercier [M, 1999]) La chaine de Markov (Uy,)n>o est irréductible et ad-
met la loi de M comme lot invariante.

Preuve. 1. On prouve 'irréductibilité de la chaine (U, ),>0 en montrant que tous les états x € N
communiquent avec 1’état 0.

(a) Il existe un chemin allant de x vers 0 de probabilité positive obtenu en effectuant n; =
[x/bs] + 1 pas de longueur —bs (on a z — (n1 — 1)bs > 0 >z — nyby) :
Px(Unl = O) = P(Ul =T — bs, ceey Unlfl =T — (n1 - 1)bs, Um = 0|U0 = w)
>P(X, = —bs,...,Xp, = —bs) =q;* > 0.

(b) On va construire un chemin allant de 0 vers = de probabilité positive en utilisant le fait
que les entiers a1, ..., a,,b1,...,bs sont premiers entre eux.

Lemme 2.16 La décomposition suivante est satisfaite :

> aiN+Y (b)) N=Z.
i=1 j=1

D’aprés le lemme, U'entier naturel z peut s’écrire sous la forme > 71 Nia; + 325 11;(—by),
ce qui fournit un chemin de 0 vers x obtenu en effectuant \; pas de longueur aq, ..., A, pas
de longueur a,, u1 pas de longueur —by, ..., us pas de longueur —bs, ce qui fait un total de
A1+ -+ s pas tout en restant & valeurs positives. La probabilité d’un tel chemin minore

PO(U)\1+"'+MS = .’E) .
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P (U>\1+ Aps — (E) ]P)(Xl = X>\1 = ar,

X)\1+1 = ...= X)\1+)\2 = az,
X)\1+.A.+)\T71+1 = ... = X>\1+"'+>\r = Qp,
Xaiteotdedl = - = Xn g = —01,
X+l = -0 = X gy = —b2,
KXot = - oo = X joofpsy = —bs)

T S
> [
=1 j=1

2. On introduit de nouvelles notations : soit (X_,),>1 une suite de v.a. i.i.d. de méme loi
que X et indépendante de la suite (X,),>1. On adoptera la convention Ezza =0sia>b.
Pour montrer que la loi de M est invariante, on suppose que Uy suit cette loi, ce qui revient
a supposer que Uy peut s’écrire sous la forme

Uy —supZX_z = sup Z X;.

n>0 n>—1.
i=—n

La relation de récurrence U, 11 = (U, + X,11)" conduit simplement a la relation U,
SUP,s o1 Dore_n Xi de laquelle on déduit I’identité en loi

(Um7 Um+17 ey Um—i—k) 10:1 (U07 ey Uk))

prouvant ainsi que la chaine (Up,),>0 est stationnaire dés que Uy suit la loi de M. La loi

de M est donc bien une loi invariante. O
Preuve du lemme. Soit d™ = pged(ay, ..., ar) et d= = pged(by, ..., bs). OnadtZ =3\, a;Z et
d"7 = ijl b;Z. Des considérations d’arithmétique élémentaire permettent de voir que

> aiNDd'NN[NT, oo et Y bNDd NN[N,+oo
i=1 j=1

pour des entiers naturels N* et N~. On a alors

ZalN—kZ )N D {ad* —bd~,a,b€N,a> N*,b> N}
=Ntdt —N~d” +{ad" —bd",a,b € N}.

D’autre part, les entiers positifs d* et d~ sont premiers entre eux, il existe donc «, 3 € Z tels
que adt — Bd~ = 1. En fait, il existe plus précisément ag, 30 € N et a1,81 € —N tels que
apd™ — Bod™ = aydt — B1d~ = 1. Soit maintenant n € Z. On a les décompositions

n = (an)d™ — (Bon)d~ = (aqn)d* — (Bin)d~

avec agn, Bon € Nsin € Net ain, fin € Nsin € —N. Ainsi n est de la forme ad™ — bd™ avec
a,b € N. Ceci prouve bien que > i, a;N+ 377 (=0;)N = Z. O

Un résultat classique de la théorie des chaines de Markov stipule que si une chaine irréductible
admet une loi invariante, alors la chaine est récurrente et admet une unique loi invariante. De
plus, I'état 0 est apériodique puisque pogg = Fy > 0; la chaine de Markov (Uy,),>0 irréductible
est alors apériodique. En conséquence, (U, )n>0 est ergodique de loi limite celle de M.
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On peut décrire plus explicitement la loi de M. Notons 7; = P(M = j), j € Net w = (75) ;>0
le vecteur-ligne de la loi de M. L’invariance se traduit par la relation ™ = 7w P, soit :

b1 s s b; s
LEDILDIEDDED DRI
i=0 k=1

Jj=2i=bj_1+1 k=j

4 S
ZQkﬂ'j—i-bk sil<j<a,
k=1
S 7
T = quWjerk + merj,ak sia; < j<ajpppour 1 <e<r—1,
k=1 k=1
S T
ZQkﬂ-j-i-bk + Zpkﬂ-jfak sij = ay
k=1 k=1

\

0 B N . . o
avec de plus ) j—o0 ™ = 1. La derniere égalité (pour j > a,) montre alors que la loi 7 est définie
par une récurrence linéaire. LL’équation caractéristique associée est

S T
L= ™ + > pep™™
k=1 k=1
ou encore P(p) =0, P étant le polynome
T S
P(z) = Zpkxar—ak + quxar—kbk % — xar[E(x—X) —1].
k=1 k=1

Soit p1, ..., pm les racines distinctes de P de module strictement inférieur & 1.

Théoréme 2.17 (Mercier, 1999) La loi de M est une combinaison linéaire des suites géo-
métriques (p7)n>0, - - -, (P )n=0 lorsque les racines p1, . .., pm sont simples et plus généralement
des suites (nlp?)n>o, 0<I<m;—1,1<i<m simy est la multiplicité de p;.

REMARQUE. On montre facilement que la condition E(X) < 0 entraine que le polynéome P
n’admet que des deux racines réelles positives et qu’elles sont simples; ce sont 1 et e=* €]0, 1[.
De plus, parmi toutes les racines de module strictement inférieur a 1, e est celle de module
maximum et ce strictement.

Ezemple.

1. Recherche des segments les plus amphotéres
L’alphabet A est celui des acides aminés :

A={AC,D,E,F\G,H,I,K,L, M,N,P,Q,R,S,T,V,W,Y}

défini selon le dictionnaire

acide aminé code || acide aminé | code || acide aminé | code || acide aminé | code
alanine A glycine G méthionine | M sérine S
cystéine C histine H aspargine N thréonine T
acide aspartique D isoleucine I proline P valine A%
acide glutamique E lysine K glutamine Q tryptophane | W
phénylalanine F leucine L arginine R tyrosine Y
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Les acides aminés peuvent étre chargés positivement ou négativement suivant le milieu ambiant
ou ils se trouvent. Ils se placent en général & la surface des molécules, dans les boucles, et sont
liés aux réactions chimiques. Karlin & Altschul ([K-A]) introduisent la fonction de score donnée

par
s(a) = 2 poura€{D,E H, K, R},
~ | =1 pour les autres acides aminés.
Cette situation correspond au cas ou —by = —1, a1 = 2, p1 = pp + peg + py + Px + PR et

g1 =1—p. On pose p=p; =P(X > 0) et I'on se place dans le cas ou E(X) <0, i.e. p < % La
matrice de transition de la chaine (U, ),>0 s’écrit

q 0 p O
qg 0 0 p
0 g 0 O

N O O

P =

Le polynome P est donné par P(z) = (1 — p)z — 22 + p et ses racines qui sont dans | — 1, 1[ par

p—p+\/T3p tp = WOnap’<0,\p’|<p<1-D’0ﬂlaIOideM:

1-3p 1 mt1
P(M =n)= 2% (1 gt
p(4 - 3p)

Calculons les valeurs des constantes Cf; = {\_ 1 Ch et C;{I =
d’aprés I'un des exemples suivant le theoreme 2.11

ﬁ Cp; Cg a pour expression

[EX)P?

CH = 67/\(1 — 67/\) m

Rappelons également que p = e~ (cf. remarque ci-dessus). On a alors

E(X)=3p—1,
1
E(XeM) = 2pe® — (1 —p)e™ = = 56p—p ?)
et donc
o = PPL=p)*(1=3p) _ (1-3p)*’
H 3p — p? (4 —3p)’
1 1 — 3p)?
P p(4 —3p)

2. Recherche des segments les plus hydrophobes
On recherche des régions anormalement hydrophobes dans une protéine. La fonction de score qui
a été introduite par Karlin & Altschul est donnée par
2 pourac{l, LV},
1 pourac{ACF,M},
s(a)=4q 0 pourac{G,PS,T WY},
—1 poura€{D,E,H N,Q},
—2 pour a € {K, R}.
Cette situation correspond au cas o —by = =2, —by = -1, a1 =0,a2 =1, a3 =2, et

g2 = PK T PR,

g1 = Pp +PE +PH + PN + DQ,

P1 =Dpg +pp+Pps+pr+pw + Py,
D2 =pa+pc+pr+pum,

p3 =pr+pr+pv.
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On pose p = P(X > 0) = p1 + p2 + p3 et on se place dans le cas ou E(X) < 0. La matrice de
transition de la chaine (U, )n>0 s’écrit cette fois

pm+qa+q p2 ps 0 0 0
g1+q pr p2 p3 0 O

P= @2 ¢ pr p2 p3 O
0 ¢ @1 p1 p2 D3

Le polynéome P est donné par P(x) = go2* + 123 — 22 + pox + (p1 +p3) = (z — 1)[qex® + (q1 +
@)% + (q1 + g2 — 1)z — (p1 + p3)]. Il admet deux racines dans | — 1, 1[, p et o, elles sont telles
que p' <0, |p'| < p < 1. Laloi de M a la forme suivante :

[A-W]

[D-K1]

[D-K2|

[D-M]

[K-A]

[K-D]

[K-D-K]

[N-W]
[S-W]

[W-G-A]

P(M =n) = ap" + Bp"™.
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