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1 De la chaleur au mouvement brownien

e Equation de la chaleur (normalisée) en dimension d

(0
o, (t) = § Au(tiz)

L u(0; ) = do(x)

d 2
ou A =
1=1

5 — est le laplacien d-dimensionnel.
i
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1 De la chaleur au mouvement brownien

e Solution élementaire (noyau de la chaleur)

e—llzll?/(2t)

(27t)d/2

p(t;xz) =

— definit la densite de probabilite d’une v.a. gaussienne B;

(at fixé)
P{B; € dx}/dx © p(t; x)

— definit un processus de Markov (B;):-o (a temps continu)

P{B;, € dx1,...,B;, € dey,}/dxy...dx,

déf
= p(tl; ml)p(tz — t152 — wl) .. -p(tn —tlp—15Tn — wn—l)

—— définit des densités de transition

déf
q(t;x,y) = Po{B: € dy}/dy = P{Bs4: € dy|Bs; = x}/dy = p(t; y—)
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1 De la chaleur au mouvement brownien

e Equations de Kolmogorov (1931)

— rétrograde (backward) :

dq
a(t; L, y) — % Aw‘](t§ Ly y)

— progressive (forward, alias Fokker-Planck) :

0q .
a(t; L, y) — % qu(t; Ly y)

ou A* est I'adjoint de A (ici A* = A).
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En passant par la diffusion...

e EDS en dimension 1

p
dXt = b(Xt) dt + O'(Xt) dBt
\XO =T
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e EDS en dimension 1

p
dXt = b(Xt) dt —|— O'(Xt) dBt
\XO =T

e Equations de Kolmogorov

La densité de transition q(t; x, y) = P.{X: € dy}/dy vérifie
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En passant par la diffusion...

e EDS en dimension 1

p
dXt = b(Xt) dt —|— O'(Xt) dBt
\XO =T

e Equations de Kolmogorov

La densité de transition q(t; x, y) = P.{X: € dy}/dy vérifie
d?p dyp
() + b(z) —" ()
X

— I'éq. rétrograde : soit D,p(x) = ;o (x)? dax2
£

0
8—3('5; x,y) = Dzq(t;x,y)

- I'éq. progressive :soit Dyp(y) = 3 1 ;o (u) ()]~ 4 [(B(u)e(w)

0q

a(t; £, y) — DZQ(t; £, y)
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2 Du mouvement brownien au laplacien

e Probleme de Dirichlet

<(Au(a:) =0, xe€D
\fu,(m) = p(x), € D

—— solution :

u(x) = E, [go(BTD)]
ou 7, est le premier instant de sortie du MB de D :
7, =inf{t >0: B, ¢ D} =inf{t > 0: By € 9D}

—— simulation par méthode de Monte-Carlo :

B+t B,
u(x) = lim
n——+oo n
ou ®; = p(BL), les B', B?,... étant des mouvements browniens

indépendants et 7, 72, ... les temps de sortie de D associés.
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2 Du mouvement brownien au laplacien

e Probleme de Poisson

;% Av(x) = —¢Y(x), = € D
\’U(:I:) = 0, x € 0D

—— solution :

o(x) = K, UOTD W (By) dt]

Exemple : ¢(x) = 1

)
%A’U(CB) =—-1, €D

v(x) = E(7,) verifie <
\v(a:) = O, €T € 8D
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e Probleme de Riquier

Soit v, (x) = E, (T;) (n € N).

— v,, est solution de

)
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En passant par le laplacien itéré...

e Probleme de Riquier

Soit v, (x) = E, (T;) (n € N).

— v,, est solution de

\vn(w) = 0,

et par itération :

)
%Avn(m) — —n Un—l(m)a x e D

x € 0D

(L Ao (z) = (—=1)"n!,

(Un(z) = Avp(z) = -+ =

A" 1y, (z) = 0,

r e D
x € 0D




En passant par le laplacien itéré...

e Probleme de Lauricella

Un probleme d’élasticité : déformations des poutres et des plaques
encastrees.

u(xr) = o(x), x €D
ou
! 5@ = ti(2), =€dD
A — oD
\ 8n—117(w) — 'an—l(w), xTr &

ou 7 est la normale extérieure a D.
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3 Du laplacien au lois browniennes

e Premier temps d’atteinte de 0D

Soit 7, = inf{t > 0: B, € 9D} etu(x) = E,[e P p(B-.)].

™D

La fonction u(x) caracterise la loi conjointe de (7, B-_).




3 Du laplacien au lois browniennes

e Premier temps d’atteinte de 0D

Soit 7, = inf{t > 0: B, € 9D} etu(x) = E,[e P p(B-.)].

™D

La fonction u(x) caracterise la loi conjointe de (7, B-_).

—— u est solution de

J% Au(x) = Au(x), € D
u(@) = p(@), @ €OD




3 Du laplacien au lois browniennes

e Temps de sejour dans D

SoitT,, = mes{s € [0,t] : B; € D} etu(t;x) = E, [e_“’TDat @ (Bt)].
La fonction u(t; =) caractérise la loi conjointe de (7, ,, By).
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3 Du laplacien au lois browniennes

e Temps de sejour dans D

SoitT,, = mes{s € [0,t] : B; € D} etu(t;x) = E, [e_“’TD’tgo(Bt)].
La fonction u(t; =) caractérise la loi conjointe de (7, ,, By).

9

— u est solution de I'équation de Feynman-Kac (1949)

(0
~(ts@) = } Au(t2) — plp(@) u(tiz), @ € RN\OD

/"

\fu’(O; .’13) — 80(33), L E Rd




3 Du laplacien au lois browniennes

e Temps de sejour dans D

SoitT,, = mes{s € [0,t] : B; € D} etu(t;x) = E, [e_“’TD’tgo(Bt)].
La fonction u(t; =) caractérise la loi conjointe de (7, ,, By).

9

— u est solution de I'équation de Feynman-Kac (1949)

(0
~(ts@) = } Au(t2) — plp(@) u(tiz), @ € RN\OD

/"

\fu’(O; .’13) — QO(Q')), L E Rd

+ o0
Soit U(x) = / e Mu(t; ) dt.
0

—— U est solution de
LAU(z) = (A + plp(x))U(z) — p(x), x €RNID




3 Du laplacien au lois browniennes

e Exemples en dimension 1

— Temps de sejour dans [0, +oo|

Soit T,, = mes{s € [0,%] : B; > 0}.

espace

temps



3 Du laplacien au lois browniennes

e Exemples en dimension 1

— Temps de sejour dans [0, +oo|

Soit T, , = mes{s € [0,t] : B, > 0}.

—+ oo
/ e—AtEO [e_l'l’TO,t _ 1
0 VA + )
—— loi de l'arc-sinus de Paul Lévy (1939)
Po{T,, € ds}/d : Po{T,, < 5} = = aresin, [
+ S S = . ; X Sy — — arcésin —
O1%, 73 \/s(t — 8) 015, 0 t




3 Du laplacien au lois browniennes

e Exemples en dimension 1

— Temps de sejour dans [a, b]

Soit T, , = mes{s € [0,¢] : Bs € [a, b]}.
espace
b : —g
IR | 1
+— B;
a —

temps




3 Du laplacien au lois browniennes

e Exemples en dimension 1

— Temps de sejour dans [a, b]

Soit T

[a,b],t

= mes{s € [0,t] : Bs; € [a, b]}.

+ oo
/ e_AtEa; [e_MT[a’b]at} dt
0

( 1l _ v sinh(-k)e\/X (z—a)
A VAF1 VX cosh(x)++/AFp sinh(x) |
_ u cosh(\/)\-l—u (:n—(a—l—b)/Z)) -
- + VA VX cosh(*)++AFpsinh(x) |
1 s1nh(*)e\/_ (b—=) _
)\ )\—I—u VA cosh (%) 4++/AF 1 sinh(x) |

OU « % »= %\/)\ + u(y — x).

pour x € |—oo, aj

pour x € [a, b]

pour x € [a, +0oo|
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4 Des lois browniennes a la biologie

e Description
— Membrane plasmique : mosaique fluide inhomogene composeée
de plusieurs types de constituants ani-

més de mouvements erratiques.
— Inhomogénéités : radeaux (« rafts ») lipidiques vus comme

des amas de récepteurs.
— Autres constituants erratiques : ligands.

membrane

radeau cellule

ligand
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4 Des lois browniennes a la biologie

e Description
— Membrane plasmique : mosaique fluide inhomogene composeée
de plusieurs types de constituants ani-

més de mouvements erratiques.
— Inhomogénéités : radeaux (« rafts ») lipidiques vus comme

des amas de récepteurs.
— Autres constituants erratiques : ligands.

e Une variable d’intereét
— « Docking time » :temps d’accrochage des ligands aux récepteurs,
indicateur d’affinité et de sensibilité.
e Une modélisation linéaire naive
— Membrane : droite R (ou courbe fermée de R?).
— Ligands : ¥ mouvements browniens indépendants Lq,..., L.
— Récepteurs : r intervalles disjoints R;=[a;, b1],. .., R.=[a,, b;],
R=R,U---UR,.




4 Des lois browniennes a la biologie

e Description
— Membrane plasmique : mosaique fluide inhomogene composeée
de plusieurs types de constituants ani-

més de mouvements erratiques.
— Inhomogénéités : radeaux (« rafts ») lipidiques vus comme

des amas de récepteurs.
— Autres constituants erratiques : ligands.

e Une variable d’intéerét
— « Docking time » :temps d’accrochage des ligands aux récepteurs,
indicateur d’affinité et de sensibiliteé.
e Une modélisation linéaire naive

L4 Ly Ls Ly
Rl Rz R3 R’r
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e Calcul de Ila loi du temps d’amarrage pour un ligand L

Soit too
T, =mes{sc[0,t]: L, e R}, U(x)= / e ME, [e~ TRt ] dt.
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e Calcul de Ila loi du temps d’amarrage pour un ligand L

Soit too
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4 Des lois browniennes a la biologie

e Calcul de Ia loi du temps d’amarrage pour un ligand L

Soit too
T, =mes{sc[0,t]: L, e R}, U(x)= / e ME, [e~ TRt ] dt.
0

—— U est solution de

(A4 w)U(@)—1, = €lar,bi[U---Ulay by

AU (z) =4
\)\U(CB)—]_, £ E]—oo,al[U]bl,az[U--°U]br,—|—oo[

)
. U declasse C'enaj,bi,...,a,,b,
avec les conditions [

\ U bornée sur R

Références :

— A random walk model related to the clustering of membrane receptors.
In « Random Walks: Principles, Processes and Applications », 2010

— Sojourn time in an union of intervals for diffusions. Soumis



Deuxieme partie :

EDP d’ordre supérieur a 2
et

pseudo-mouvement brownien



1 La chaleur a I'ordre supérieur (premiére version)



1 La chaleur a I'ordre supérieur (premiére version)

e Le mouvement brownien itérée

Soit
X = ngs
: -
ou B!, ..., B" sont des mouvements browniens réfléchis indépen-
dants.

Soit p(t; x) = P{X; € dx}/dx la densité de X, a t fixé.



1 La chaleur a I'ordre supérieur (premiére version)

e Le mouvement brownien itérée

Soit
X = ngs
: -
ou B!, ..., B" sont des mouvements browniens réfléchis indépen-
dants.

Soit p(t; x) = P{X; € dx}/dx la densité de X, a t fixé.

— p est solution d’'une équation de la chaleur d’ordre supérieur

9% " p

op 1
a(ts T) = 9271




2 La chaleur a lI'ordre supérieur (seconde version)



2 La chaleur a lI'ordre supérieur (seconde version)

e Equation de Ia chaleur d’ordre 2n > 2 en dimension 1

[ Ou 0%"u
—(t;z) = (—1)™!
m( r) = (1) Hp2n

\u(0; ) = do(x)

(t;x)




2 La chaleur a lI'ordre supérieur (seconde version)

e Equation de Ia chaleur d’ordre 2n > 2 en dimension 1

[ du 0"y

\u(0; ) = do(x)

(t;x)

e Solution elementaire p (noyau de la chaleur d’ordre 2n)

—> caractérisee par

—|—OO . 2n
/ e p(t;x) de = e~
— 00
—— satisfait

/ p(t;x) de = 1, / xp(t;x) der = / r’p(t;x) de = 0

— 00 — 00 — 00



3 Le pseudo-mouvement brownien

e Rodle de p

— deéfinit la densite signée d’une pseudo-variable aleatoire X,

(at fixé)
déf
Po{X: € dy}/dy = p(t;x — y)

— definit un pseudo-processus de Markov (X;):>o
P.{X:, € dxy1,...,Xs, €dxr,}/dxy...dxe,

déf
é p(tl; €Xr — Cl:l)p(tz — tl; r1 — 332) o -p(tm - tm—l; Lm—1 — wm)



3 Le pseudo-mouvement brownien

e Temps de sejour dans [a, +oo|

Soit T,,+ = mes{s € [0,%] : X > a}

. _t «—m
etu(t;x) =E, [e_“Ta’tQO(Xt)} L' lim E.le ™ 2k=0 ]I{th/m>a}cp(Xt)} :

m—o0



3 Le pseudo-mouvement brownien

e Temps de sejour dans [a, +oo|

Soit T,,+ = mes{s € [0,%] : X > a}

. _t «—m
etu(t;x) =E, [e_“Ta’tQO(Xt)} L' lim Erle ™ 2k=0 ]I{th/m>°’}cp(Xt)} :

m—o0

— u est solution de (équation de Feynman-Kac)

[ Ou 0%
—(t;z) = (1)
5 (Bz) = (=)™ 0

u(0:2) = ¢ (@)

(t;2) — pljg, 4 oof(x)u(t; )




3 Le pseudo-mouvement brownien

+ o0
SoitU(x) = / e ME, e_“T“”‘cp(Xt)] dt.
0
— U est solution de
p
d*"U A p)U(x) — p(x), € |a,+0
(_1)n—1 — (w) :< ( N) ( ) 90( ) ] [
dz | AU(x) — ¢(x) z € ]—00,al

y

- U de classe C?"~ ! ena
avec les conditions <

\ U bornée



3 Le pseudo-mouvement brownien

e Résolution
— Le systeme peut étre résolu explicitement.

(avec de I'algebre linéaire de Vandemonde)

— La double transformée de Laplace peut étre inverseée.

(apparition de la fonction de Mittag-Leffler)

— On obtient explicitement la pseudo-loi de (T, :, X+) sous P,.
(Références : V. Cammarota & A. L., EJP 2010 et SPA 2011)
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3 Le pseudo-mouvement brownien

e Résolution
— Le systeme peut étre résolu explicitement.

(avec de I'algebre linéaire de Vandemonde)

— La double transformée de Laplace peut étre inverseée.

(apparition de la fonction de Mittag-Leffler)

— On obtient explicitement la pseudo-loi de (T, :, X+) sous P,.
(Références : V. Cammarota & A. L., EJP 2010 et SPA 2011)

e Un resultat historique (loi de I'arc-sinus, Krylov, 1960)

Lio,t) ()
w/s(t — s)

e Un probleme ouvert : calcul de la pseudo-loi de

IP)(){T(),t & dS}/dS =

T[a,b],t — mes{s € [0,t] : X € [a,b]} ?




3 Le pseudo-mouvement brownien

e Temps de sortie de |a, b]

Soit 74, = inf{t > 0: X(t) ¢ [a,b]} et u(x) :Ew[e_ATabcp(XTab)].



3 Le pseudo-mouvement brownien

e Temps de sortie de |a, b]

Soit 74, = inf{t > 0: X(t) ¢ [a,b]} et u(x) :Ew[e_xTabcp(XTab)].

—— u est solution de (A. L., conjecture en cours)

(d*"u
T (x) = Au(x) pour x € |a, b|
4 xIr
dPu dP o dPu dP o
\Vp €{0,1,...,n—1}, @(a) — ﬁ(a) et @(b) — @(b)




3 Le pseudo-mouvement brownien

e Temps de sortie de |a, b]

Soit 74, = inf{t > 0: X(t) ¢ [a,b]} et u(x) :Ew[e_xTabcp(XTab)].

—— u est solution de (A. L., conjecture en cours)

(d*"u
T (x) = Au(x) pour x € |a, b|
4 xIr
dPu dP o dPu dP o
\Vp €{0,1,...,n—1}, @(a) — ﬁ(a) et @(b) — @(b)

e Un autre probleme ouvert : Lien avec le probleme de Lauricella 1D ?

( d?"u
dx2n (x) = ¢¥(x) pour x € |a, b|
< dPu

dPu
\\V/p & {O, 1,...,n— 1}, @(a) — ap et @(b) — ,Bp




MERCI DE VOTRE ATTENTION !



