
Mouvement brownien
Pseudo-mouvement brownien

et EDP. Applications

Aimé LACHAL

Institut Camille Jordan
INSA DE LYON



Première partie :

Mouvement brownien
et

EDP d’ordre 2



1 De la chaleur au mouvement brownien



1 De la chaleur au mouvement brownien

• Équation de la chaleur (normalisée) en dimension d


∂u

∂t
(t;x) = 1

2
∆u(t;x)

u(0;x) = δ0(x)

où ∆ =

d∑
i=1

∂2

∂2xi
est le laplacien d-dimensionnel.
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1 De la chaleur au mouvement brownien

• Solution élémentaire (noyau de la chaleur)

p(t;x) =
e−∥x∥2/(2t)

(2πt)d/2

−→ définit la densité de probabilité d’une v.a. gaussienne Bt

(à t fixé)

P{Bt ∈ dx}/dx
déf
= p(t;x)

−→ définit un processus de Markov (Bt)t>0 (à temps continu)

P{Bt1 ∈ dx1, . . . , Btn ∈ dxn}/dx1 . . . dxn

déf
= p(t1;x1)p(t2 − t1;x2 − x1) . . . p(tn − tn−1;xn − xn−1)

−→ définit des densités de transition

q(t;x, y)
déf
= Px{Bt ∈ dy}/dy = P{Bs+t ∈ dy|Bs = x}/dy = p(t; y−x)
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1 De la chaleur au mouvement brownien

• Équations de Kolmogorov (1931)

– rétrograde (backward) :

∂q

∂t
(t;x, y) = 1

2
∆xq(t;x, y)

– progressive (forward, alias Fokker-Planck) :

∂q

∂t
(t;x, y) = 1

2
∆∗

yq(t;x, y)

où ∆∗ est l’adjoint de ∆ (ici ∆∗ = ∆).
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• EDS en dimension 1dXt = b(Xt) dt+ σ(Xt) dBt

X0 = x

• Équations de Kolmogorov

La densité de transition q(t;x, y) = Px{Xt ∈ dy}/dy vérifie

– l’éq. rétrograde : soit Dxφ(x) = 1
2
σ(x)2

d2φ

dx2
(x) + b(x)

dφ

dx
(x)
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En passant par la di�usion...

• EDS en dimension 1dXt = b(Xt) dt+ σ(Xt) dBt

X0 = x

• Équations de Kolmogorov

La densité de transition q(t;x, y) = Px{Xt ∈ dy}/dy vérifie

– l’éq. rétrograde : soit Dxφ(x) = 1
2
σ(x)2

d2φ

dx2
(x) + b(x)

dφ

dx
(x)

∂q

∂t
(t;x, y) = Dxq(t;x, y)

– l’éq. progressive : soit D∗
yφ(y) = 1

2

d2

dy2
[σ(y)2φ(y)]−

d

dy
[(b(y)φ(y)]

∂q

∂t
(t;x, y) = D∗

yq(t;x, y)
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[
φ
(
BτD
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2 Du mouvement brownien au laplacien

• Problème de Dirichlet∆u(x) = 0, x ∈ D

u(x) = φ(x), x ∈ ∂D

−→ solution :
u(x) = Ex

[
φ
(
BτD

)]
où τD est le premier instant de sortie du MB de D :

τD = inf{t > 0 : Bt /∈ D} = inf{t > 0 : Bt ∈ ∂D}

−→ simulation par méthode de Monte-Carlo :

u(x) = lim
n→+∞

Φ1 + · · ·+ Φn

n

où Φi = φ(Bi
τi
), les B1, B2, . . . étant des mouvements browniens

indépendants et τ1, τ2, . . . les temps de sortie de D associés.
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2 Du mouvement brownien au laplacien

• Problème de Poisson1
2
∆v(x) = −ψ(x), x ∈ D

v(x) = 0, x ∈ ∂D

−→ solution :

v(x) = Ex

[∫ τD

0
ψ(Bt) dt

]

Exemple : ψ(x) = 1

v(x) = Ex(τD) vérifie

1
2
∆v(x) = −1, x ∈ D

v(x) = 0, x ∈ ∂D
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En passant par le laplacien itéré...

• Problème de Riquier

Soit vn(x) = Ex

(
τn
D

)
(n ∈ N).

−→ vn est solution de1
2
∆vn(x) = −nvn−1(x), x ∈ D

vn(x) = 0, x ∈ ∂D

et par itération :(1
2
∆)nvn(x) = (−1)nn!, x ∈ D

vn(x) = ∆vn(x) = · · · = ∆n−1vn(x) = 0, x ∈ ∂D



En passant par le laplacien itéré...

• Problème de Lauricella

Un problème d’élasticité : déformations des poutres et des plaques
encastrées.



∆nu(x) = φ(x), x ∈ D

u(x) = ψ0(x), x ∈ ∂D
∂u

∂ν⃗
(x) = ψ1(x), x ∈ ∂D

...
∂n−1u

∂n−1ν⃗
(x) = ψn−1(x), x ∈ ∂D

où ν⃗ est la normale extérieure à D.
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3 Du laplacien au lois browniennes

• Premier temps d’atteinte de ∂D

Soit τD = inf{t > 0 : Bt ∈ ∂D} et u(x) = Ex

[
e−λτDφ

(
BτD

)]
.

La fonction u(x) caractérise la loi conjointe de (τD , BτD
).

x
←− BτD



3 Du laplacien au lois browniennes

• Premier temps d’atteinte de ∂D

Soit τD = inf{t > 0 : Bt ∈ ∂D} et u(x) = Ex

[
e−λτDφ

(
BτD

)]
.

La fonction u(x) caractérise la loi conjointe de (τD , BτD
).

−→ u est solution de1
2
∆u(x) = λu(x), x ∈ D

u(x) = φ(x), x ∈ ∂D



3 Du laplacien au lois browniennes

• Temps de séjour dans D

Soit TD,t = mes{s ∈ [0, t] : Bs ∈ D} et u(t;x) = Ex

[
e−µTD,tφ(Bt)

]
.

La fonction u(t;x) caractérise la loi conjointe de (TD,t, Bt).

x

Bt −→
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e−µTD,tφ(Bt)

]
.

La fonction u(t;x) caractérise la loi conjointe de (TD,t, Bt).

−→ u est solution de l’équation de Feynman-Kac (1949)
∂u

∂t
(t;x) = 1

2
∆u(t;x)− µ1lD(x)u(t;x), x ∈ Rd\∂D

u(0;x) = φ(x), x ∈ Rd



3 Du laplacien au lois browniennes

• Temps de séjour dans D

Soit TD,t = mes{s ∈ [0, t] : Bs ∈ D} et u(t;x) = Ex

[
e−µTD,tφ(Bt)

]
.

La fonction u(t;x) caractérise la loi conjointe de (TD,t, Bt).

−→ u est solution de l’équation de Feynman-Kac (1949)
∂u

∂t
(t;x) = 1

2
∆u(t;x)− µ1lD(x)u(t;x), x ∈ Rd\∂D

u(0;x) = φ(x), x ∈ Rd

Soit U(x) =

∫ +∞

0
e−λtu(t;x) dt.

−→ U est solution de
1
2
∆U(x) = (λ+ µ1lD(x))U(x)− φ(x), x ∈ Rd\∂D



3 Du laplacien au lois browniennes

• Exemples en dimension 1

– Temps de séjour dans [0,+∞[

Soit T0,t = mes{s ∈ [0, t] : Bs > 0}.

x

0

← Bt

espace

temps



3 Du laplacien au lois browniennes

• Exemples en dimension 1

– Temps de séjour dans [0,+∞[

Soit T0,t = mes{s ∈ [0, t] : Bs > 0}.

∫ +∞

0
e−λtE0

[
e−µT0,t

]
dt =

1√
λ(λ+ µ)

−→ loi de l’arc-sinus de Paul Lévy (1939)

P0{T0,t ∈ ds}/ds =
1

π
√
s(t− s)

, P0{T0,t 6 s} =
2

π
arcsin

√
s

t



3 Du laplacien au lois browniennes

• Exemples en dimension 1

– Temps de séjour dans [a, b]

Soit T
[a,b],t

= mes{s ∈ [0, t] : Bs ∈ [a, b]}.

a

x

b

← Bt

espace

temps



3 Du laplacien au lois browniennes

• Exemples en dimension 1

– Temps de séjour dans [a, b]

Soit T
[a,b],t

= mes{s ∈ [0, t] : Bs ∈ [a, b]}.

∫ +∞

0
e−λtEx

[
e
−µT

[a,b],t
]
dt

=



1
λ

[
1− µ√

λ+µ

sinh(⋆)e
√

λ (x−a)
√

λ cosh(⋆)+
√

λ+µ sinh(⋆)

]
pour x ∈ ]−∞, a]

1
λ+µ

[
1− µ√

λ

cosh
(√

λ+µ (x−(a+b)/2)
)

√
λ cosh(⋆)+

√
λ+µ sinh(⋆)

]
pour x ∈ [a, b]

1
λ

[
1− µ√

λ+µ

sinh(⋆)e
√

λ (b−x)
√

λ cosh(⋆)+
√

λ+µ sinh(⋆)

]
pour x ∈ [a,+∞[

où « ⋆ »= 1
2

√
λ+ µ (y − x).
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4 Des lois browniennes à la biologie

• Description
– Membrane plasmique : mosaïque fluide inhomogène composée

de plusieurs types de constituants ani-
més de mouvements erratiques.

– Inhomogénéités : radeaux (« rafts ») lipidiques vus comme
des amas de récepteurs.

– Autres constituants erratiques : ligands.

radeau −→

←− membrane

cellule

milieu extérieur

ligand −→
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4 Des lois browniennes à la biologie

• Description
– Membrane plasmique : mosaïque fluide inhomogène composée

de plusieurs types de constituants ani-
més de mouvements erratiques.

– Inhomogénéités : radeaux (« rafts ») lipidiques vus comme
des amas de récepteurs.

– Autres constituants erratiques : ligands.

• Une variable d’intérêt
– « Docking time » : temps d’accrochage des ligands aux récepteurs,

indicateur d’affinité et de sensibilité.
• Une modélisation linéaire naïve

– Membrane : droite R (ou courbe fermée de R2).
– Ligands : ℓ mouvements browniens indépendants L1, . . . , Lℓ.
– Récepteurs : r intervalles disjoints R1=[a1, b1], . . . , Rr=[ar, br],

R = R1 ∪ · · · ∪Rr.



4 Des lois browniennes à la biologie

• Description
– Membrane plasmique : mosaïque fluide inhomogène composée

de plusieurs types de constituants ani-
més de mouvements erratiques.

– Inhomogénéités : radeaux (« rafts ») lipidiques vus comme
des amas de récepteurs.

– Autres constituants erratiques : ligands.

• Une variable d’intérêt
– « Docking time » : temps d’accrochage des ligands aux récepteurs,

indicateur d’affinité et de sensibilité.
• Une modélisation linéaire naïve

R1 R2 R3 Rr

L1 L2 L3 Lℓ



4 Des lois browniennes à la biologie

• Calcul de la loi du temps d’amarrage pour un ligand L

Soit
TR,t = mes{s ∈ [0, t] : Ls ∈ R}, U(x) =

∫ +∞

0
e−λtEx

[
e−µTR,t

]
dt.
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4 Des lois browniennes à la biologie

• Calcul de la loi du temps d’amarrage pour un ligand L

Soit
TR,t = mes{s ∈ [0, t] : Ls ∈ R}, U(x) =

∫ +∞

0
e−λtEx

[
e−µTR,t

]
dt.

−→ U est solution de

1
2
∆U(x)=

(λ+ µ)U(x)−1, x ∈ ]a1, b1[∪ · · · ∪ ]ar, br[

λU(x)−1, x ∈ ]−∞, a1[∪ ]b1, a2[∪ · · · ∪ ]br,+∞[

avec les conditions

U de classe C1 en a1, b1, . . . , ar, br

U bornée sur R

Références :
– A random walk model related to the clustering of membrane receptors.

In « Random Walks: Principles, Processes and Applications », 2010
– Sojourn time in an union of intervals for diffusions. Soumis



Deuxième partie :

EDP d’ordre supérieur à 2
et

pseudo-mouvement brownien
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• Le mouvement brownien itéré

Soit
Xt = B1

B2
B3

. . .
Bn

t

oùB1, . . . , Bn sont des mouvements browniens réfléchis indépen-
dants.

Soit p(t;x) = P{Xt ∈ dx}/dx la densité de Xt à t fixé.



1 La chaleur à l'ordre supérieur (première version)

• Le mouvement brownien itéré

Soit
Xt = B1

B2
B3

. . .
Bn

t

oùB1, . . . , Bn sont des mouvements browniens réfléchis indépen-
dants.

Soit p(t;x) = P{Xt ∈ dx}/dx la densité de Xt à t fixé.

−→ p est solution d’une équation de la chaleur d’ordre supérieur

∂p

∂t
(t;x) =

1

22n−1

∂2n
p

∂x2n (t;x)
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2 La chaleur à l'ordre supérieur (seconde version)

• Équation de la chaleur d’ordre 2n > 2 en dimension 1


∂u

∂t
(t;x) = (−1)n−1∂

2nu

∂x2n
(t;x)

u(0;x) = δ0(x)



2 La chaleur à l'ordre supérieur (seconde version)

• Équation de la chaleur d’ordre 2n > 2 en dimension 1


∂u

∂t
(t;x) = (−1)n−1∂

2nu

∂x2n
(t;x)

u(0;x) = δ0(x)

• Solution élémentaire p (noyau de la chaleur d’ordre 2n)

−→ caractérisée par∫ +∞

−∞
eivxp(t;x) dx = e−tv2n

−→ satisfait∫ +∞

−∞
p(t;x) dx = 1,

∫ +∞

−∞
xp(t;x) dx =

∫ +∞

−∞
x2p(t;x) dx = 0



3 Le pseudo-mouvement brownien

• Rôle de p

−→ définit la densité signée d’une pseudo-variable aléatoire Xt

(à t fixé)

Px{Xt ∈ dy}/dy
déf
= p(t;x− y)

−→ définit un pseudo-processus de Markov (Xt)t>0

Px{Xt1 ∈ dx1, . . . , Xtm ∈ dxm}/dx1 . . . dxm

déf
= p(t1;x− x1)p(t2 − t1;x1 − x2) . . . p(tm − tm−1;xm−1 − xm)



3 Le pseudo-mouvement brownien

• Temps de séjour dans [a,+∞[

Soit Ta,t = mes{s ∈ [0, t] : Xs > a}

et u(t;x)=Ex

[
e−µTa,tφ(Xt)

]déf
= lim

m→∞
Ex

[
e
− t

m

∑m
k=0 1l{Xkt/m>a}φ(Xt)

]
.



3 Le pseudo-mouvement brownien

• Temps de séjour dans [a,+∞[

Soit Ta,t = mes{s ∈ [0, t] : Xs > a}

et u(t;x)=Ex

[
e−µTa,tφ(Xt)

]déf
= lim

m→∞
Ex

[
e
− t

m

∑m
k=0 1l{Xkt/m>a}φ(Xt)

]
.

−→ u est solution de (équation de Feynman-Kac)
∂u

∂t
(t;x) = (−1)n−1∂

2nu

∂x2n
(t;x)− µ1l[a,+∞[(x)u(t;x)

u(0;x) = φ(x)



3 Le pseudo-mouvement brownien

Soit U(x) =

∫ +∞

0
e−λt Ex

[
e−µTa,tφ(Xt)

]
dt.

−→ U est solution de

(−1)n−1d
2nU

dx2n
(x) =

 (λ+ µ)U(x)− φ(x), x ∈ ]a,+∞[

λU(x)− φ(x) x ∈ ]−∞, a[

avec les conditions

U de classe C2n−1 en a

U bornée



3 Le pseudo-mouvement brownien

• Résolution
– Le système peut être résolu explicitement.

(avec de l’algèbre linéaire de Vandemonde)

– La double transformée de Laplace peut être inversée.
(apparition de la fonction de Mittag-Leffler)

−→ On obtient explicitement la pseudo-loi de (Ta,t, Xt) sous Px.
(Références : V. Cammarota & A. L., EJP 2010 et SPA 2011)
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1l(0,t)(s)

π
√
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3 Le pseudo-mouvement brownien

• Résolution
– Le système peut être résolu explicitement.

(avec de l’algèbre linéaire de Vandemonde)

– La double transformée de Laplace peut être inversée.
(apparition de la fonction de Mittag-Leffler)

−→ On obtient explicitement la pseudo-loi de (Ta,t, Xt) sous Px.
(Références : V. Cammarota & A. L., EJP 2010 et SPA 2011)

• Un résultat historique (loi de l’arc-sinus, Krylov, 1960)

P0{T0,t ∈ ds}/ds =
1l(0,t)(s)

π
√
s(t− s)

• Un problème ouvert : calcul de la pseudo-loi de

T[a,b],t = mes{s ∈ [0, t] : Xs ∈ [a, b]} ?



3 Le pseudo-mouvement brownien

• Temps de sortie de [a, b]

Soit τab = inf{t > 0 : X(t) /∈ [a, b]} et u(x)=Ex

[
e−λτabφ(Xτab)

]
.



3 Le pseudo-mouvement brownien

• Temps de sortie de [a, b]

Soit τab = inf{t > 0 : X(t) /∈ [a, b]} et u(x)=Ex

[
e−λτabφ(Xτab)

]
.

−→ u est solution de (A. L., conjecture en cours)
d2nu

dx2n
(x) = λu(x) pour x ∈ ]a, b[

∀p ∈ {0, 1, . . . , n− 1},
dpu

dxp
(a) =

dpφ

dxp
(a) et

dpu

dxp
(b) =

dpφ

dxp
(b)
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•Un autre problème ouvert : Lien avec le problème de Lauricella 1D ?
d2nu

dx2n
(x) = ψ(x) pour x ∈ ]a, b[

∀p ∈ {0, 1, . . . , n− 1},
dpu

dxp
(a) = αp et

dpu

dxp
(b) = βp



MERCI DE VOTRE ATTENTION !


