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et pseudo-mouvement brownien :

premier instant de dépassement
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Motivation

Essai d’interprétation stochastique
d’EDP d’ordre supérieur à 2...

−→ notion de pseudo-processus

Quelques références historiques (Russie, 1960–65) :
Daletskii, Fomin, Ladohin

“Generalized Measures in Function Spaces”
“On a class of functionals integrable with respect to
non-positive distributions”
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Abréviations

MA : marche aléatoire
MB : mouvement brownien
PMA : pseudo-marche aléatoire
PMB : pseudo-mouvement brownien
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Sommaire

1 Partie I : MB/PMB
2 Partie II : MA/PMA
3 Partie III : de la PMA au PMB

Approche adoptée :
équation de la chaleur/Laplacien
(continu ou discret, ordre 2 ou 2N > 2)
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Partie I

MB/PMB
Chaleur/Laplacien : cas continu
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1. Espace/temps continu, ordre 2 — MB

1.1 Équation de la chaleur d’ordre 2 :

∂u
∂t

(t , x) =
1
2
∂2u
∂x2

(t , x), t ∈ R+, x ∈ R

Noyau de la chaleur :

pt(x; y) =
1
√

2πt
e−

(x−y)2

2t =
1

2π

∫ +∞

−∞

e itu− 1
2 (x−y)u2

du = pt(x−y)

Interprétation stochastique : mouvement brownien (Bt)t>0

loi uni-dimensionnelle :

pt(x; y) = Px{Bt ∈ dy}/dy

lois fini-dimensionnelles (Markov) :

Px{Bt1 ∈ dy1, . . . ,Btn ∈ dyn}/dy1 . . . dyn

= pt1(x; y1)pt2−t1(y1; y2) . . . ptn−tn−1(yn−1; yn)
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1.1 Équation de la chaleur d’ordre 2 :

∂u
∂t

(t , x) =
1
2
∂2u
∂x2

(t , x), t ∈ R+, x ∈ R

Noyau de la chaleur :

pt(x; y) =
1
√

2πt
e−

(x−y)2

2t =
1

2π

∫ +∞

−∞

e itu− 1
2 (x−y)u2

du = pt(x−y)

Interprétation stochastique : mouvement brownien (Bt)t>0

loi uni-dimensionnelle :

pt(x; y) = Px{Bt ∈ dy}/dy

lois fini-dimensionnelles (Markov) :

Px{Bt1 ∈ dy1, . . . ,Btn ∈ dyn}/dy1 . . . dyn

= pt1(x; y1)pt2−t1(y1; y2) . . . ptn−tn−1(yn−1; yn)

6/37



1. Espace/temps continu, ordre 2 — MB
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1. Espace/temps continu, ordre 2 — MB

1.2 Premier instant d’atteinte d’un seuil simple a :

τa = inf {t > 0 : Bt = a }
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1.2 Premier instant d’atteinte d’un seuil simple a :

τa = inf {t > 0 : Bt = a }

Loi de τa :

Ex

(
e−λτa

)
= e−

√
2λ |x−a|

Trivialité : Bτa = a !

Px{Bτa ∈ dy} = δa(dy)
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1. Espace/temps continu, ordre 2 — MB

1.3 Premier instant d’atteinte d’un seuil double a, b :

τab = inf {t > 0 : Bt ∈ {a, b} }
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1. Espace/temps continu, ordre 2 — MB

1.3 Premier instant d’atteinte d’un seuil double a, b :

τab = inf {t > 0 : Bt ∈ {a, b} }

Loi de τab (pour x ∈ [a, b]) :

Ex

(
e−λτab

)
=

ch
(√

2λ (x − a+b
2 )

)
ch

(√
2λ b−a

2

)

Position d’atteinte : Bτab ∈ {a, b}

Px{Bτab ∈ dy} =
b − x
b − a

δa(dy) +
x − a
b − a

δb(dy)

Problème de la ruine :

Px{τa < τb} =
b − x
b − a

, Px{τb < τa} =
x − a
b − a
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1. Espace/temps continu, ordre 2 — MB

1.3 Premier instant d’atteinte d’un seuil double a, b :

τab = inf {t > 0 : Bt ∈ {a, b} }

Lien avec le Laplacien et les fonctions harmoniques :
u(x) = Ex

(
e−λτab

)
est la solution du problème aux limites

1
2

d2u

dx2
(x) = λu(x)

u(a) = u(b) = 1

Px{Bτab ∈ dy} = H−(x) δa(dy) + H+(x) δb(dy)

où H− et H+ sont les solutions des problèmes de Dirichlet
d2H−

dx2
(x) = 0

H−(a) = 1,H−(b) = 0


d2H+

dx2
(x) = 0

H+(a) = 0,H+(b) = 1
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2. Espace/temps continu, ordre 2N — PMB

2.1 Équation de la chaleur d’ordre 2N (N entier supérieur à 1) :

∂u
∂t

= (−1)N−1 ∂
2Nu

∂x2N
, t ∈ R+, x ∈ R

Noyau correspondant :

pt(x; y) =
1

2π

∫ +∞

−∞

e i(x−y)u−tu2N
du = pt(x − y)

Remarque cruciale : p est de signe variable...∫ +∞

−∞

pt(ξ) dξ = 1,
∫ +∞

−∞

|pt(ξ)| dξ > 1

et ∫ +∞

−∞

ξk pt(ξ) dξ = 0 si 1 6 k 6 2N − 1
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2. Espace/temps continu, ordre 2N — PMB

2.1 Équation de la chaleur d’ordre 2N (N entier supérieur à 1) :

∂u
∂t

= (−1)N−1 ∂
2Nu

∂x2N

Interprétation stochastique : “pseudo-brownien” (Xt)t>0

“pseudo-loi” uni-dimensionnelle (mesure signée) :
pt(x; y) = Px{Xt ∈ dy}/dy

“pseudo-lois” fini-dimensionnelles (“pseudo-Markov”) :
Px{Xt1 ∈ dy1, . . . , Xtn ∈ dyn}/dy1 . . . dyn

= pt1(x; y1)pt2−t1(y1; y2) . . . ptn−tn−1(yn−1; yn)

Difficulté : extension de Kolmogorov inapplicable...
Construction du PMB sur les temps dyadiques :

processus-échelon : Xt
n =

∞∑
k=0

Xk/2n1[k/2n ,(k+1)/2n[(t), n ∈ N

−→ nécessite des définitions ad hoc...
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2. Espace/temps continu, ordre 2N — PMB

2.2 Premier instant de dépassement d’un seuil simple a :

τa = inf
{
t > 0 : Xt > (or 6) a

}

Définition ad hoc :

τn
a = min

{
k ∈ N : Xk/2n > (or 6) a

}
et l’on pose

Ex[φ(τa)]
déf
= lim

n→+∞
Ex

[
φ
(
τn

a

)]
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2. Espace/temps continu, ordre 2N — PMB

2.2 Premier instant de dépassement d’un seuil simple a :

τa = inf
{
t > 0 : Xt > (or 6) a

}
Position de dépassement (non-trivialité !) :

Px{Xτa ∈ dy}/dy =
N−1∑
k=0

(a − x)k

k !
δ

(k)

a (y)

dans le sens où

Ex[φ(Xτa )] =
N−1∑
k=0

(x − a)k

k !
φ(k)(a)

−→ “localisation/concentration” en a, multipôles...
Exemple : N = 2

Px{Xτa ∈ dy}/dy = δa(y) − (x − a) δ′a(y)

−→ monopôle et dipôle (cf. Nishioka, 1997)
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2. Espace/temps continu, ordre 2N — PMB

2.2 Premier instant de dépassement d’un seuil simple a :

τa = inf
{
t > 0 : Xt > (or 6) a

}
Pseudo-loi conjointe de (τa , Xτa ) :

Ex

(
e−λτa , Xτa ∈ dy

)
/dy =

N−1∑
k=0

Ik (λ, x) δ
(k)

a (y)

avec

Ik (λ, x) = λ−
k

2N

N−1∑
j=0

αjk e θj
2N√
λ (x−a)

où les αjk sont des coefficients et les θj sont les racines
(2N)e de (−1)N−1 de partie réelle > 0 si x < a (ou < 0 si
x > a)
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2. Espace/temps continu, ordre 2N — PMB

2.2 Premier instant de dépassement d’un seuil simple a :

τa = inf
{
t > 0 : Xt > (or 6) a

}
Pseudo-loi conjointe de (τa , Xτa ) :

Ex

(
e−λτa , Xτa ∈ dy

)
/dy =

N−1∑
k=0

Ik (λ, x) δ
(k)

a (y)

Idée d’une démonstration :
d’abord calcul de la pseudo-loi conjointe du maximum et du
processus (Xt ,max06s6t Xs) à l’aide d’une identité de Spitzer

puis relation entre les pseudo-lois de (Xt ,max06s6t Xs) et
(τa , Xτa )

et l’on constate a posteriori que ces fonctions sont solutions
de problèmes aux limites liés à l’opérateur d2N/dx2N ...

17/37



2. Espace/temps continu, ordre 2N — PMB
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2. Espace/temps continu, ordre 2N — PMB

2.2 Premier instant de dépassement d’un seuil simple a :

τa = inf
{
t > 0 : Xt > (or 6) a

}
Pseudo-loi conjointe de (τa , Xτa ) :

Ex

(
e−λτa , Xτa ∈ dy

)
/dy =

N−1∑
k=0

Ik (λ, x) δ
(k)

a (y)

Références directes :
Nishioka (N = 2 : “biharmonic pseudo process”, 1997)
AL (EJP, 2007)

Autres références (temps de séjour, maximum...) :
Krylov (1960) ; Hochberg (N = 2, 1978)
et depuis 1991 : Beghin Cammarota Nikitin Orsingher Ragozina
(N = 2) ; AL
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2. Espace/temps continu, ordre 2N — PMB

2.3 Premier instant de sortie d’un intervalle ]a, b[ :

τab = inf
{
t > 0 : Xt < ]a, b[

}

Heuristique : u(x) = Ex

(
e−λτabφ(Xτab )

)
est solution du

problème de Lauricella

(−1)N−1 d2Nu

dx2N
(x) = λu(x)

dk u

dxk
(a) =

dkφ

dxk
(a)

dk u

dxk
(b) =

dkφ

dxk
(b)

 si 0 6 k 6 N − 1
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2. Espace/temps continu, ordre 2N — PMB

2.3 Premier instant de sortie d’un intervalle ]a, b[ :

τab = inf
{
t > 0 : Xt < ]a, b[

}
Pseudo-loi conjointe de (τab , Xτab ) (pour x ∈ [a, b]) :

Ex

(
e−λτab , Xτab ∈ dy

)
/dy

=
N−1∑
k=0

I−
k

(λ, x) δ
(k)

a (y) +
N−1∑
k=0

I+

k
(λ, x) δ

(k)

b
(y)

avec

I±
k

(λ, x) = λ−
k

2N

2N−1∑
j=0

α±
jk

(λ) e θj
2N√
λ x

où les α±
jk

(λ) sont des coefficients dépendants de a, b , λ et

les θj sont les racines (2N)e de (−1)N−1
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2. Espace/temps continu, ordre 2N — PMB

2.3 Premier instant de sortie d’un intervalle ]a, b[ :

τab = inf
{
t > 0 : Xt < ]a, b[

}
Position de sortie :

Px
{
Xτab ∈ dy

}
/dy =

N−1∑
k=0

(−1)k
[
H−k(x) δ

(k)

a (y) + H+
k(x) δ

(k)

b
(y)

]

Lien avec les fonctions polyharmoniques :

d2NH−k
dx2N

(x) =
d2NH+

k

dx2N
(x) = 0 si x ∈ ]a, b[

d`H−k
dx`

(a) = δk`,
d`H−k
dx`

(b) = 0

d`H+
k

dx`
(a) = 0,

d`H+
k

dx`
(b) = δk`

 si 0 6 ` 6 N − 1
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2. Espace/temps continu, ordre 2N — PMB

2.3 Premier instant de sortie d’un intervalle ]a, b[ :

τab = inf
{
t > 0 : Xt < ]a, b[

}
−→ polynômes d’interpolation d’Hermite

Problème de la ruine :

Px
{
Xτab = a

}
= H−

0
(x), Px

{
Xτab = b

}
= H+

0
(x)

Px
{
Xτab= a

}
=

1

(b − a)2N−1

N−1∑
k=0

(
2N − 1

k

)
(x − a)k (b − x)2N−1−k

Px
{
Xτab=b

}
=

1

(b − a)2N−1

2N−1∑
k=N

(
2N − 1

k

)
(x − a)k (b − x)2N−1−k

Référence : AL (SPA, 2014)
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Partie II

MA/PMA
Chaleur/Laplacien : cas discret
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3. Espace/temps discret, ordre 2 — MA

3.1 Équation de la chaleur discrète d’ordre 2 :

∂nu(n, x) = 1
2 ∆xu(n, x), n ∈ N, x ∈ Z

avec
∂nu(n, x) = u(n + 1, x) − u(n, x)

∆xu(n, x) = u(n, x + 1) − 2u(n, x) + u(n, x − 1)

Semi-groupe (Tn)n∈N de générateur G = 1
2 ∆ :

Tn = (T1)n avec T1 = I+G, T1φ(x) =
1
2
φ(x+1)+

1
2
φ(x−1)

Interprétation stochastique : marche aléatoire (Sn)n∈N

Sn = S0 +
n∑

j=1

Uj

où (Uj)j∈N est une suite de v.a. i.i.d. de loi
P{Uj = −1} = P{Uj = +1} =

1
2
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4. Espace/temps discret, ordre 2N — PMA

4.1 Équation de la chaleur discrète d’ordre 2N (N > 1 entier) :

∂nu(n, x) = (−1)N−1c ∆N
xu(n, x), n ∈ N, x ∈ Z (c > 0 fixé)

avec

∆N
xu(n, x) =

N∑
k=−N

(−1)k
(
k + N

2N

)
u(n, x + k)

Semi-groupe (Tn)n∈N de générateur G = (−1)N−1c ∆N :

Tn = (T1)n avec T1 = I + G

T1φ(x) = c
∑

−N6k6N,k,0

(−1)k+N−1
(

2N
k + N

)
φ(x + k)

+

[
1 + c(−1)N

(
2N
N

)]
φ(x)

25/37



4. Espace/temps discret, ordre 2N — PMA
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4. Espace/temps discret, ordre 2N — PMA

4.1 Équation de la chaleur discrète d’ordre 2N (N > 1 entier) :

∂nu(n, x) = (−1)N−1c ∆N
xu(n, x), n ∈ N, x ∈ Z (c > 0 fixé)

avec

∆N
xu(n, x) =

N∑
k=−N

(−1)k
(
k + N

2N

)
u(n, x + k)

Interprétation stochastique : pseudo-marche aléatoire (Wn)n∈N

Wn = W0 +
n∑

j=1

Vj

où (Vj)j∈N est une suite de pseudo-v.a. i.i.d. de pseudo-loi
P{Vj = k } = (−1)k+N−1c

(
2N

k + N

)
si −N 6 k 6 N

k , 0

P{Vj = 0} = 1 + (−1)Nc
(
2N
N

)
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4. Espace/temps discret, ordre 2N — PMA

4.2 Premier instant de dépassement d’un seuil simple a :

σa = min
{
n ∈ N : Wn > (or 6) a

}
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4. Espace/temps discret, ordre 2N — PMA

4.2 Premier instant de dépassement d’un seuil simple a :

σa = min
{
n ∈ N : Wn > (or 6) a

}
Position de dépassement : On a

Wσa ∈ {a, a + 1, . . . , a + N − 1} si W0 < a
Wσa ∈ {a, a − 1, . . . , a − N + 1} si W0 > a

Pseudo-loi (pour x < a et y ∈ {a, a + 1, . . . , a + N − 1}) :

Px{Wσa = y} = (−1)y−a
(
N + a − 1

y − x

)(
y − x − 1

a − x − 1

)

Exemple : N = 2

Px{Wσa = a} = a − x + 1, Px{Wσa = a + 1} = x − a
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4.2 Premier instant de dépassement d’un seuil simple a :

σa = min
{
n ∈ N : Wn > (or 6) a

}
Position de dépassement : On a

Wσa ∈ {a, a + 1, . . . , a + N − 1} si W0 < a
Wσa ∈ {a, a − 1, . . . , a − N + 1} si W0 > a

Pseudo-loi (pour x < a et y ∈ {a, a + 1, . . . , a + N − 1}) :

Px{Wσa = y} = (−1)y−a
(
N + a − 1

y − x

)(
y − x − 1

a − x − 1

)

Exemple : N = 2

Px{Wσa = a} = a − x + 1, Px{Wσa = a + 1} = x − a

28/37



4. Espace/temps discret, ordre 2N — PMA
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4. Espace/temps discret, ordre 2N — PMA

4.2 Premier instant de dépassement d’un seuil simple a :

σa = min
{
n ∈ N : Wn > (or 6) a

}
Pseudo-loi conjointe de (σa ,Wσa ) :

Ex

(
zσaζWσa

)
=

N∑
k=1

Lk (z, ζ)(uk (z)ζ)a−x

où Lk (z, ζ) =
∏
16j6N

j,k

ζ − vj(z)

vk (z) − vj(z)
, k ∈ {1, . . . ,N},

sont les polynômes d’interpolation de Lagrange par
rapport à ζ tels que Lk (z, vj(z)) = δjk , et les uj(z) et
vj(z) = 1/uj(z) sont les racines de

ζ2
− 2

1 + θj

N√
1 − z

2 N√c z

ζ + 1 = 0
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4. Espace/temps discret, ordre 2N — PMA

4.2 Premier instant de dépassement d’un seuil simple a :

σa = min
{
n ∈ N : Wn > (or 6) a

}
Pseudo-loi conjointe de (σa ,Wσa ) :

Ex

(
zσaζWσa

)
=

N∑
k=1

Lk (z, ζ)(uk (z)ζ)a−x

Idée d’une démonstration :
équation de “continuité”

utilisation des fonctions génératrices
nécessite une condition : c 6 1/22N−1∑

k∈Z, n∈N

P{Wn = k }e ikθzn =
[
1 − z

(
1 − c 4N sin2N( θ2)

)]−1

et l’on constate a posteriori que cette pseudo-loi est
solution d’un problème aux limites lié à l’opérateur ∆N ...
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Idée d’une démonstration :
équation de “continuité”
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4. Espace/temps discret, ordre 2N — PMA

4.3 Premier instant de dépassement d’un seuil double a, b :

σab = min
{
n ∈ N : Wn < ]a, b[

}

Position de dépassement : pour W0 ∈ ]a, b[,
Wσab ∈ {a − N + 1, . . . , a − 1, a} ∪ {b , b + 1, . . . , b + N − 1}

Pseudo-loi (pour x ∈ ]a, b[ et
y ∈ {a − N + 1, . . . , a − 1, a} ∪ {b , b + 1, . . . , b + N − 1}) :

Px{Wσab = y} =


(−1)y−a KN

x − y

(N−1
a−y)

(b−y+N−1
N

)
si y 6 a

(−1)y−b KN
y − x

(N−1
y−b)

(y−a+N−1
N

)
si y > b

avec K = (N−a−1
N )(N−b−1

N )
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4. Espace/temps discret, ordre 2N — PMA

4.3 Premier instant de dépassement d’un seuil double a, b :

σab = min
{
n ∈ N : Wn < ]a, b[

}
Exemple : N = 2

Px{Wσab = a − 1} = −
(x − a)(b − x)(b − x + 1)

(b − a + 1)(b − a + 2)

Px{Wσab = a} =
(x − a + 1)(b − x)(b − x + 1)

(b − a)(b − a + 1)

Px{Wσab = b} =
(x − a)(x − a + 1)(b − x + 1)

(b − a)(b − a + 1)

Px{Wσab = b + 1} = −
(x − a)(x − a + 1)(b − x)

(b − a + 1)(b − a + 2)
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4. Espace/temps discret, ordre 2N — PMA

4.3 Premier instant de dépassement d’un seuil double a, b :

σab = min
{
n ∈ N : Wn < ]a, b[

}
Idée d’une démonstration :

équation de “continuité”

et l’on constate a posteriori que u(x) = Ex(φ(Wσab )) est
solution du problème de Lauricella discret

(−1)N−1∆Nu(x) = 0
∂k
−

u(a) = ∂k
−
φ(a)

∂k
+

u(b) = ∂k
+
φ(b)

 si 0 6 k 6 N − 1

où ∂+u(x) = u(x + 1) − u(x), ∂−u(x) = u(x) − u(x − 1)

Références :
Sato (N = 2, Journal of Mathematics of Kyoto University, 2002)
AL (International Journal of Stochastic Analysis, 2014)
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Références :
Sato (N = 2, Journal of Mathematics of Kyoto University, 2002)
AL (International Journal of Stochastic Analysis, 2014)

33/37



PARTIE III

DE LA PMA AU PMB
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5. Convergence de la PMA vers le PMB

Normalisation :
grille temps × espace ε2N

N × εZ (associée à “dt = dx2N”)

Xε
t

= εWbt/ε2Nc, t ∈ R+, ε > 0 petit

On a τεa = ε2Nσba/εc et Xε
τεa

= εWσba/εc (idem avec τε
ab

et σba/εcdb/εe)

Convergence ad hoc : supposons que c 6 1/22N−1

(Xε
t

)t>0 −→
ε→0+

(Xt)t>0

dans le sens où ∀n ∈ N∗, ∀t1, . . . , tn > 0, ∀µ1, . . . , µn ∈ R,

E

(
e

i
∑n

k=1
µk Xε

tk

)
−→
ε→0+

E

(
e i

∑n
k=1

µk Xtk
)

=e−c
∑n

k=1
(µ1+···+µk )2N(tk−tk−1)

(
τεa , X

ε
τεa

)
−→
ε→0+

(
τa , Xτa

)
dans le sens où ∀λ > 0, ∀µ ∈ R,

E

(
e
−λτεa+iµXε

τεa

)
−→
ε→0+

E

(
e−λτa+iµXτa

)
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Xε
t

= εWbt/ε2Nc, t ∈ R+, ε > 0 petit

On a τεa = ε2Nσba/εc et Xε
τεa

= εWσba/εc (idem avec τε
ab

et σba/εcdb/εe)

Convergence ad hoc : supposons que c 6 1/22N−1

(Xε
t

)t>0 −→
ε→0+

(Xt)t>0
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5. Convergence de la PMA vers le PMB

Normalisation :
grille temps × espace ε2N

N × εZ (associée à “dt = dx2N”)

Xε
t

= εWbt/ε2Nc, t ∈ R+, ε > 0 petit

On a τεa = ε2Nσba/εc et Xε
τεa

= εWσba/εc (idem avec τε
ab

et σba/εcdb/εe)

Exemple : N = 2

Px{Wσa = a} = a − x + 1, P{Wσa = a + 1} = x − a
=⇒ Ex[φ(Wσa )] = φ(a) + (x − a)[φ(a + 1) − φ(a)]

Posons aε = ba/εc et xε = bx/εc

Exε

[
φ
(
Xε
τεa

)]
= φ(aε) + (xε − aε)

φ(aεε + ε) − φ(aεε)

ε
−→
ε→0+

Ex[φ(Xτa )] = φ(a) + (x − a)φ′(a)
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MERCI

DE VOTRE ATTENTION !
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