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Un panorama de lois remarquables

pour le pseudo-processus régi par

l'équation de type chaleur
∂u

∂t
=

∂nu

∂xn
d'ordre n > 2

Aimé LACHAL

Institut Camille Jordan, INSA de Lyon

En hommage à Enzo Orsingher...
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1 Construction

• Équation de la chaleur d'ordre supérieur

∂u

∂t
= κn

∂nu

∂xn
où κn = ±1.

• Noyau de type chaleur : p(t;x)
� caractérisé par∫ +∞

−∞
eiuxp(t;x) dx = eκnt(−iu)n =

{
e−tun

pour n pair

e±itun

pour n impair

� dé�nit un pseudo-processus Markovien (X(t))t>0 gouverné par une mesure

signée de variation totale in�nie (qui n'est pas une probabilité) selon

Px{X(t) ∈ dy} = p(t;x− y) dy

et pour 0 = t0 < t1 < . . . < tm, x0 = x,

Px{X(t1) ∈ dx1, . . . , X(tm) ∈ dxm} =
m∏
i=1

p(ti − ti−1;xi−1 − xi) dxi
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Dé�nition 1

Ex

[
lim

m→∞
F

(
X

(
t

m

)
, X

(
2t

m

)
, . . . , X

(
mt

m

))]
déf1
= lim

m→∞
Ex

[
F

(
X

(
t

m

)
, X

(
2t

m

)
, . . . , X

(
mt

m

))]

Dé�nition 2

Ex

[
lim

n→∞
F

(
X

(
1

2m

)
, . . . , X

(
k

2m

)
, . . .

)]
déf2
= lim

m→∞
Ex

[
F

(
X

(
1

2m

)
, . . . , X

(
k

2m

)
, . . .

)]

Exemple

Px

{
max
06s6t

X(s) 6 a

}
déf1
= lim

m→∞
Px

{
max

06k6m
X

(
kt

m

)
6 a

}
déf2
= lim

m→∞
Px

{
max

06k6[2mt]
X

(
k

2m

)
6 a

}
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2 Étude de certaines fonctionnelles

• Temps de séjour au-delà d'un niveau

Ta(t) = mesure{s ∈ [0, t] : X(s) > a} =
∫ t

0
1l{X(s)>a} ds

−→ loi de T0(t), éventuellement conditionnée par {X(t) = 0} ?

• Maximum du pseudo-processus

M(t) = max
06s6t

X(s)

−→ lois de M(t) et (X(t),M(t)) ?

• Premier temps de dépassement d'un niveau

τa = inf{t > 0 : X(t) > a} pour x < a

−→ loi de (τa, X(τa)), éventuellement sous l'e�et d'une dérive constante ?
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Relations entre ces fonctionnelles

• Relations entre les lois de τa, M(t) et Ta(t)

Px{τa > t} = Px{M(t) 6 a} = lim
µ→+∞

Ex

(
e−µTa(t)

)

• Relation entre les lois de (τa, X(τa)) et (X(t),M(t))

Ex

(
e−λτa+iµX(τa)

)
= (λ− κn(iµ)

n)

∫ +∞

0

e−λt Ex

(
eiµX(t)1l{M(t)>a}

)
dt

• Techniques requises

� formule de Feynman-Kac (EDP et transformées de Fourier-Laplace)

� algèbre de Vandermonde

� identité de Spitzer
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3 Loi du temps de séjour T0(t)

3.1 Formule de Feynman-Kac

φ(t;x) = Ex

[
e−

∫ t
0
f(X(s)) dsg(X(t))

]
déf
= lim

m→∞
Ex

[
e−

t
m

∑m
k=0 f(X( kt

m ))g(X(t))
]

est solution de 
∂φ

∂t
= κn

∂nφ

∂xn
− fφ

φ(0;x) = g(x)

La transformée de Laplace

Φ(λ;x) =

∫ +∞

0

e−λt φ(t;x) dt

est solution de

κn
dnΦ

dxn
= (f + λ)Φ− g
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3.2 Application au temps de séjour T0(t)

On pose

U(λ, µ;x) =

∫ +∞

0

e−λt Ex

(
e−µT0(t)

)
dt

U est solution de l'équation di�érentielle
κn

dnU

dxn
=

 (λ+ µ)U − 1 sur ]0,+∞[

λU − 1 sur ]−∞, 0[

∀k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, dkU

dxk
(λ, µ; 0+) =

dkU

dxk
(λ, µ; 0−)

On introduit les racines ne de κn : (θj)06j6n−1 et

J = {j ∈ {0, . . . , n− 1} : ℜe(θj) > 0}

K = {k ∈ {0, . . . , n− 1} : ℜe(θk) < 0}
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Proposition Pour x = 0 :

U(λ, µ; 0) =
1

n
√
λ#K(λ+ µ)#J

Après inversion de la transformée de Laplace, on trouve :

Théorème 1 (A.L., 2003) T0(t) suit une loi Bêta :

P0{T0(t) ∈ ds}/ds = 1

π
sin

(#K

n
π
) 1l(0,t)(s)

n
√

s#K(t− s)#J

En particulier, si n est pair, T0(t) suit la loi arcsinus :

P0{T0(t) ∈ ds}/ds =
1l(0,t)(s)

π
√
s(t− s)

9



'

&

$

%

3.3 Application au temps de séjour T0(t) conditionnel

On pose

V (λ, µ;x, y) =

∫ +∞

0

e−λt
[
Ex

(
e−µT0(t), X(t) ∈ dy

)
/dy

]
dt

Proposition Pour x = y = 0 :

V (λ, µ; 0, 0) =
1

lnµ
[ n
√
λ+ µ− n

√
λ ] avec ln =


sin

π

n
pour n pair

2 sin
π

2n
pour n impair

Après inversion de la transformée de Laplace, on trouve :

Théorème 2 (A.L., 2003) (T0(t)|X(t) = 0) suit la loi uniforme sur [0, t] :

P0{T0(t) ∈ ds|X(t) = 0}/ds = 1

t
1l(0,t)(s)
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4 Loi du maximum M(t)

On pose

W (λ;x, a) =

∫ +∞

0

e−λt Px{M(t) < a} dt

Proposition Les lois de M(t) et Ta(t) sont reliées selon

W (λ;x, a) = lim
µ→+∞

U(λ, µ;x− a)

En e�et,

lim
µ→+∞

Ex

[
e−µ

∫ t
0
1l{X(s)>a} ds

]
= lim

µ→+∞
Ex

[
1l{M(t)<a} + 1l{M(t)>a}e

−µ
∫ t
0
1l{X(s)>a} ds

]
= Px{M(t) < a}
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Proposition Pour x < a :

W (λ;x, a) =
1

λ

[
1−

∑
j∈J

eθj
n√
λ (x−a)∏

k∈J\{j}

(
1− ei

2(j−k)π
n

)]

Remarque : le potentiel de p a pour expression∫ +∞

0

e−λt p(t;x, a) dt =
1

nλ

∑
j∈J

θj
n
√
λ eθj

n√
λ (x−a)

Après inversion de la transformée de Laplace, on trouve :

Théorème 3 (A.L., 2003)

Px{M(t) > a} = 2Px{X(t) > a}+
#J−1∑
j=0

αj

∫ t

0

∂jp

∂xj
(s;x− a)

ds

(t− s)1−
j+1
n

Corollaire Le pseudo-processus (X(t))t>0 satisfait au principe de ré�exion,

i.e. Px{M(t) > a} = 2Px{X(t) > a}, uniquement dans le cas brownien.
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Exemples (rappel : x < a)

• n = 2 (mouvement brownien)

W (λ;x, a) =
1

λ

[
1− e

√
λ(x−a)

]
• n = 3 (Orsingher, 1991)

Cas κ3 = +1 :

W (λ;x, a) =
1

λ

[
1− e

3√
λ(x−a)

]
Cas κ3 = −1 :

W (λ;x, a) =
1

λ

[
1−e

3√
λ(x−a)/2

(
cos

√
3

2
3
√
λ(x−a)− 1√

3
sin

√
3

2
3
√
λ(x−a)

)]

• n = 4 (Hochberg 1978, Orsingher et al. 1994)

W (λ;x, a) =
1

λ

[
1− e

4√
λ(x−a)/

√
2
(
cos

1√
2

4
√
λ(x− a)− sin

1√
2

4
√
λ(x− a)

)]
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5 Loi du couple (X(t),M(t))

Lemme (Identité de Spitzer)

∫ +∞

0

e−λtEx

(
eiµX(t)−νM(t)

)
dt

=
1

λ
e(iµ−ν)x exp

[∫ +∞

0

e−λt
(
E0

(
eiµX(t)−νX(t)+

)
− 1

) dt

t

]

Proposition∫ +∞

0

e−λtEx(e
iµX(t)−νM(t)) dt =

e(iµ−ν)x∏
j∈J

(
n
√
λ− (iµ− ν)θj)

∏
k∈K

(
n
√
λ− iµθk)
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Après inversion de la transformé de Laplace, on trouve :

Théorème 4 (A.L., 2007) Pour z > x ∨ y :

Px{X(t) 6 y 6 z 6 M(t)}

=
∑
k∈K

06m6#J−1

αkm

∫ t

0

∫ s

0

∂mp

∂xm
(σ;x− z)

Ik0(s− σ; z − y)

(t− s)1−(m+1)/n
ds dσ

avec ∫ +∞

0

e−λtIk0(t; ξ) dt = eθk
n√
λ ξ
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Exemples

• n = 3 (Orsingher et al., 2000)

Px{X(t) 6 y 6 z 6 M(t)} =

∫ t

0

∫ s

0

p(σ;x− z) q(s− σ; z − y)
ds dσ

(t− s)2/3

avec, dans le cas κ3 = +1 :

p(t; ξ) =
1

π

∫ +∞

0

cos(ξλ− tλ3) dλ (fonction d'Airy)

q(t; ξ) =
ξ

πΓ(1/3)t

∫ +∞

0

e−tλ3+ 1
2 ξλ sin

(√
3

2
ξλ+

π

3

)
dλ

et dans le cas κ3 = −1 :

p(t; ξ) =
ξ

πΓ(1/3)t

[√
3

∫ +∞

0

e−tλ3+ξλ dλ+

∫ +∞

0

e−tλ3− 1
2 ξλ sin

(√
3

2
ξλ+

π

3

)
dλ

]
q(t; ξ) =

1

π

∫ +∞

0

cos(ξλ+ tλ3) dλ
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• n = 4 (Orsingher et al., 2000)

Px{X(t) 6 y 6 z 6 M(t)} =

∫ t

0

∫ s

0

p(σ;x− z) q1(s− σ; z − y)
ds dσ

(t− s)3/4

+

∫ t

0

∫ s

0

∂p

∂x
(σ;x− z) q2(s− σ; z − y)

ds dσ√
t− s

avec

p(t; ξ) =
1

π

∫ +∞

0

e−tλ4

cos(ξλ) dλ

q1(t; ξ) =
ξ

π
√
2Γ(1/4) t

∫ +∞

0

e−tλ4

cos(ξλ) dλ

q2(t; ξ) =
ξ

2π2 t

∫ +∞

0

e−tλ4 (
cos(ξλ) + sin(ξλ)− e−ξλ

)
dλ
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6 Loi du couple (τa, X(τa)) (n pair)

On suppose x < a.

Lemme Les lois de (τa, X(τa)) et de (X(t),M(t)) sont reliées selon

Ex

(
e−λτa+iµX(τa)

)
= (λ− κn(iµ)

n)

∫ +∞

0

e−λt Ex

(
eiµX(t)1l{M(t)>a}

)
dt

En e�et : e−λτa+iµX(τa) ≈
∞∑
k=0

e−λ k
2m +iµX( k

2m )1l{M( k−1
2m )6a<M( k

2m )}

Proposition

Ex

(
e−λτa+iµX(τa)

)
=

∑
j∈J

∏
k∈J\{j}

(
1− iµ

n
√
λ
θ̄k

)
∏

k∈J\{j}

(
1− ei

2(j−k)π
n

) eθj
n√
λ (x−a) eiµa
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Après inversion de la transformée de Laplace, on trouve :

Théorème 5 (A.L., 2007)

Px{τa ∈ dt,X(τa) ∈ dz}/dt dz =

#J−1∑
k=0

Jk(t;x− a) δ(k)a (z)

avec Jk(t; ξ) =
∑
j∈J

cjk Ijk(t; ξ) et

∫ +∞

0

e−λtIjk(t; ξ) dt = λ−k/neθj
n√
λ ξ

Corollaire (� Monopoles et multipoles �)

Px{X(τa) ∈ dz}/dz =

#J−1∑
k=0

(−1)k
(x− a)k

k!
δ(k)a (z)
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Exemple

• n = 4 (Nishioka, 1997)

Px{τa ∈ dt,X(τa) ∈ dz}/dt dz = J0(t;x− a) δa(z) + J1(t;x− a) δ′a(z)

with

J0(t; ξ) =
ξ

2πt

∫ +∞

0

[
eξλ − cos(ξλ) + sin(ξλ)

]
e−tλ4

dλ

J1(t; ξ) =
2

π

∫ +∞

0

[
cos(ξλ) + sin(ξλ)− eξλ

]
λ2 e−tλ4

dλ

Px{X(τa) ∈ dz}/dz = δa(z)− (x− a)δ′a(z)
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7 Pseudo-processus avec dérive (n pair)

On pose

Xb(t) = X(t) + b t et τ ba = inf{t > 0 : Xb(t) > a} avec inf ∅ = +∞

On introduit les racines (n− 1)
e

de κn : (φl)16l6n−1 et

J̃ = {j ∈ {1, . . . , n− 1} : ℜe(φj) > 0}

Théorème 6 (A.L., 2008) Pour x < a et b < 0 :

Px{τ ba < ∞} =
∑
j∈J̃

eφj |b|
1

n−1 (x−a)∏
k∈J̃\{j}

(
1− ei

2(j−k)π
n−1

)
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Exemples (rappel : x < a et b < 0)

• n = 2 (mouvement brownien)

Px{τ ba < ∞} = e−b(x−a)

• n = 4 (Nakajima & Sato, 1999)

Px{τ ba < ∞} =
2√
3
e

1
2

3
√

|b| (x−a) cos

(√
3

2
3
√
|b| (x− a) +

π

6

)

• n = 6

Px{τ ba < ∞} =
1

4 sin2 π
5

[
e

5
√

|b| (x−a)

+
1

cos π
5

e(cos
2π
5 ) 5

√
|b| (x−a)cos

((
sin

2π

5

)
5
√
|b| (x− a)+

2π

5

)]
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