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1 Composition d’un ADN

• très longue molécule constituée de deux châınes polynucléotidiques

complémentaires ;

• conformation bicaténaire hélicöıdale ;

• bases : adénine (A), cytosine (C), guanine (G), thymine (T ) ;

• bases complémentaires : A←→ T , C ←→ G .
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2 Processus de réplication d’un ADN

• phase de dénaturation : les deux brins sont séparés après élévation de

la température ;

• phase d’hybridation : les deux brins sont répliqués à l’aide d’une ADN

polymérase ;

– brin précoce : réplication continue dans le sens de la séparation ;

– brin retardataire : réplication discontinue dans le sens contraire de la

séparation −→ fragments d’Okazaki (1968).
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Le brin retardataire est constitué de deux parties :

• un brin (le continent) obtenu par concaténation depuis l’origine de tous

les fragments qui sont liés à leurs voisins de gauche ;

• les segments restants qui ne sont pas encore reliés au continent, ce sont

les fragments d’Okazaki (les ı̂les). Les interstices entre ces fragments

constituent l’océan.
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3 Modèle probabiliste de Cowan & Chiu (1994)

Les sites promoteurs sont répartis selon un processus de Poisson spatial

d’intensité µ, ou encore un processus de Poisson temporel d’intensité λ = rµ.
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Quelques v.a. intéressantes

• Nt : nombre de fragments d’Okazaki existant à l’instant t ;

• Dt : distance entre la frontière de séparation et l’extrémité droite du

continent à l’instant t ;

• Pt : longueur totale des nouveaux morceaux d’ADN à l’instant t (con-

tinent inclus) ;

• P̃t = rt − Pt : longueur totale des interstices entre les fragments

d’Okazaki à l’instant t.

Problème : lois des v.a. Nt, Dt et P̃t ?
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Résultats connus (1994, 2000)

• Cowan & Chiu ont calculé, à l’aide de la théorie du renouvellement :

– le nombre moyen asymptotique de fragments d’Okazaki

lim
t→+∞

E(Nt) = λδ +
r

c
;

– la longueur moyenne asymptotique des interstices

lim
t→+∞

E(P̃t) =
r(r + c)

λc
.

• Piau a calculé à l’aide d’une équation de quasi-renouvellement :

– la distance moyenne asymptotique séparation-continent

lim
t→+∞

E(Dt) = rδ +
r + c

λ

∞∑
n=1

σ(n)
( r

r + c

)n

où σ(n) est le nombre de diviseurs de n.



Un modèle de réplication d’un ADN 8'

&

$

%

4 Nouveaux résultats (A.L. 2002)

Soit φ(t) = E(e−αNt), ψ(t) = E(e−αP̃t) et χ(t) = E(e−αDt).

On pose a =
c

r + c
, b =

r

r + c
et Qn(b) =

n∏
k=1

(1− bk).

Théorème 1 (Régime transitoire)

φ(t) =


e−λ(1−e−α)t si 0 6 t 6 δ,

e−λδ(1−e−α)
∞∑

n=0

n∏
k=1

[1− (1− e−α)bk] e−λ(t−δ) [λ(t− δ)]n

n !
si t > δ;

χ(t) =


e−rαt si 0 6 t 6 δ,

e−rδα
∞∑

n=0

[ n∑
k=0

Qn(b)

Qk(b)

(
b− rα

λ

)k]
e−λ(t−δ) [λ(t− δ)]n

n !
si t > δ.
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Théorème 2 (Régime stationnaire)

lim
t→+∞

φ(t) = e−λδ(1−e−α)
∞∏

n=1

[1− (1− e−α)bn],

lim
t→+∞

ψ(t) =

∞∏
n=0

[
1 +

rα

λ
bn
]−1

,

lim
t→+∞

χ(t) = e−rδα
∞∏

n=1

[
1 +

rα

λ

bn−1

1− bn
]−1

.
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Fonctions de la théorie des partitions : q-séries

Référence : G. Andrews. The theory of partitions, in Encyclopedia of Mathematics and

Its Applications, Vol. 2, 1976.

Soit Qn(q) =
n∏

k=1

(1− qk).

Formules d’Euler :
∞∏

n=0

(1− zqn)−1 =

∞∑
n=0

1

Qn(q)
zn,

∞∏
n=0

(1 + zqn) =
∞∑

n=0

qn(n−1)/2

Qn(q)
zn.

Formules de Rothe :
n∏

k=0

(1− zqk)−1 =
∞∑
k=0

Qn+k(q)

Qn(q)Qk(q)
zk,

n−1∏
k=0

(1 + zqk) =

n∑
k=0

Qn(q)q
k(k−1)/2

Qk(q)Qn−k(q)
zk.
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Théorème 3 (Décomposition) Les v.a. Nt, P̃t et Dt convergent en loi

lorsque t→ +∞ vers les v.a. N∞, P̃∞, D∞ données par

N∞ =
∞∑

n=0

Xn, P̃∞ =
∞∑

n=0

Yn et D∞ = rδ +
∞∑

n=1

Zn

où

• X0 est une v.a. de Poisson P(λδ),
(Xn)n>1 est une suite de v.a.i. de Bernoulli B(bn) indépendantes de X0 ;

• (Yn)n>0 est une suite de v.a.i. exponentielles E(λ/(rbn)) ;

• (Zn)n>1 est une suite de v.a.i. exponentielles E((λb/r)× (1/bn − 1)).
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Corollaire 4 (Moyennes, variances, moments)

• E(N∞) = λδ +
r

c
, var(N∞) = λδ +

r(r + c)

c(2r + c)
;

• E(P̃∞) =
r(r + c)

λc
, var(P̃∞) =

r2(r + c)2

λ2c(2r + c)
,

E(P̃n
∞) =

n !

Qn(b)

( r
λ

)n

;

• E(D∞) = rδ +
r

λb

∞∑
n=1

bn

1− bn
= rδ +

r

λb

∞∑
n=1

σ0(n)b
n,

var(D∞) =
( r

λb

)2 ∞∑
n=1

( bn

1− bn
)2

=
( r

λb

)2 ∞∑
n=1

[σ1(n)− σ0(n)]bn

avec σ0(n) = #{k : k |n} et σ1(n) =
∑

k|n k.
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5 Indications de preuve

• équations de renouvellement ;

• équations de quasi-renouvellement ;

• équations différentielles fonctionnelles.

Proposition 5

φ(t) = λe−α

∫ t

0

φ(t− s)e−λs ds+ λ(1− e−α)

∫ a(t−δ)+

0

φ(t− s)e−λs ds+ e−λt,

ψ(t) = λ

∫ at

0

ψ(t− s)e−λs ds+ λecαt
∫ t

at

ψ(t− s)e−(λ+rα/b)s ds+ e−(λ+rα)t,

χ(t) = λ

∫ a(t−δ)+

0

χ(t− s)e−λs ds+ e−(λa+rα)t+λaδ.
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Démonstration. — Soit T1 l’instant auquel apparâıt le premier site pro-

moteur.

T1 suit la loi exponentielle E(λ). En conditionnant par {T1 = s} :

• si t < s, Nt = 0,

• si t > s, Nt
loi
=

 Nt−s si 0 6 s 6 a(t− δ)+,
Nt−s + 1 si s > a(t− δ)+.

Puis

φ(t) =

∫ ∞

0

φ(t | s)λe−λs ds

avec φ(t | s) = E(e−αNt |T1 = s) =


φ(t− s) si 0 6 s 6 a(t− δ)+,
e−αφ(t− s) si a(t− δ)+ < s 6 t,

1 si s > t.
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5.1 La v.a. Nt, nombre de fragments d’Okazaki

• Sur [0, δ], φ vérifie une équation de renouvellement ordinaire ;

• sur [δ,+∞[, la fonction φ̃(t) = eλtφ(t + δ), t > 0 vérifie une équation

différentielle fonctionnelle.

Lemme 6

dφ̃

dt
(t)− λφ̃(t) + λ(1− e−α)b φ̃(bt) = 0 avec φ̃(0) = e−λδ(1−e−α).

Proposition 7 (Solution)

φ̃(t) =
∞∑

n=0

φn
(λt)n

n !
avec φn = e−λδ(1−e−α)

n∏
k=1

[1− (1− e−α)bk].

Corollaire 8

lim
t→+∞

φ(t) = lim
t→+∞

φ̃(t)e−λt = e−λδ(1−e−α)
∞∏
k=1

[1− (1− e−α)bk].
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5.2 La v.a. Dt, distance séparation-continent

• Sur [0, δ], χ vérifie une équation de renouvellement ordinaire ;

• sur [δ,+∞[, la fonction χ̃(t) = eλtχ(t + δ), t > 0 vérifie une équation

différentielle fonctionnelle.

Lemme 9

dχ̃

dt
(t)− λχ̃(t) + λbχ̃(bt) = λρe(λb−rα)t−rδα avec χ̃(0) = e−rδα.

Proposition 10 (Solution)

χ̃(t) =
∞∑

n=0

χn
(λt)n

n !
avec χn = e−rδα

n∑
k=0

Qn(b)

Qk(b)

(
b− rα

λ

)k

.

Corollaire 11

lim
t→+∞

χ(t) = lim
t→+∞

χ̃(t)e−λt = e−rδα
∞∏

n=1

[
1 +

rα

λ

bn−1

1− bn
]−1

.
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5.3 La v.a. P̃t, longueur des interstices

Soit ψ̃(t) = ψ(t)eλt, t > 0.

Lemme 12
d2ψ̃

dt2
(t) + (rα− λ) dψ̃

dt
(t)− λrα ψ̃(t) + λbrα ψ̃(bt) = 0,

ψ̃(0) = 1,
dψ̃

dt
(0) = λ− rα.

Proposition 13 (Solution)

ψ̃(t) =
∞∑

n=0

ψn
(λt)n

n !
avec

 ψn+2 +
(rα
λ
− 1

)
ψn+1 −

rα

λ
(1− bn+1)ψn = 0,

ψ0 = 1, ψ1 = λ+ rα.
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5.4 La v.a. P̃∞

Transformée de Laplace : Lψ(p) =

∫ ∞

0

e−ptψ(t) dt.

On a

lim
t→+∞

ψ(t) = lim
p→0+

pLψ(p).

Lemme 14

Lψ(p) =
p+ λ

p(p+ λ+ rα)
− λrα

p(p+ λ+ rα)
Lψ

(p+ λa

b

)
.

Corollaire 15

lim
t→+∞

ψ(t) =
λ

λ+ rα
[1− rαLψ(λa/b)].

Proposition 16

Lψ(λa/b) =
1

rα

[
1−

∞∏
n=1

(
1 +

rα

λ
bn
)−1]

.
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6 Distance inter-sites promoteurs

Cowan & Chiu introduisent le rapport

R =
longueur moyenne des fragments d’Okazaki

distance moyenne inter-sites promoteurs
=

E(L∞)/E(N∞)

1/µ

avec

L∞ = D∞ − P̃∞.

Problème : estimation du paramètre µ ?

Proposition 17

R =
[
λδ − r

c
− 1 +

∞∑
n=1

σ(n)
( r

r + c

)n−1]
/
[
λδ +

r

c

]
.
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Expériences

E(L∞)

E(N∞)
∼

 150 bases pour les eucaryotes

1500 bases pour les procaryotes

c

r
∼

 0, 6 pour les eucaryotes

6.10−3 pour les procaryotes

Cas δ = 0 :

R ∼

 1, 48 pour les eucaryotes

4, 77 pour les procaryotes
=⇒ 1

µ
∼

 150
1,48 = 101 pour les eucaryotes

1500
4,77 = 314 pour les procaryotes

=⇒ Un site promoteur devrait avoir un motif de 4 bases invariantes.

Les sites seraient espacés de 44 = 256 bases en moyenne (256 ∈ [101; 314]) ;

pour un motif de 3 bases, on aurait 43 = 64 /∈ [101; 314] ;

pour un motif de 5 bases, on aurait 45 = 1024 /∈ [101; 314].


