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Avertissement

Ceci est la deuxiéme partie du cours de mathématiques s’adressant aux éléves de ’année 1 de
la section sportive de haut niveau. Elle concerne la théorie des espaces vectoriels et se déroule au
second semestre. On donne les bases de la structure d’espace vectoriel (prolongeant ou complétant
les structures algébriques abordées en année 0 : groupes, anneaux, corps), puis on introduit les
applications linéaires entre espaces vectoriels qui transportent cette structure et qui permettent
de définir un calcul matriciel. L’objectif final est la diagonalisation des matrices et la réduction
des endomorphismes conduisant & des applications importantes :

— résolution de systémes différentiels linéaires ;

— étude de suites définies par des relations de récurrence linéaires ;

— réduction des coniques.

Elle sera complétée en année 2 par un chapitre sur les espaces vectoriels normés. Le calcul ma-
triciel sera utilisé en calcul différentiel & plusieurs variables ainsi que dans I’étude des quadriques
de l'espace.

Chaque chapitre est suivi d’exercices traités en séances de travaux dirigés. Ce document écrit
est plus complet que ’exposé du cours oral. En particulier, les parties dactylographiées en petits
caractéres sont soit des parties de démonstration délicates ou hors-programme, qui sont insérées
dans ce cours par souci de complétude, soit des remarques ou compléments anecdotiques, pour
satisfaire les esprits curieux. Elles pourront étre omises en premiére lecture.
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Chapitre 1

Espaces vectoriels

Les structures algébriques concernent des ensembles pour lesquels on dispose de certaines
opérations. Elles apparaissent naturellement et progressivement dans la construction des nombres
usuels : entiers, rationnels, réels, complexes... avec les opérations d’addition et de multiplication.
Ces structures ont pour vocation d’unifier des propriétés typiques (telles que la commutativité,
l'associativité, la distributivité...) et d’ériger des régles de calcul qui s’avérent communes a de
nombreux exemples de natures a priori différentes. La structure d’espace vectoriel est née avec
I’étude géométrique des vecteurs du plan ou de l'espace dans lequel on vit. Malgré 'aspect
géométrique de cette origine, les propriétés des espaces vectoriels sont de nature algébrique et
s’appliquent dans divers contextes éloignés, en apparence, de la géométrie (espaces de fonctions,
de polynoémes, de séries de Fourier...)

Par exemple, pour les trois ensembles

— des vecteurs du plan,

— Ry[X] des bindmes de degré au plus 1, aX + 8 avec o, 5 € R,

— Firigo des fonctions trigonométriques de la forme z — acosx + Bsinx avec o, f € R,
on peut définir des opérations tout a fait similaires pour lesquels des régles de calcul sont rigou-
reusement les mémes. Ces opérations sont les suivantes :

? X B — B Ry [X] x Ry [X} — R [X] }—trigo X ]:trigo — ]:trigo
(@,7) +— @+ (P,Q) — P+Q (f.9) — [ty
(@) +— «a.d (a, P) — «a.P (o, f) — . f

— Pour le plan B, si 'on dispose d’une base {Z, ;}, on peut écrire n’importe quel vecteur @
de B sous la forme @ = ai + ﬁ; avec a, 8 € R;

— Densemble R;[X] est constitué de bindmes de la forme aX + 1 avec o, B € R, 1 étant le
polynoéme constant égal a 1;

— Densemble Fi,ig0 est constitué de fonctions de la forme a cos +fsin avec a, 8 € R.
Malgré la différence de nature de tous ces objets, dans les trois cas, les paires {;, j}, {X,1} et
{cos, sin} jouent le méme role vis-a-vis des opérations + et ., & savoir que 1'on peut écrire dans
chaque situation un objet de ’ensemble uniquement & l'aide de la paire correspondante et de
facteurs d’échelle o, 8; on parle de combinaisons linéaires (e.g. ai+ (7) et de bases (e.g. {i,]}).
Les ensembles P, Ry[X], Fiigo sont ainsi rapprochés les uns les autres selon un méme jeu de
calcul « vectoriel » et seront qualifiés d’espaces vectoriels isomorphes.



2 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

1 Rappel : structures de groupe, anneau et corps

Définition 1.1 Soit E un ensemble. Une loi interne sur E notée % est une application de
E x E a valeurs dans E :

«ExE — E
(r,y) — x*y

1.1 Groupes

Définition 1.2 Soit E un ensemble muni d’une loi interne . Le couple (E,*) est un groupe
lorsque

1. la loi * est associative :
Ve,y,z € B, (xxy)xz=xx*(y*2);
2. la loi x admet un élément neutre noté e :
dee E,Vx e E, xxe=exx =1,
3. tout élément x de E admet un symétrique noté x’' pour la loi * :
Vee E, 32 € E, xxa’ =2’ xx =e.
Si de plus la loi * est commutative :
Ve,y€e E, vxy=1y=x*ux,

on dit que le groupe (E,*) est commutatif ou abélien.

REMARQUES.
1. Dans un groupe, on peut « simplifier » des égalités :

TrY=Txz—>y—2z et Yyxr=zxr— y=2.
En effet,
w*y:x*zﬁx’*(m*y):x'*(w*z):>(az/*m)*y:(:r'*x)*z:>e*y:e*z:>y:z,

2. Un groupe admet un unique élément neutre et tout élément admet un seul symétrique. En effet,
— si e et € sont deux éléments neutres, on a exe’ =e=2¢";
— si 2’ et 2” sont deux symétriques de x, on a x* 2’ = x*x”" = e et donc en simplifiant par 2 on trouve
/ "
' =a".

Lorsque la loi * est commutative, 'usage veut qu’on la note additivement : + (addition), et
dans ce cas I’élément neutre est noté 0 (zéro), le symétrique de = est noté —z (opposé de ).
Dans d’autres cas, il arrive qu’on note la loi * multiplicativement : x (multiplication), 1’élément

neutre est alors noté 1 (un), le symétrique de z est noté 2~ (inverse de x). On note dans le

1

méme esprit © + (—y) = —y et z x y~' = z/y. La notation — n’a de sens que si la loi x est

commutative.

© Aimé LACHAL : cours de mathématiques



1. RAPPEL : STRUCTURES DE GROUPE, ANNEAU ET CORPS 3

EXEMPLES.
1. Les couples (Z,+), (Q,+), (Q*, ) sont des groupes commutatifs.

2. Soit B(E) 'ensemble des bijections d’un ensemble E dans lui-méme (ce sont les permu-
tations de F). Le couple (E, o) est un groupe en général non commutatif. En effet,
— la loi o est associative : soient f,g,h € B(E). On a

Ve e E, ((fog)oh)(x) = (fog)(h(x)) = flg(h(x))) = f((goh)(x)) = (fo(goh))(z)

done (fog)oh = fo(goh);
— la loi o admet pour élément neutre 'application identité idg : soit f € B(E). On a

Ve € E, (foidp)(z) = f(idp(z) = f(z) = ide(f(z)) = (idg o f)(z)

donc foidg =idgo f;
— D'élément f de B(E) admet pour symétrique sa bijection réciproque f~! pour la loi o :

foft=f"1lof=idg.

1.2 Anneaux

Définition 1.3 Soit E un ensemble muni de deux lois internes notées + et x. Le triplet
(E, 4+, x) est un anneau lorsque

1. (E,+) est un groupe commutatif ;
2. la loi x est associative ;

3. la lov x est distributive sur la lot + :
Ve,y,z€ B, (x+y)xz=(xxz2)+(yxz) et zx(x+y) =(zxzx)+(zxy).

— Si de plus la loi x est commutative (resp. admet un élément neutre, appelé élément
unité), on dit que l'anneau (E,+, X) est commutatif (resp. unitaire).
— Sil’on a
Ve,ye E, e xy=0=—=x=0ouy=0,

c’est-a-dire qu’il n’y a pas de diviseurs de zéro, on dit que l'anneau est (E, +, X) intégre.

REMARQUES.

1. Dans un anneau, I’élément neutre 0 pour la premiére loi + est absorbant pour la deuxiéme X :
VeeFE, zx0=0xx=0.

En effet, par distributivité on a par exemple £ X 0 = x X (04 0) = (z x 0) + (z X 0), et, en simplifiant par
z X 0, on trouve z x 0 = 0.

2. Dans un anneau, on adopte la régle de priorité suivante : la multiplication est prioritaire sur ’addition,
c’est-a-dire que l'on note 'expression (a x b) + (¢ x d) sans parenthéses : a X b+ ¢ X d.

EXEMPLE.

Les triplets (Z,+, x) et (R[X], +, X) sont des anneaux commutatifs.

(© Aimé LACHAL : cours de mathématiques



4 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

1.3 Corps

Définition 1.4 Soit E un ensemble muni de deuz lois internes notées + et x. Le triplet
(E,+, x) est un corps lorsque

1. (E,+) est un groupe commutatif ;
2. (E\ {0}, x) est un groupe ;
3. la loi x est distributive sur la loi +.

Si de plus la loi x est commutative, on dit que le corps (E,+, x) est commutatif.

EXEMPLE.

Les triplets (Q, 4, %), (R, +, x), (C,+, x) et (R(X), +, x) sont des corps commutatifs.

2 Espaces vectoriels

Définition 2.1 Soit E un ensemble et K un corps commutatif. Une loi externe sur E relati-
vement a K notée ® est une application de K X E a valeurs dans E :

O:KxE — FE
(,z) — a®y

Dans tout ce cours, (K, +, x) désignera un corps commutatif. Son élément neutre et son élément
unité seront respectivement notés 0 et 1. L’opposé d’un élément o € K sera noté —« et I'inverse

d'un élément o € K\ {0} sera noté — (ou 1/a ou a~!). L'entier n sera assimilé & I’élément
o'

1+---+1dekK.

—_—

n fois

2.1 Axiomes

Définition 2.2 Soit E un ensemble muni d’une loi interne & (addition vectorielle) et d’une
loi externe ® (multiplication scalaire) relativement au corps K. Le triplet (E,®,®) est un
espace vectoriel sur K, ou encore un K-espace vectoriel, lorsque

1. (E,®) est un groupe commutatif ;

2. Va, B €K, Vu,v € E,

a®(@aet) = (a0d)® (ae ),

(a+B)od = (a0u)® (8o,

(axB)oid = a®(foq),
lod = 4.

Les éléments de E sont appelés vecteurs et ceux de K scalaires. L’élément neutre de [’addition
vectorielle est noté 0 et le symétrique du vecteur i pour cette addition est noté &il.

© Aimé LACHAL : cours de mathématiques



2. ESPACES VECTORIELS 5

REMARQUES.

1. On dénote dans ce paragraphe les deux lois d’espace vectoriel provisoirement par les
symboles @ et ® de fagon a bien les différencier des deux lois de corps, mais on adoptera
dés le paragraphe suivant les notations classiques + et . au lieu de ® et ®, le symbole x
sera omis et méme le symbole . sera souvent omis. On notera également 4 & (60) = 0o U

—

ou encore avec les futures notations @ + (—9) = 4 — ¥

2. Dans un espace vectoriel on adopte la régle de priorité suivante : la multiplication scalaire
est prioritaire sur ’addition vectorielle. Par exemple, avec les futures notations, on notera
lexpression (aii) + (57) sans parenthéses : ol + (.

3. Dans la suite, on ne considérera que des espaces vectoriels sur R ou C.

Les dessins ci-dessous illustrent les axiomes de la définition 2.2 dans le cadre des vecteurs
géométriques du plan.

(@ + ) = ai + aF

24) = 2(31)

FIGURE 1.1 — Illustration des axiomes d’un espace vectoriel

Définition 2.3 On peut construire & ['aide de n vecteurs uy,us,...,U, et n scalaires
a1, Q,. .., an le vecteur (aq © U1) ® (e @ Uz) ® -+ B (y @ Uy). C’est la combinaison li-
néaire des vecteurs iy, Us, ..., U, G coefficients ay, s, ..., 0,

© Aimé LACHAL : cours de mathématiques



6 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

2.2 Propriétés immeédiates

Proposition 2.4 Soit E un K-espace vectoriel. On a Vn € N*, Va € K, Vi € E,

00@i=0, ac©0=0, ad=0=a=0o0ui=0,

DEMONSTRATION.

En utilisant les axiomes de la structure d’espace vectoriel on obtient

— 00U=(040)0u=004® 006 ¥ et donc en simplifiant : 00d=0;

—a00=a0(0®0)=a®0®a®0 et donc en simplifiant : « ® 0 = 0;

— en supposant que a ® U = 0 et a # 0 et en multipliant par o~ !, on trouve d’une part que
a'o(aod)=a'®0=0et dautre part a ' © (a0 @) = (a" ' x) T =101 = .
Douid=0;

— ()o@ ®(aed) =(—a+a)®@d =006 =0, ce qui montre que (—a) ® @ est le
symétrique de a ® @ pour @ ;

—n@ﬁ:(1—1—---—1—1)@@':(1@@)@”-@(1@71):ﬁGB---EBﬁ. |
—_— N——
n fois n fois n fois

2.3 Exemple fondamental

Soit K™ le produit cartésien de n copies de K : K" = K x --- x K. C’est ’ensemble des
———

n fois
n-uplets constitués d’éléments de K : K" = {(z1,...,2n), z1,...,2, € K}. On définit sur K"
— Végalité : (z1,...,2n) = (Y1, Yn) <= T1 = Y1, -+, Tn = Yn;
— laddition : (z1,...,2n) ® (Y1, Yn) = (L1 + Y1, -, 1 + Yn) ;
— la multiplication scalaire : o ® (x1,...,Zp) = (@ X T1,...,Q X Xy).
On peut montrer (la preuve est trés simple mais longue) que le triplet (K", @, ®) est un K-espace
vectoriel. Le vecteur nul est ici (0, ...,0) et opposé du vecteur (z1,...,z,) est S(z1,...,T,) =

(_xlv' ) _:U'n,)

AUTRES EXEMPLES.
1. L’ensemble des polynémes K[X] muni des lois
@: KX]xKX] — K[X] et ©: KxK[X] — K[X]
(P,Q) — P+Q (0,Q)  — a@
est un K-espace vectoriel. L’ensemble K,,[X] des polynémes de degré au plus n muni des
mémes lois (en remplagant K[X] par K, [X]) est aussi un K-espace vectoriel.
2. L’ensemble E = A(F,K) des applications d’un ensemble F’ & valeurs dans K muni des lois

®: ExFEF — FE

(f.9) — |fog: K

r —
z — f(z)+9(z)

© Aimé LACHAL : cours de mathématiques



3. SOUS-ESPACES VECTORIELS 7

et

®: KxF — F
F — K

(. f) — |aOf: r — ax f(z)

est un K-espace vectoriel.

3 Sous-espaces vectoriels

Dans toute la suite de ce chapitre, F désigne un K-espace vectoriel. La structure d’espace
vectoriel est une structure riche puisqu’elle posséde de nombreuses propriétés. En revanche, il est
parfois lourd de vérifier tous les axiomes de cette structure et il existe des critéres permettant de
décider si un ensemble est un espace vectoriel ou non a 'aide de peu de vérification. Ces critéres
reposent sur la notion de sous-espace vectoriel et s’appliquent notamment & des ensembles qui
sont des sous-ensembles d’un espace vectoriel ou construits & partir de plusieurs espaces vectoriels
(intersection, somme). En pratique, disposant de quelques espaces vectoriels « classiques », on
aura trés souvent affaire a des sous-ensembles de ceux-ci.

3.1 Sous-espaces vectoriels

Si F' est une partie non vide de E, on peut considérer les restrictions des lois de £ a F :

+| et .| .- Elles sont définies par

FXF

+| : FxF

FXF

Pour que F' muni de ces deux lois soit un espace vectoriel, il est nécessaire que leur ensemble
d’arrivée soit contenu dans F' de facon & en faire des lois respectivement interne et externe.

Définition 3.1 Une partie non vide F' de E est un sous-espace vectoriel de E lorsque

(Fy A+, po -l ) €st un espace vectoriel.

Le résultat ci-dessous permet de voir trés simplement que F' est un sous-espace vectoriel de F
sans vérifier tous les axiomes de la définition d’un espace vectoriel.

(© Aimé LACHAL : cours de mathématiques



8 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

Théoréme 3.2 Soit F' une partie non vide de E. Alors F' est un sous-espace vectoriel de E
st et seulement si
Vaoe K, Vi, 7€ F, u+v7€F e a.weF

ou encore
Va,f e K, Vi, v e F, a. i+ .7 € F.

On dit que F est stable par combinaison linéaire.

DEMONSTRATION.

La preuve est immédiate. Les assertions du théoréme garantissent que les opérations res-
treintes +|FxF et .|FxF sont des lois respectivement interne et externe. De plus, en faisant a = 0
et @ = —1 dans lassertion Va € K, Vi € F, a.@ € F, on voit que 0 € F et —i € F prouvant
ainsi que ’élément neutre de + et le symétrique d’un vecteur de F' sont dans F'. Les autres pro-
priétés relatives aux lois + et . (commutativité, associativité, etc.) se transmettent naturellement

aux lois +| et [ . 0

EXEMPLES.

1. Considérons dans le K-espace vectoriel £ = K™ les sous-ensembles F' et G définis par
F ={(Aa1,...,Aan), A€ K} et G ={(z1,...,2,) € E: a1x1 + -+ + apx, = 0} ot les
scalaires a1, ..., a, sont fixés.

(a). Soit a, f € K et 1,7 € F. Les vecteurs @ et ¢ sont de la forme @ = (Aay, ..., \a,) et
U= (pai,...,pna,) avec A\, u € K. On a alors

at + U = a(Aay, ..., ay) + B(pay, ..., pay) = (e + Bu)ay, ..., (e + pu)a,) € F

prouvant ainsi que F' est un sous-espace vectoriel de E.

(b). Soit o, B € Ket (x1,...,2n), (Y1,.--,Yn) € G. On a les relations a1z +- - -+ apx, =0
et a1y1 + -+ + apyn, = 0. La combinaison linéaire (z1,...,2,) = a(z1,...,2y) +
ﬁ(ylv s 7yn) = (OéfL'l + ﬁyla S,y + 53/71) vérifie

aiz1+ -+ apzp = @z + -+ anty) + Blaryr + - + anyn) = 0.

On a donc (z1,...,2,) € G et G est un sous-espace vectoriel de E.

2. L’ensemble K, [X] est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel K[X]. En effet, si P
et @ sont des polynémes de degré inférieur ou égal a n, alors toute combinaison linéaire
de P et @ le sera également, ce qui signifie que K,,[X] est stable par combinaison linéaire.

3. Dans le K-espace vectoriel E = A(K,K) des applications de K dans K, on vérifie trés
facilement que les sous-ensembles des applications paires Ap(K,K) et des applications
impaires Aj(K, K) sont stables par combinaison linéaire et sont par conséquent des sous-
espaces vectoriels de F.

CONTRE-EXEMPLES.Dans le R-espace vectoriel E = R, les sous-ensembles F' = {(\,A+1), X €
K}, G={(\\), \eK}, H={(z,y) e E:ox+y=1}et K ={(z,y) € E: 2% —y =0} ne
sont pas des sous-espaces vectoriels comme on peut le voir facilement en constatant que F' et G
ne contiennent pas le vecteur nul et G et H ne sont pas stables par multiplication scalaire.
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3. SOUS-ESPACES VECTORIELS 9

A partir de plusieurs sous-espaces vectoriels, on peut construire facilement d’autres espaces
vectoriels par intersection, somme, sous-espace vectoriel engendré... Ces diverses notions sont
présentées ci-apres.

3.2 Intersection de deux sous-espaces vectoriels

Proposition 3.3 Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors FF NG est un sous-
espace vectoriel de E.

DEMONSTRATION.

Soit a, B € Ket 4,0 € FNG. Comme 4,7 € F, on atl + U € F. De méme @,V € G et donc
ot + BU € G. Ainsi atl + fv € F NG, ce qui montre que F'N G est un sous-espace vectoriel de
E. O

REMARQUE.

Plus généralement, si Fi, ..., F, sont des sous-espaces vectoriels de E, alors F1N...NF, est
un sous-espace vectoriel de E.

EXEMPLE.

Considérons dans le K-espace vectoriel £ = K" le sous-ensemble

F={(x1,...,zp) € E:a1x1+ -+ apzy, =0et bizy + -+ + by, =0}

ou les scalaires a, ..., a, sont non tous nuls ainsi que les scalaires by, ..., b,. En écrivant F' sous
la forme G N H avec

G={(z1,...,24) € E:a1x1+ - Fapz, =0 et H={(x1,...,2,) € E:a1x1+ - -+apz, =0},

G et H étant des sous-espaces vectoriels de F, on voit que F' est un sous-espace vectoriel de E.

La réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est en général pas un espace vectoriel (sauf si
I'un des deux est contenu dans I’autre). On va alors définir un sous-espace vectoriel « minimal »
contenant I’ensemble F'U G. Le terme minimal est & prendre au sens suivant : si H est ce sous-
espace vectoriel minimal et si K est un sous-espace vectoriel contenant F'U G, alors H C K. On
précise cette notion dans le paragraphe suivant.
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10 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

3.3 Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Définition 3.4 Soit A une partie de E. Le sous-espace vectoriel engendré par A, noté
vect(A), est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A. En d’autres termes, vect(A)
est caractérisé par

— vect(A) est un sous-espace vectoriel de E ;

— si F' est un sous-espace vectoriel de E contenant A, alors F' contient aussi vect(A) :

A C F = vect(A) C F

ou encore
A C F C vect(A) = F = vect(A).

PROPRIETES IMMEDIATES.

1. Si F est un sous-espace vectoriel de E, on a vect(F') = F.

2. Si A et B sont deux parties de E telles que A C B, on a vect(A) C vect(B).

3. Le sous-espace vectoriel vect(A) est en fait I'intersection de tous les sous-espaces vectoriels
de E contenant A.

Considérons le cas particulier on A = {1, ..., Uy}, les vecteurs uy,. .., U, étant fixés.

— On a uy,...,u, € vect(A) donc VA1,..., A\, € K, Mty + -+ + A\, € vect(A). Intro-
duisons alors 'ensemble F' = { Aty + -+ + Aplin, A1, ..., A\p € K}. On vient de voir que
F C vect(A). Bien str, F contient A (choisir des coefficients Ay, ..., A, tous nuls excepté
un que l'on prendra égal a 1) et donc

A C F C vect(A).

— Montrons que F est un sous-espace vectoriel de E. Soit o, € K et ¥ = A\ +--- +
Aplln, W = g1ty + -+ ppty € F. On a

ol + = (ar) + Bur)tdy + -+ + (aXy + Bun) i, € F

ce qui prouve l'assertion annoncée.
En conclusion, on a trouvé un sous-espace vectoriel F' de E contenant A et contenu dans vect(A).
Par définition de vect(A), F' coincide nécessairement avec vect(A). On a démontré le résultat
ci-dessous.

Proposition 3.5 Soitiy,...,u, € E. Le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs
U1, ..., U, est 'ensemble des combinaisons linéaires de ces vecteurs :

VeCt({ﬁl, L ,’Jn}) = {)\1?71 —+ o+ )\nﬁn, Alyeeoy Ap € K}

EXEMPLES.
1. Si 4 est un vecteur non nul de E, vect(d) = {Ai,\ € K}; c’est la droite vectorielle
engendrée par .
2. Si 4 et ¥ sont deux vecteurs non colinéaires de E, vect(u, ¥) = {\d + uv, A, u € K} ; c’est

le plan vectoriel engendré par 4 et v.

DESSIN A FAIRE
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3. SOUS-ESPACES VECTORIELS 11

3.4 Somme de deux sous-espaces vectoriels

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On a déja signalé que la réunion F'U G n’est
en général pas un espace vectoriel. Essayons donc de caractériser vect(F U G).
— Siu e Fetve,alors 4,0 € FUG et donc 4+ ¢ € vect(F' U G). Introduisons alors
H = {u+ 9,(ud,V) € F x G}. On vient de voir que H C vect(F U G). D’autre part, F
et G sont évidemment contenus dans H (écrire @ = @ 4 0 pour @ € F et ¥ = 0 + @ pour
v € G) et donc
FUG C H C vect(FUG).

— Montrons que H est un sous-espace vectoriel de E. Soit a1, as € K et W, ws € H. Les
vecteurs wh et Wy s’écrivent sous la forme wh = w40 et Wy = Ua+vs avec (U1,71) € FXG
et (dz,V2) € F x G. Puisque a1 + agtia € F et an¥; + agts € G, on a

Q1Wy + oy = (alﬁl + Otzﬁg) + (041171 + Oé2172) c H

ce qui montre bien que H est un sous-espace vectoriel de E.
On a ainsi construit un sous-espace vectoriel H de E contenant F'UG et contenu dans vect(FUG),
d’ou H = vect(F UQG).

Définition 3.6 Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. La somme de F' et G est le
sous-ensemble défini par F + G = {u + U,(4,0) € F x G}. C’est le sous-espace vectoriel
engendré par FUG : F 4+ G = vect(F UG).

Définition 3.7 Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de . La somme de F+G est directe
lorsque la décomposition W = 4 + U avec (4,V) € F x G d’un vecteur quelconque W de E est
unique. On note F'+ G dans ce cas F & G.

On définit plus généralement la somme de n sous-espaces vectoriels Fi, ..., F, de E par
Fi+- - 4+ F,=vect(F1U...UF,) ={t + -+ Uy, (T1,...,U,) € F1 X -+ X Fp}.

Lorsque la décomposition @ = iy + -~ + U, avec (U1,...,U,) € Fy X --- x F,, d’'un vecteur
quelconque W de E est unique, on dit que la somme F} + - - - + F}, est directe et on la note dans
cecas F1®--- @ F,.

Proposition 3.8 La somme F + G est directe si et seulement si F NG = {0}.

DEMONSTRATION.

1. Supposons la somme F' 4+ G directe. Soit @ € F N G. On a les décompositions triviales
U=u+0=0+4davec (4,0) € F xG et (0,%) € F x G. Par unicité, on a nécessairement
@ = 0 ce qui montre que FF'NG = {0}.

2. Supposons réciproquement que F' NG = {6} Soit w € F 4+ G. Si W admet deux décom-
positions de la forme @ = 4y + ¥ = Uy + U2 avec (U1,71) € F X G et (2, ¥s) € F X G,
alors i — Uy = U9 — 1. Comme @ — Uy € F et Uo —¥; € G, on a i — s, Vo — 01 € FNG.
Or FNG = {6}, donc @ — @y = Ty — 01 = 0, soit (i1, v7) = (tz,U2), ce qui montre que
la somme F' + G est directe. O
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12 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

EXEMPLE.

Dans le K-espace vectoriel E = K", étudions la somme des deux sous-espaces vectoriels

F = {(A\a1,..., an), A € K} et G = {(z1,...,2n) € E : bixy + -+ + bz, = 0} ou les

scalaires a1, ..., a, sont non tous nuls ainsi que les scalaires by, ..., b,. Pour cela, on détermine
I'intersection F' N G. Soit 4 = (x1,...,2,) € F N G. Le vecteur @ est en particulier de la forme
@ = (Aai, ..., ay) avec A € K, donc, en reportant 1 = Aay,...,z, = Aa, dans l'équation

caractérisant GG, on trouve
bizy + -+ + bpxy = AMarby + - -+ + apb,) = 0.
Ainsi,
— siajby + -+ apb, #0,0ona A =0, donc @ =0 et F NG = {0}. Dans ce cas la somme

F + G est directe;
— siath1+---+apb, =0,ona F CGetalors '+ G =G.

3.5 Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition 3.9 Les sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires dans E lorsque
F oG =F; en dautres termes,

Vi € E, N(i,7) € F x G, & = il + 0.

Plus généralement, on dit que n sous-espaces vectoriels Fi, ..., F}, sont supplémentaires dans E
lorsque F1 & --- @ F, = E.

D’apreés le paragraphe précédent, on a immédiatement ’assertion suivante.

Proposition 3.10 Les sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires dans E si et seule-
ment si F +G = E et FNG = {0}.

EXEMPLES.
1. Soit, dans le R-espace vectoriel E = R?, les sous-espaces vectoriels F' et G définis par
F = {(2\3)\), A € R} et G = {(z,y) € E : 4o —y = 0}. Soit W = (x,y) € E.
Cherchons §'il existe un couple (@, %) € F x G tel que @ = 4 + ¢. En écrivant G sous la
forme {(u,4u), p € R}, on cherche s'il existe une décomposition de la forme & = @ + ¢

2\ =
avec 4 = (2X,3)\) et ¥ = (u,4p). Cela conduit au systéme { 3)\145 :; dont la
4 — -3 2
solution est A = ac5 y’ w= ﬂ, ce qui démontre ’existence et 'unicité du couple
(u,V) € F x G tel que d = d+ 9. D'ot F& G = E et F et G sont supplémentaires dans

E.

2. Dans le R-espace vectoriel E = A(R,R) des applications de R dans R, on considére
le sous-espace vectoriel des applications paires F' = Ap(R,R) et celui des applications
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4. SYSTEMES DE VECTEURS, DIMENSION 13

impaires G = A;(R,R). Soit h € E. Cherchons s’il existe un couple (f,g) € F' x G tel
que h = f + g. Si une telle décomposition existe, on a nécessairement

hz) = f(z) +9(x) et h(-z)= f(x) —g(z),

ce qui entraine
h(z) + h(—x) h(z) — h(—x)
fla) = ———F———— et gla)=—FF—
2 2
On vérifie bien que les applications f et g ainsi construites sont a posteriori respectivement
paire et impaire. On a également prouvé 'unicité de la décomposition h = f + g et donc
E=FaG.

4 Systémes de vecteurs, dimension

Avec un systéme de deux vecteurs non colinéaires S = {u, U2}, il est possible de reconstruire
tout I’ensemble des vecteurs du plan vectoriel E = vect(S) par combinaisons linéaires de @; et
U. Si on enléve un vecteur au systéme S, on ne peut plus reconstruire ce plan vectoriel (on dit
que S est un systéme générateur minimal) ; si on ajoute un vecteur @3 a S, on peut de nouveau
reconstruire ce plan vectoriel mais 43 n’est pas indispensable & cette reconstruction puisqu’il est
en fait combinaison linéaire de u; et @ (on dit que S est un systéme libre maximal). En fait le
systéme S est une base du plan vectoriel E. On va étendre ces trois notions de systémes libres,
systémes générateurs et de bases & un espace vectoriel quelconque.

Dans tout ce paragraphe, E désigne un K-espace vectoriel et tous les systémes de vecteurs
de E considérés seront supposés finis.

REMARQUE.

Il y a une ambiguité de notation en adoptant ’écriture ensembliste {u1,...,%,} car un
systéme de vecteurs peut contenir des vecteurs identiques contrairement & la coutume générale
de la théorie des ensembles qui stipule que I'on ne doit écrire un élément qu’une seule fois dans
un ensemble. De plus, 'ordre dans lequel sont écrits les vecteurs d’un systéme sera important
notamment dans le cas des bases. Certains auteurs adoptent une écriture de type liste (i1, . .., Uy)
qui autorise maintenant la répétition de vecteurs identiques et respecte ’ordre d’écriture mais qui
pose des problémes de cohérence pour construire des intersections ou des réunions de systémes
de vecteurs...

4.1 Systémes libres, liés

Définition 4.1 Le systéme de vecteurs S = {u1,..., 1y} est libre lorsque
Vai,...,ap € K, [(04111’1+---+ap11’p:6:>a1 =---=qap=0]
On dit aussi que les vecteurs Uz, ..., U, sont linéairement indépendants.
Dans le cas contraire, le systeme S est lié. Cela signifie qu’il existe des scalaires o, ..., ap € K
non tous nuls tels que a1ty + - -+ + oty = 0.
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14 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

PROPRIETES IMMEDIATES.

1. Sile systéme S contient le vecteur nul, alors il est lié. S’il contient deux vecteurs identiques,
il est aussi lié.

2. Une autre facon de dire que le systéme S est lié est qu’il existe un vecteur de S qui est
combinaison linéaire des autres vecteurs de S.

3. Si le systéme S est libre, alors
a1ty + -+ aplly = Prus + -+ Bplly = a1 = P, ..., ap = B

4. — Pour n =1, le systéme & = {1 } est libre si et seulement si le vecteur #; est non nul.
— Pour n = 2, le systéme S = {u, U2} est libre si et seulement si les vecteurs 7, W ne
sont pas colinéaires.
— Pour n = 3, le systéme S = {1, Uz, U3} est libre si et seulement si les vecteurs 7, @, U3
ne sont pas coplanaires.

Proposition 4.2 Soit L un systéme libre et @ € E.
1. Sid e L, le systeme L\ {u} est encore libre.

2. Le systéeme L U {u} est libre si et seulement si @ n’est pas combinaison linéaire des
vecteurs de L, i.e. U ¢ vect(L).

DEMONSTRATION.
Posons £ = {uy,...,Up}.
1. Supposons par exemple que @ = ). Soit a1, ..., ap—1 € K tels que a1t +- - -+ap_1Up—1 =
0. On a, en posant o, = 0, la relation a1ty +- - -+ a,pt, = 0 de laquelle on déduit, puisque
le systéme L est libre, oy = --- = a;, = 0 et le systéme L\ {u} = {u1,...,U,—1} est libre.

2. On va montrer la contraposée de la seconde assertion : le systéme £ U {u} est lié si et
seulement si @ est combinaison linéaire des autres vecteurs de L.

(a). Supposons le systéme £ U {u@} lié. Il existe des scalaires aq,...,ap+1 € K non tous
nuls tels que a1y + -+ + apty + app1 = 0. Le scalaire ;11 est nécessairement

non nul, sinon on aurait aj@; + --- + aut, = 0 et le systéme L serait lié. Donc
_ ar «
Ap+1 Qp+1

vecteurs de L.

Uy, ce qui signifie que « est combinaison linéaire des autres

(b). Supposons que @ soit combinaison linéaire des vecteurs de £. On sait que le systéme
LU {u} est alors lié. ]

4.2 Systémes générateurs

Définition 4.3 Le systéme de vecteurs S = {u1,...,U,} est générateur de E lorsque
Vi € E, Elozl,...,ozp e K, ﬁ:a1ﬁ1+'--+apﬁp.

Cela s’écrit encore vect(S) = E. On dit aussi que le systéme S engendre E.
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PROPRIETE IMMEDIATE.

Le systéme S est générateur du sous-espace vectoriel qu'il engendre, i.e. vect(S), puisque ce
dernier est I’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de S.

Proposition 4.4 Soit G un systéeme générateur de F et 4 € E.
1. Le systeme G U{u} est encore générateur de E.

2. Sid € G, le systetme G\ {u} est générateur de E si et seulement si i est combinaison
linéaire des autres vecteurs de G, i.e. 4 € vect(G \ {u}).

DEMONSTRATION.
Posons G = {1, ..., up}.
1. Soit ¥ € E. Le systéeme G étant générateur de F, il existe des scalaires oy, ..., ap € K tels

que U = a1ty + - - - + apl), et donc, en posant a1 = 0,
v=aqty + -+ Oépl_[p + Oéerlﬁ.

Cela prouve que le systéme G U {i} est encore générateur de E.
2. Admettons par exemple que U = ).

(a). Supposons le systéme G \ {u} = {d1,...,U,—1} générateur de E. Tout vecteur de
E est combinaison linéaire des vecteurs de G \ {@}. En particulier, le vecteur 4 est
combinaison linéaire des vecteurs de G \ {u}.

(b). Supposons que @ soit combinaison linéaire des vecteurs de G \ {@}. Il existe donc des
scalaires o, ..., -1 € K tels que @ = a1ty + - - - + ap—1Up—1. Soit maintenant v € E.
G étant un systéme générateur de F, il existe des scalaires f31,...,8, € K tels que
U = prt1 + - - + Bptp. On a alors

v = B+ + Bpflﬁpfl + Bp(alﬁl +---+ Ozpfl’t_[pfl)
= (B1+a1fp)is + -+ (Bp—1 + ap-18p)tip-1.

Ainsi, ¥ est combinaison linéaire des vecteurs de G \ {u} et G \ {@} est un systéme
générateur de E. a

Proposition 4.5 Soit F' et G des sous-espaces vectoriels de E. St Gg et Go sont des systémes
générateurs de F' et G respectivement, alors Gp U Gg est un systéme générateur de F' + G.

DEMONSTRATION.

Posons Gp = {u1,...,Up} et Gg = {Vh,...,T4}. Ona GprUGg = {41, ..., Up, U1, .., 7y} Tout
vecteur de F' + G est de la forme @ = 4 + U avec (4, V) € F' x G. De plus, il existe des scalaires
at, ..., 0p, B1,...,Bq tels que 4@ = a1ty + -+ - + optiy et U= G101 + - - + Byt et donc

@ = ayily + -+ iy + f101 + -+ Byl

ce qui montre bien que le systéme Gp U Gg est générateur de F' + G. g
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16 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

4.3 Bases, dimension

Le nombre de vecteurs dans un systéme est fondamental dans I’étude des espaces vectoriels.
La théorie de la dimension a pour objectif de définir un nombre optimal (a la fois minimal
et maximal) de vecteurs nécessaires pour reconstruire 'espace E tout entier par combinaison
linéaire et ce sans redondance. Cette théorie repose sur des inégalités entre le nombre de vecteurs
d’un systéme libre et celui d’un systéme générateur de F.

Lemme fondamental 4.6 Soit k € N*. Alors k + 1 vecteurs combinaisons linéaires de k
vecteurs forment un systéme lié.

DEMONSTRATION.

Examinons d’abord quelques exemples.

— Cas k =1 : considérons le systéme S = {u, U} avec 4 = aietT=pi.Sif=0onav=0
. . - 1 N A a .

et le systéme S est lié. Si f#£0,onai= B ¥ puis & = — U et le systéme S est encore lié.

— Cas k = 2 : considérons le systéme S = {i, 7,4} avec @ = i + ], 7 = /i + '] et

W=a"i+p"]. Sia = 6” =0, on a @ =0 et le systéme S est lié. Sinon, supposons par
//

ISy

exemple 7 #0.On a j = ﬁ w— ﬁune I’on reporte dans @ et T :

" B p . g g

u:(a—ﬁa)+ﬁw et U= (a—@a')—l—@w

/3 /

On voit alors que les vecteurs u — @ w et U— @ w sont des combinaisons linéaires du
vecteur Zet, d’aprés le cas précédent, ils forment un systéme lié :

Ja,b € K non t Is, a(i— 2o @) + b5 — 2 0.

a,b € K non tous nuls, a(d — @w) (U — 7 W) =

Cette relation est de la forme ail 4 b + ¢ = 0 ou les scalaires a, b, ¢ sont non tous nuls

et le systéme S est donc lié.

— Cas général : La démonstration se fait par récurrence sur k. Admettons que le résultat soit vrai pour
k — 1. Soit alors S = {#1,...,Uk+1} un systéme de k + 1 vecteurs combinaisons linéaires de k vecteurs
€1, ceey é}c :

—

i = oauéi+--+ o€k

Uk+1 = Qk4+11 €1+ + Qp41k €k

Si tous les coefficients de la derniére ligne ak411, k+12,- .-, Qk4+1% sont nuls; on a dk+1 = 0 et le systéme
S est lié. Sinon supposons par exemple que aj4+1% 7# 0. On tire alors

~ 1 Qk+11 - Qkt1k—1 -

é, = Upp1 — ——— €1 — -+ — ——— 1

Ak+1k Qk+1k Ok+1k
et, en reportant dans les autres égalités, on voit que les k vecteurs i1 — W1y Uk — Uk+1
Qk+1k Ak+1k

sont des combinaisons linéaires des k — 1 vecteurs €1, ..., €,—_1. [ls forment un systéme lié d’aprés ’hypo-
thése de récurrence. Par conséquent le systéme S est lié. 0

Corollaire 4.7 Soit L un systeme libre et G un systéme générateur de 2. On a nécessairement

card(L) < card(G).
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DEMONSTRATION.

Posons p = card(L) et ¢ = card(G). Le systéme G étant générateur de E, les p vecteurs de £
sont des combinaisons linéaires des ¢ vecteurs de G. Si on avait p > ¢ (i.e. p > g+ 1), le systéme
L contiendrait un sous-systéme de g+ 1 vecteurs combinaisons linéaires de ¢ vecteurs. Ce dernier
est lié d’apres le lemme fondamental et £ serait également lié, ce qui est contraire & I’hypotheése.
Ainsi p < g. O

Définition 4.8 Une base de E est un systéme libre et générateur de F.

Proposition 4.9 Le systéme de vecteurs S = {uy,...,U,} est une base de E si et seulement
St
Vi e E, E”(Oq,...,an) e K", @ =aqty + -+ ayiy,.
Les coefficients aq, . .., ap sont les coordonnées du vecteur i relativement & la base S.
REMARQUE.
L’ordre dans lequel sont écrits les vecteurs y,...,u, de la base S est important et les

coordonnées d’un vecteur de E doivent respecter le méme ordre.

EXEMPLES.

1. Dans le K-espace vectoriel K", on peut écrire

(x1,29,...,2) = x1(1,0,0,...,0) + 22(0,1,0,...,0) + -+ 2,(0,0,0,...,1)

= 21€1 + 2262 + - + xTp€y

ou
e =(0,...,0,1,0,...,0) pour 1 <i < n.
0
i°position
Cela montre que le systéme S = {€}, ..., é,} est générateur de K". Par ailleurs, si aj€] +
co o aply = 6, alors, d’apres le calcul précédent, on a (ag,...,q,) = 0 et donc ag =
-+« =y, = 0. Ainsi, le systéme S est libre. En conclusion, le systéme {é1,...,€,} est une
base de K", on l'appelle la base canonique de K". Dans l'écriture @ = (x1,z2,...,2y,), les
scalaires x1, ..., 2, sont les coordonnées du vecteurs 4 relativement & la base canonique.

n
2. Tout polynéme de K,,[X] s’écrit par définition sous la forme Z a; X*. Ceci montre que
=0
le systéme S = {1, X, X?,..., X"} est générateur du K-espace vectoriel K,[X]. D’autre
n

part, si Z a; X" = 0, par définition de I’égalité de deux polyndmes —
i=0

n n
ZaiXZ = ZbiXZ = ap = bp,a1 = b1,...,a, = by,
=0 =0
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— on trouve immeédiatement ag = a1 = --- = a, = 0 et le systéme S est libre. Ainsi,
le systéme {1, X, X2 ..., X"} est une base de K,[X] appelée base canonique de K, [X].

n
Dans l'écriture P = E a; X*, les scalaires ao, ..., a, sont les coordonnées du vecteur P

=0

relativement & la base canonique.

Proposition 4.10 1. Les bases de E sont les systémes libres mazrimauz de E.

2. Les bases de E sont les systémes générateurs minimaux de E.

DEMONSTRATION.

On utilise les propositions 4.2 et 4.4.

1.(a).

Soit B une base de E'; c’est un systéme libre. Supposons qu’il ne soit pas maximal,
c’est-a-dire qu'il existerait un vecteur 4 € E \ B tel que le systéme « augmenté »
B U {u} soit encore libre. Le vecteur 4 ne serait alors pas combinaison linéaire des
vecteurs de B, ce qui contredirait le fait que B est un systéme générateur de E. Le
systéme libre B est donc maximal.

. Réciproquement, soit B un systéme libre maximal. Supposons qu’il ne soit pas géné-

rateur de E. Il existerait donc un vecteur @ € E qui ne serait pas combinaison linéaire
des vecteurs de B. Alors B U {u} serait encore un systéme libre, ce qui contredirait le
fait que B est un systéme libre maximal. Le systéme libre BB est donc générateur de £
et c’est une base de E.

. Soit B une base de E'; c’est un systéme générateur de E. Supposons qu’il ne soit pas

minimal, c’est-a-dire qu’il existerait un vecteur 4 € B tel que le systéme « diminué »
B\ {u} est encore générateur de E. Le vecteur 4 serait alors combinaison linéaire des
autres vecteurs de B, ce qui contredirait le fait que B est un systéme libre. Le systéme
générateur B est donc minimal.

. Réciproquement, soit B un systéme générateur minimal. Supposons qu’il ne soit pas

libre. Il existerait donc un vecteur @ € B qui serait combinaison linéaire des autres
vecteurs de B. Alors B\ {@} serait encore un systéme générateur de E, ce qui contre-
dirait le fait que B est un systéme générateur minimal. Le systéme générateur B est
donc libre et c’est une base de F. ad

Définition 4.11 Le K-espace vectoriel E est de dimension finie lorsqu’il admet un systéme
générateur fini. Dans le contraire, E est de dimension infinie.

Théoréme 4.12 (Existence de bases en dimension finie) Soit E un K-espace vectoriel
de dimension finie non réduit a son vecteur nul. Alors E admet au moins une base. De plus
toutes les bases de E contiennent le méme nombre de vecteurs, ce nombre commun est appelé
dimension de E et noté dim(FE).

Si E = {0}, on pose dim(E) = 0. Lorsque dim(E) = 1, on dit que E est une droite vectorielle et
lorsque dim(E) = 2, E est un plan vectoriel.

DEMONSTRATION.
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1. Soit & un systéeme générateur fini de £. Si § est minimal, c’est une base de E. Sinon, il
n’est pas minimal et il existe alors un vecteur @; € S tel que le systéme & = S\ {1}
soit encore générateur de E. Si &1 est minimal, c’est une base de E. Sinon, il n’est pas
minimal et il existe alors un vecteur @s € S tel que le systéme Sy = &1\ {@2} soit encore
générateur de E. On construit de proche en proche une suite décroissante (au sens de
I'inclusion) de systémes (Sy,)nen générateurs de E :

SO8 D28 D---D0.

La suite des cardinaux correspondants (card(S,)),en est donc une suite d’entiers décrois-
sante minorée par 0, elle est nécessairement stationnaire :

dng € N, VYn = ny, card(S,,) = card(Sy,).

Le systéme générateur S, est alors minimal, c’est une base de E.

2. Soit B et B’ deux bases de E. Notons n = card(B) et n’ = card(B’).
— D’une part, le systéme B étant libre et le systeme B’ étant générateur, on a n < n
d’aprés le corollaire 4.7.
— D’autre part, le systéme B étant générateur et le systéme B’ étant libre, on a de la
méme maniére n’ < n.
Ainsi n = n/. O

/

EXEMPLE.

Le K-espace vectoriel K™ est de dimension n et le K-espace vectoriel K,,[X] est de dimension
n + 1. Le K-espace vectoriel K[X] contenant tous les sous-espaces vectoriels K,,[X] contient des
systémes libres de cardinal quelconque, il est donc de dimension infinie.

Théoréme 4.13 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
1. Soit L un systéme libre. On a card(L) < n et

L est une base de E si et seulement si card(L) = n.

2. Soit G un systéme générateur de E. On a card(G) > n et

G est une base de E si et seulement si card(G) = n.

DEMONSTRATION.

Soit B une base de E. On a card(B) = n.

1.(a). Si L est un systéme libre, d’aprés le corollaire 4.7, B étant un systéme générateur de
E, on a card(L) < card(B) = n.

(b). Si £ est un systéme libre de n vecteurs, il est maximal et c’est une base de E.

2.(a). Si G est un systéme générateur de E, B étant un systéme libre, on a de maniére
analogue card(G) > card(B) = n.

(b). Si G est un systéme générateur de E de n vecteurs, il est minimal et c’est une base de
E. O
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COMMENTAIRE IMPORTANT.

Il suffit de 'une des deux propriétés « libre » ou « générateur » pour en déduire 'autre dés
que le nombre de vecteurs du systéme étudié coincide avec la dimension de E.

Corollaire 4.14 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
1. Sicard(S) < n, le systéme S n’est pas générateur de E.
2. Si card(S) > n, le systéme S est lié.

EXEMPLE.

Considérons dans le K-espace vectoriel K,,[X]| des polynémes Py, P ..., P, tels que Vi €
{0,1,...,n}, deg(F;) = i. Le systétme S = {Py, P, ..., P,} est libre. En effet, si ag, a1,...,a,
n

sont des scalaires tels que g a; P, = 0, alors on trouve de proche en proche o, =y 1 =+ =
. n

K3
a1 = ag = 0. Par exemple, si on avait a,, # 0, le polyndéme Z%‘P@' serait de degré n et ne

n—1 ;=0
pourrait étre nul; donc a,, = 0 et le polynéme devient Z o; P;. On poursuit le raisonnement
i=0

ainsi de suite. D’autre part, card(S) = n + 1 = dim(K,,[X]) ; le systéme S est donc une base de
K, [X].

Théoréme 4.15 (de la base incompléte) Soit E un K-espace vectoriel de dimension n
et L un systéeme libre contenant p vecteurs. On peut compléter L en une base B de E : si
L =A{iy,..., Uy}, il existe n — p vecteurs tpi1,...,Uy tels que le systeme B = {uy,..., Uy}
soit une base de E.

DEMONSTRATION.
On sait que E admet une base finie B'. Il est possible d’en extraire n—p vecteurs w41, ..., Uy
tel que le systéme £ U {py1,..., Uy} (contenant n vecteurs) soit une base de E. En effet,

— si p =mn, le systéme L est une base de F, cette base est compléte;

— sl p < n, le systéme £ n’est pas générateur de E. Il existe donc un vecteur @yt € B’ non
combinaison linéaire des vecteurs de £, sinon les n vecteurs de B’ seraient des combinaisons
linéaires des p vecteurs de £, ce qui entrainerait que B’ est un systéme lié en vertu du

lemme 4.6. Le systéme £1 = LU {tp41} = {U1,...,Upt1} est libre;
* si p+ 1 =n, le systéme L1 est une base de E et on a complété le systéme L en une
base de F';

* si p+ 1 < n, le systéme L£; n’est pas générateur de E. Comme précédemment, il
existe un vecteur @42 € B’ non combinaison linéaire des vecteurs de L1, et le systéme
Lo=L1U {ﬁp+2} = {uy,... ,ﬁp+2} est libre ;

. si p+ 2 =n, le systéme Lo est une base de F et on a complété le systéme L en
une base de F ;
. sinon on réitére le procédé.
On construit ainsi de proche en proche une suite de systémes libres £ C £1 C L2 C --- C Ly
A chaque étape, on choisit un vecteur @; € B’ tel que le systéme £; = L;_1 U {u;} soit libre.
Finalement, le systéme B = L,,_, = {1, ..., U, } est libre et comporte n vecteurs, c’est une base
complétant le systéme libre L. ad
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Corollaire 4.16 (Ezistence de supplémentaires) Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie. Tout sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire dans E.

DEMONSTRATION.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

1. Vérifions d’abord que l’espace vectoriel F' est de dimension finie. Un systéme libre de
vecteurs de F' est aussi un systéme libre de vecteurs de F, il a donc un cardinal majoré
par dim(E). Le sous-espace vectoriel F' admet alors au moins un systéme libre maximal
de cardinal inférieur ou égal a dim(F), c’est une base de F.

2. Soit £ une base de E. C’est un systéme libre de vecteurs de E que 'on peut compléter
en une base B = LU L' de E. Le systéme L' étant contenu dans une base est nécessai-
rement libre. Soit G = vect(L'). Montrons que F et G sont des sous-espaces vectoriels
supplémentaires dans FE.

(a). Posons L = {u,...,up} et L = {tpy1,...,U,}. Soit W € E. Décomposons o relati-
vement a la base B :

W= (alﬁl + - +Oépﬁp) + (()ép+1ﬁp+1 + - +Oénl_l:n) =Uu+v

avec
U=oqt + - +oplp € F et W=apitpy1 +-- +aniy, €G.

Ceci montre que F' + G = F.

(b). Soit maintenant @ € F'N G. Le vecteur @ admet deux décompositions
W= a1l + - - + plly = app1Upy1 + -+ + Qlin,

ce qui entraine

aqtiy + -+ aplly — Qpy1tipy1 — - — Qi = 0,
soit encore, puisque B est une base, oy = -+ = ap = app1 = -+ = a, = 0. Donc
w = 0 puis F NG = {0}.
On a finalement FF & G = E. O

Proposition 4.17 Soit F et G des sous-espaces vectoriels de E tels que la somme F + G
soit directe, et Bp et Bg des bases de F' et G respectivement. Alors Bp U Bg est une base de
FodG.

DEMONSTRATION.

Rappelons tout d’abord que, dans le cas général (la somme F 4+ G n’étant pas nécessairement
directe), Br U Bg est un systéme générateur de F'+ G (voir la proposition 4.5). D’autre part, si
la somme F + G étant directe, on a F' NG = {0}, donc Br U Bg est un systéme libre. C’est bien
une base de F' @ G. g
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4.4 Dimension d’un sous-espace vectoriel

Rappelons, comme cela a été vu au cours de la démonstration du corollaire 4.16, que tout
sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie est un espace vectoriel de dimension
finie.

Théoréme 4.18 Soit & un K-espace vectoriel de dimension finie et F' et G deux sous-espaces
vectoriels de E.

1. (a) Si F C G, alors dim(F') < dim(G).
(b) Si F C G et dim(F) = dim(G), alors F = G.

2. On a (formule de Grassmann?)
dim(F + G) = dim(F) 4+ dim(G) — dim(F N G).
En particulier, si la somme F' + G est directe,
dim(F & G) = dim(F) 4+ dim(G).
3. Les sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires dans E si et seulement si
FNG={0} et dim(F)+ dim(G)=dim(E),
ou encore, si et seulement si

F+G=FE et dim(F)+dim(G)=dim(E).

DEMONSTRATION.

1. Supposons F' C G. Soit B une base de F'. C’est en particulier un systéme libre de vecteurs
de G et donc dim(F) = card(B) < dim(G). Si on a de plus dim(F) = dim(G), alors
card(B) = dim(G) et le systéme libre B est une base de G. D’ou F = G.

2. Posons p = dim(F), ¢ = dim(G) et r = dim(F NG). Soit {1, ..., u,} une base de FNG.
On utilise le théoréme 4.15 :

) et : N o (7 == i :
— c’est un systéme libre de F, on le compléte en une base {11, ..., Uy, U, 1, ..., U,} de I;
5 N . < — — —// —’//
— c’est un systéme libre de G, on le compléte en une base {1, ..., iy, Up gy Upyg r}
de G.
<12 < _ — — —/ —/ —» —»//
Considérons alors le systéme B = {u1,..., U, U ,..., Uy, U p+1’ ey Upy g +}. Montrons

que c’est une base de F' + G.
(a). C’est un systéme générateur de F'+G. En effet, smt weF +G Il existe (4, 7) € FxG

tel que W = @ + ¥. Le vecteur 4 est de la forme Z oty + Z a et le vecteur ¥

=1 i=r+1
ptg-r
est de la forme g Bl + E B! Donc
=1 i=p+1
r p prg—r
— ! =/ 1 =1
:E (0 + Bi) Ui + E QU + E Bi u
=1 i=r+1 i=p+1

et W est bien combinaison linéaire des vecteurs de B.

1. Grassmann, Hermann : mathématicien polonais (Szczecin 1809-Szczecin 1877)
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(b). C’est un systéme libre. En effet, soient ay,...,qp, a1, . ap,0) 4,00 a)) des

/
ptq—r
scalaires tels que

pg—r
} :azuz_'_ } : Oz/_’/—l- 2 : a//—»// 0.
i=r+1 i=p+1
On a
p+q—r
g o) E ot — g alil € FNG,
1=p+1 i=r+1
eG eFr
il existe donc des scalaires f31,..., 3, tels que
ptg—r
§ a E Bit;.
i=p+1
Le systéme {ar, ... Uy iy g, U4, ) étant libre (c’est une base de G), les coeffi-
cients apH, . ,aI’,;q,T, b1, ..., 0 sont tous nuls. On en tire dés lors
E ol + E aﬂ"zO
i=r+1
et comme le systéme {d1,..., Uy, U/ q,...,U,} est libre (c’est une base de F), les
coefficients a1, ..., ap, a1, ..., a, sont tous nuls.

On a ainsi prouvé que le systéme B est une base de F'+ . En conclusion,

dim(F + G) = card(B) = p+ q — r = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).
3. Le troisiéme point est une conséquence du précédent. Supposons que dim(F') 4+ dim(G) =
dim(FE).
(a). Si FNG = {0}, on a dim(F + G) = dim(F) 4+ dim(G) = dim(E). D’aprés le premier
point, le seul sous-espace vectoriel de E de dimension dim(FE) est E lui-méme, donc

F+G=FL.

(b). Si F+G = E, on a dim(FNG) = dim(E) —dim(F) —dim(G) = 0 et donc FNG = {0}.

Dans chacun des deux cas ci-dessus, les sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémen-
taires dans F. O
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REMARQUE.

La formule de Grassmann fournit des encadrements pour les dimensions des sous-espaces
vectoriels FNG et F+ G :
— puisque F'N G est contenu & la fois dans F' et dans GG, on a

0 < dim(F N G) < min(dim(F),dim(Q)) ;
— de méme, F' + G étant contenu dans E et contenant F' et G, on a

max(dim(F),dim(G)) < dim(F + G) < dim(E).

EXEMPLES.

1. Droites et hyperplans : considérons dans le K-espace vectoriel £ = K™ les deux sous-
espaces vectoriels

F={(\a1,...,\ap), A€ K} et G={(x1,...,2n) € E:bix; + -+ byx, =0}

ou les scalaires aq,...,a, sont non tous nuls ainsi que les scalaires by,...,b,. On a vu
dans le paragraphe 3.4 que FNG = {6} si et seulement si a1b1 + - - - + apb, # 0. D’autre
part, F' = vect({(a1,...,a,)}) donc dim(F') = 1. En ce qui concerne G, en supposant par
exemple (3, # 0,

b by —
(:Ul,...,xn)€G<:>xn:——lx1—-~— NIxn_l
by, by,
et alors
bl b2 bn—l
(x1,22,...,2n) =21(1,0,...,0,——)4x2(0,1,...,0, ——=)+- - -+x,-1(0,0,...,1, — ).
by, bn bn

On a ainsi obtenu un systéme générateur de G :

{(bn,0,...,0,=b1),(0,bp,...,0,=b2),...,(0,0,...,bp,—bp_1)}.

Il est immédiat de voir qu’il est libre, ¢’est donc une base de G et dim(G) = n—1. Les sous-
espaces vectoriels de dimension n — 1 d’un espace vectoriel de dimension n sont appelés
hyperplans vectoriels. Ils sont caractérisés par une équation cartésienne ; ici 'hyperplan G
est caractérisé par I’équation cartésienne byx; +-- -+ byz, = 0. On a dim(F) +dim(G) =
n = dim(FE) est par conséquent, les sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires
dans F si et seulement si a1b; + - -+ + anb, # 0. Il convient de noter qu’il serait assez
compliqué de vérifier directement 'égalité F' 4+ G = E. Ici, on a utilisé la théorie de la
dimension pour éluder cette difficulté.

2. Etude détaillée d’un exemple dans R* : dans le R-espace vectoriel E = R*, on considére
les deux sous-espaces vectoriels

F={\4+2u,2X4+ p,3u, A+ p), L, peR} et G={(x,y,2,t) € E:y—2z+1t=0}.

On voudrait déterminer les sous-espaces vectoriels FNG et F+G. Pour cela, on commence
par chercher des bases de F' et G. Soit @ = (x,y, z,t) un vecteur générique de E.
— Pour F, on a

= A+2u
20+ p
= A+ pu

UEF < INpueR, 4= (A+2u, 22+, 3p, A\ +p) < I\, pu € R,

SRS IS
Il
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Le systéme d’équations précédent est une représentation paramétrique de F', de la-
quelle on déduit

F o= {(\+2,2) + p, 3, A+ ), A\, € R}
{)\(172?07 1) +IL’L(27 1737 1)7 )\’M E R}
= vect({(1,2,0,1),(2,1,3,1)}).

On obtient ainsi un systéme générateur de F' : Brp = {(1,2,0,1),(2,1,3,1)} qui est
clairement une base de F' puisque les deux vecteurs (1,2,0,1) et (2,1,3,1) ne sont pas
colinéaires. On a donc dim(F') = 2 et F' est un plan vectoriel.

— De maniére analogue, partant de 1'équation y — 2z + t = 0 appelée représentation
cartésienne de GG, on trouve

UEG = y—2z4t=0<=t=—-y+2z <= 1uU=(x,y,2,—y + 22),
d’ott 'on tire

G = {(Auuaya_u—f_zy)v A7M7V€R}
= {\(1,0,0,0) + 12(0,1,0,—1) + (0,0,1,2), A\, i, v € R}
= vect({(1,0,0,0), (0,1,0,—1),(0,0,1,2)}).

On obtient ainsi un systéme générateur de G : B; = {(1,0,0,0), (0,1,0,-1),(0,0,1,2)}
qui s’avére étre une base de G. Vérifions que Bg est effectivement un systéme libre.
Soit «, 3,7 € R des scalaires tels que «(1,0,0,0) + 5(0,1,0,—1) + v(0,0,1,2) = 0.
On a alors («, 8,7,—0 + 27) = (0,0,0,0) et nécessairement a« = 3 = v = 0. Les
vecteurs (1,0,0,0),(0,1,0,—1),(0,0,1,2) ne sont pas coplanaires, dim(G) = 3 et G
est un hyperplan vectoriel.

— Pour obtenir F'N G, on utilise la représentation paramétrique de F' ainsi que la repré-
sentation cartésienne de G :

A+2p
220+
= A u

e FNG < I\ pueR, et y—2z+t=0.

-+~ N < 8
I

Injectant les équations paramétriques (contenant les paramétres A, ) dans I’équation

3
i
puis en reportant cette derniére dans les équations paramétriques, on trouve, aprés

cartésienne y — 2z + t = 0, on obtient la relation 3\ — 4u = 0, ou encore pu =

multiplication par 4 (A = 4v, u = 3v),

r = 10v
R y = 1lv
ue FNG < dv eR, .

z = 9v

t = "Tv

On voit donc que
FNG={10v,11v,9v,7v), v € R} = vect({(10,11,9,7)})

et alors F'N G est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (10,11,9,7).
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— Pour obtenir F'+ G, la formule de Grassmann donne une premiére information :
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) —dim(FNG) =3+2 -1 =4.

En fait, cette information est fort précieuse puisque, du fait que le seul sous-espace
vectoriel de E de dimension 4 est F lui-méme, elle donne immédiatement F'+ G = E.
On aurait pu aussi utiliser les bases Br et Bg pour obtenir un systéme générateur de
F + G (voir la proposition 4.5) :

BrUBg ={(1,2,0,1),(2,1,3,1),(1,0,0,0), (0,1,0,-1), (0,0,1,2)}.

Comme card(Br U Bg) =5 > 4 = dim(FE), il est clair que ce systéme est lié. Notons
que, en utilisant 'information que (10,11,9,7) € FNG, on a des combinaisons linéaires
de la forme

(10,11,9,7) = A(1,2,0,1) + u(2,1,3,1) = a(1,0,0,0) + 3(0,1,0,—1) + 4(0,0,1,2);

les coefficients sont donnés par A =4, p =3, a = 10, 8 = 11, v = 9. On voit donc
que (1,2,0,1) par exemple est combinaison linéaire des autres vecteurs de Br U Bg
et alors (Br U Bg) \ {(1,2,0,1)} = {(2,1,3,1),(1,0,0,0),(0,1,0,—1),(0,0,1,2) } est
encore un systéme générateur de F' 4+ G. On peut vérifier qu’il est libre et que c’est
par conséquent une base de F' + G.

4.5 Représentations paramétrique et cartésienne d’un sous-espace vectoriel

Soit ' un K-espace vectoriel de dimension n, B = {€é},...,€,} une base de E et S =
{1, ..., Uy} un systéme libre de E. Introduisons les coordonnées des vecteurs 1, . . ., @, relative-

ment & la base B : 1; = Z a;;€;, 1 < j < p. Soit enﬁn F' le sous-espace vectoriel de E engendré

par S : F = vect(S). Pour un vecteur générique 4 = Z x;€; de E, on a
i=1

p p
de€F <3, NpeK =) Nij<=I,..., €K Vie{l,...,n}, 3= ay)
— :

Le systéeme d’équations
T = ot A+ X+ oA,
Tog = 21 A1+ a2 Ao+ + aop Ay
Ty = Qi A1+ Qpa Ao+ - —i—anp)\p

est une représentation paramétrique du sous-espace vectoriel F' (qui est de dimension p). Elle
contient p parametres. En éliminant les p parameétres Aq,...,\,, il est possible d’obtenir un
systéme de n — p équations reliant les coordonnées x1,...,x, :

Bi1x1+  Prexe+--+ Pz, =0
Borx1+  Posxo+- 4+  Bopxy =0

/Bn—pl x +Bn—p2x2+"' +Bn—pnxn =0
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Ce systeéme est une représentation cartésienne du sous-espace vectoriel F'.

EXEMPLE.

Droites et hyperplans vectoriels : le discours précédent nous enseigne que
— pour une droite vectorielle de E, correspondant au cas p = 1, les représentations carté-
siennes contiennent n — 1 équations;
— pour un hyperplan vectoriel de F, correspondant au cas p = n — 1, les représentations
cartésiennes contiennent 1 équation ; il est donc caractérisé par une équation cartésienne.
Considérons par exemple dans le R-espace vectoriel E = R3 la droite vectorielle D engendrée
par le vecteur @ = (1,3,—2) : D = vect({u}), et le plan vectoriel P engendré par les vecteurs
ﬁl = (1, 1, —1) et ﬁg = (2,5, —1) . P= VeCt({ﬁl,ﬁé}).
— On a D = {\(1,3,-2), A € R} = {(\,3X,—2)), XA € R}. Un vecteur générique 7 =
(z,y,z) de F appartient & D si et seulement si il existe un scalaire A € R tel que (z,y, 2) =
(A, 38X, —2X). Ceci conduit a la représentation paramétrique de la droite D suivante :

T = A
y = 33X, eR.
z = =2\

On en obtient une représentation cartésienne en éliminant le parameétre A : de la premiére
équation, on tire A = x que 'on injecte dans les deux autres équations pour arriver a

3r—y =0
20 +2z =0

— De méme, en écrivant
P = {A(la 17 _1) +,U,(2,5, _1)7 A,M € R} = {()‘ + 2”7)‘—’_ 5,“'7 A - ,U,), )‘7/'L € R}a

on obtient une représentation paramétrique de P :

x= A+2u
y= A+5du, Ap€eR,
Z=—-A— U

de laquelle on déduit une représentation cartésienne aprés élimination des paramétres A
et pu. En effet, des premiére et troisiéme équations, on tire

w= T+ z
A= —x—2z2

que 'on injecte dans la deuxiéme équation pour obtenir la représentation cartésienne de
P suivante :
4oz —y+32=0.

4.6 Rang d’un systéme de vecteurs

Définition 4.19 Soit S un systéme de vecteurs de E. Le rang du systéme S est la dimension
du sous-espace vectoriel de E engendré par S :

rang(S) = dim(vect(S)).
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PROPRIETES IMMEDIATES.
— Si le systéme S contient le vecteur nul, rang(S) = rang(S \ {0}).
— Le rang de S ne dépend pas de 'ordre dans lequel sont écrits les vecteurs de S.
— Le systéme S étant générateur de vect(S), on a card(S) > dim(vect(S)). D’autre part,
vect(S) étant un sous-espace vectoriel de E, on a dim(vect(S)) < dim(E). En conséquence,
on a l'inégalité

rang(S) < min(card(S),dim(E)).

Proposition 4.20 Soit S un systéme de vecteurs de E. On a
— rang(S) = card(S) si et seulement si le systéme S est libre ;
— rang(S) = dim(E) si et seulement si le systéme S est générateur de E.

DEMONSTRATION.

Pour la premiére assertion, il suffit d’observer que rang(S) = card(S) si et seulement si le

systéme S est une base de vect(S). La deuxiéme est évidente. O
p
Proposition 4.21 Soit ay,...,a, € K avec a; # 0, U1,...,1U, € E et 4] = Zajﬂ'j pour un
=1
i firé. Le rang du systéme de vecteurs {uy, ..., Uy} est inchangé lorsqu’on remplace U; par @ :
— - — - 7 -
rang({t1,...,U;,...,Up}) = rang({d1, ..., 4;,...,Up}).
DEMONSTRATION.
Posons & = {u1,...,4,...,up} et 8" = {d1,...,d/,...,4}. On a @ € vect(S’) et donc

vect(S’) C vect(S). Réciproquement, puisque «; # 0,

N Qj /
U; = ——1; + —u; € vect(S
g Jz_; i J i 7 ( )
i
et alors vect(S) C vect(S’). On en tire vect(S) = vect(S’) puis rang(S) = rang(S’). 0
Proposition 4.22 Soit{€\,...,e,} une base de E, p < n et (cy;)1<i<n un tableau de scalaires

1<j<p
tels que

Vied{l,....,p}, a;; #0 et Vie{l,....,n},Vje{l,...,p}, i<j= a;; =0.

n

On pose U; = Zaijé} pour 1 < j < p. Alors, le systéme de vecteurs {uy,...,u,} est libre,
i=j

donc de rang p.
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Il est commode de disposer les coefficients a;; sous forme d'un tableau dont les colonnes repré-

sentent les vecteurs {1, ..., Uy} relativement a la base {€1,...,€,}. La condition c;; = 0 pour

i < j donne un tableau de la forme

Uy Uy Us Uy
11 0 0 0 51
91 a9 0 0 €9
31 Q32 Q33 0 €3
Qpp €p
apl  Qp2 Q3 Qnp €n

et la condition aj; # 0 pour tout j signifie que les termes diagonaux du tableau ci-dessus sont

tous non nuls.

DEMONSTRATION.

P
Soit A1,..., A, € K tels que Z AjUlj = 0. Comme
j=1

on est conduit au systéme triangulaire d’équations Z aiiAj = 0,1 <4 < p, soit plus précisément
j=1

111
21 \1 + @222

QpI A1+ pada + - + appAp = 0

., Qpp sont non nuls, Ay = ---

duquel on tire successivement, puisque les coeflicients a1, ..
Ap = 0. Le systéme S est donc libre. a
DETERMINATION PRATIQUE DU RANG : METHODE DES ZEROS ECHELONNES
Soit {€1,...,€,} une base de E, p € N* et S = {uy,..., Uy} un systéme de vecteurs de E
n

donnés par u; = Zaijé’i pour 1 < j < p. Le principe de la méthode des zéros échelonnés

i=1
consiste & remplacer les vecteurs i; par des combinaisons linéaires de fagon & obtenir un systéme
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/

de vecteurs 8" = {uj, ...

ou les scalaires aqy,..
4.22, une base {uj,...

—/

vecteurs nuls 4., ..
Uty ..., Up.

, Uy} associé & un tableau de coordonnées de la forme

=/ =/ =/ =/ =/ =/

al, 0 0 0 0 0\ &
/ / =

/ / / =

/ —

o, 0 0 €r

!/ / / / 4
Op1 Opa Qpg Qe 0 0 €n

.,a/, sont non nuls. On obtient ainsi, en vertu des propositions 4.21 et

, U} de vect(S) et on a rang(S) = r. De plus, lorsque p > r, les p — r
. ,ﬁl', fournissent p — r combinaisons linéaires non triviales liant les vecteurs

Indiquons les premiéres étapes de la méthode.

1. Supposons a1 # 0 et posons @] = ;. On cherche un vecteur @ sous la forme @} =
iy — Aii1 de telle sorte que la coordonnée sur €7 soit nulle. Cela donne A = aqa/a1, soit

—/ N a12
Uy = U2 — uy,
aq1

n

donc @4 est de la forme 5 = Zai'gé} et Uon a vect({u1,da}) = vect({u7, ds}).

Si 11 = O, on

i=2
permute les vecteurs @y, ..., U, (colonnes) ou €, ..., €, (lignes) de maniére

a placer un terme non nul a l'intersection des premiére ligne et premiére colonne.

2. Supposons ensuite asy # 0. On cherche @5 = 3 — pt] — viiy avec des scalaires p et v de
maniére & ce que cette combinaison linéaire fournisse un vecteur dont les coordonnées sur

€1 et € solent

nulles. On trouve

/ /
— a13 Q1023 — Qg1 13
! / 11 21 /
U3—U3—7a, Ul— a/ a/ U/Q,
11 1122

n

donc @} est de la forme ) = Zai’ge} et Pon a vect({u1, s, us}) = vect({d, s, uj}).

Si ajy =0, on

=3
—/

permute les vecteurs iy, . . ., @, (colonnes) ou €3, ..., €, (lignes) de maniére

a placer un terme non nul & l'intersection des deuxiéme ligne et deuxiéme colonne. Et

ainsi de suite.

EXEMPLE.

Dans le K-espace

vectoriel E = K* rapporté a sa base canonique {é1, €2, €3, €4}, on considére

le systéme de vecteurs S = {uy,da, U3, Ug, Us} o Uy = (1,1,0,5), 42 = (2,—1,2,—4), U3 =
(4,1,2,6), 4y = (1,0,1,0), u5s = (4,0,3,1). On remarque que card(S) = 5 > 4 = dim(E), le
systéme S est donc lié. Pour déterminer le rang de S, on dispose ses vecteurs sous forme d’un

tableau :
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— Faisons apparaitre des zéros sur la premiére ligne & partir de la deuxiéme colonne :

—/ =/ —/ —/ —/
Uy Ug Uz Uy Uj

1 0 0 0 0\ &
1 -3 -3 -1 -4 | &
0 2 2 1 3 | é&
5 —14 —-14 -5 -19/) &

=/

—) - —) = — = — —) - — - - —
avec Uy = U1, Uy = Up — 2U1, Uy = U3 — 44Uy, Uy = Ug — Uy et Uy = Uus — 4u;.
— Faisons apparaitre des zéros sur la deuxiéme ligne & partir de la troisiéme colonne :

U{/ ﬁé’ —»?/)/ ﬁzil ﬁé’
1 0 0o 0 0 €1
1 -3 0 0 0 €9
0o 2 o0 1 1|e&
5 —14 0 -1 -1/ ¢&

avec Uy = Uy, Uy = U4, Uy = Uy — Uy, Uy = 3y — Uy et w = 3ul — 4.
— Le terme apparaissant & l'intersection des troisiéme ligne et troisiéme colonne étant nul,

on permute par exemple les vecteurs 4y et @7 :

ﬁ{’ ’ljé/ ﬁé’ ﬁi’ —»?/’/
1 0 o 0 O €1
1 -3 0 0 O €5
0 2 1 1 0| &
5 —14 -1 -1 0/ ¢&

et on fait maintenant apparaitre des zéros sur la troisiéme ligne a partir de la quatriéme

colonne :
=/ =/l =/l =/ =/
Uy Uy Uz Uy Up
1 0 0 0 0 €1
1 -3 0 0 0 €9
0 2 1 0 0 €3
5 =14 -1 O 0 €
avec 4y = uy, uy =uy, ul =al, u) =uay —al et @l =ujf.

Ainsi, vect(S) = vect({a”, s, us"}) = vect({uy, U —2u, 3Us—4is—41; }), le systéme {(1, 1,0, 5),
(0,-3,2,—14),(0,0,1,—1)} est une base de vect(S) et rang(S) = 3. De plus les égalités @)’ =
@2 = 0 conduisent progressivement & @) — @Y = @5 = 0, puis Uy + Uy — Ut = U5 — Uy = 0 et

enfin 43 = 241 + Uy et U5 = Uy + Us + Uy.
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5 Exercices sur les espaces vectoriels

Exercice 1 Dans le R-espace vectoriel E = R3, les systémes de vecteurs suivants sont-ils libres ?
générateurs de F' 7 des bases de E'?

a) {( 737)7 (0 1,— ) (O 3, — )}7 b) {(1737_5)7(17_273)7 (1787—13)};
) {(17(17 )7(1713 )’(0 a—1 C)}

Exercice 2 Dans le R-espace vectoriel E = R3 rapporté a sa base canonique B = {;, j, /2}, on
consideére le systéme de vecteurs B = {i + 5 + k,j + 2k, 2j + k}.

1. Montrer que B’ est une base de FE.

2. Déterminer I'ensemble F' des vecteurs de E' qui ont mémes coordonnées dans les bases B

et B'.

3. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de FE.

i n - v ri = ider us- uivants :
Exercice 3 Dans le R-espace vectoriel E = R?, on considére les sous-ensembles suivants

Fy ={(=2\,3\,4\), A e R}, F, ={(z,y,2) € E:x+6y— 2z =0},
Fy={(z,y,2) € E: (v +2y=0) et (32 +2y+2z=0)}

1. Montrer que F}, F5 et F3 sont des sous-espaces vectoriels de E dont on déterminera pour
chacun une base.

2. Déterminer les sous-espaces vectoriels F; N Fj et F; + F; pour ¢ # j, 1,5 € {1,2,3}.

Exercice 4 Dans le R-espace vectoriel E = R%, on considére les sous-ensembles suivants :
)

Fr = {(A4+p,=MNA+2u,p0+v), \u,veR}
F, = {(z,y,z2,t) e E: (3x+4y+ 2+ 2t =0)
et (6x + 8y + 22 + 5t = 0) et (9z + 12y + 3z + 10t = 0)}.

1. Montrer que Fj et F> sont des sous-espaces vectoriels de F dont on déterminera pour
chacun une base ainsi que sa dimension.

2. Déterminer les sous-espaces vectoriels Fi N Fy et I} + F5. Les sous-espaces vectoriels Fj
et Iy sont-ils supplémentaires dans F 7

3. Déterminer un sous-espace vectoriel G1 de Fj tel que G1 et F5 soient des sous-espaces
vectoriels supplémentaires dans E. Déterminer de méme un sous-espace vectoriel Go de
F5 tel que Fi et G9 soient des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.

Exercice 5 Dans le R-espace vectoriel E = R? rapporté a sa base canonique B = {i, j, k}, on
considére les vecteurs

Gi=—i+j—k, ido=i+2j+4k, d3=3i—]+ak, i=2i+3]+0bk.

Déterminer les réels a et b de telle sorte que les systémes de vecteurs {1, U} et {us,us} en-
gendrent le méme sous-espace vectoriel de E.
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Exercice 6 Déterminer le rang des systémes de vecteurs suivants :
a) {(2,-1,3),(-1,0,1),(7,5,4),(—2,6,8)};
b) {(1,1,a),(1,a,1), (e, 1,1)};

c) {(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1),(1,0,0,1)};

d) {(1,0,2,3),(7,4,-2,1),(5,2,4,7),(3,2,0,1),(0,0,1,1)}.

Exercice 7 Soit a et b deux réels distincts. On se place dans le R-espace vectoriel £ = R, [X]
et 'on pose pour tout A € R, F), = {P € E: P(\) =0}.

1. Montrer que F, est un sous-espace vectoriel de E dont on déterminera une base ainsi que
la dimension.

2. Déterminer une base ainsi que la dimension du sous-espace vectoriel F, N Fy.

3. En déduire la dimension du sous-espace vectoriel Fy, + Fy. A-t-on £ = F, + F, ? La somme
est-elle directe ?

4. Donner tous les sous-espaces vectoriels supplémentaires de F, dans F.

Exercice 8 On se place dans le R-espace vectoriel E des fonctions définies sur R a valeurs
réelles et on considére le sous-ensemble F' des fonctions f, , € E définies par Vo € R, f, o(z) =
acos(xz + ).

1. Montrer que I est un sous-espace vectoriel de E'; on pourra écrire f, , sous une autre
forme.

2. Déterminer une base de F' et calculer sa dimension.

Exercice 9 Soit a,b € C et E le C-espace vectoriel des fonctions définies sur R a valeurs
complexes de classe C°.

1. Déterminer I’ensemble F' des solutions dans E de I’équation différentielle v’ +ay’+by = 0.
2. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.

3. Déterminer une base de F, puis en déduire sa dimension.

Exercice 10 Soit E = C2.
1. Définir sur F la structure d’espace vectoriel « canonique » sur le corps C.
2. Déterminer une base du C-espace vectoriel E.

3. Le sous-ensemble {(z1,22) € E : 21 + 22 € R} est-il un sous-espace vectoriel de E 7 Dans
I’affirmative, en déterminer une base.

4. Le systéme de vecteurs {(1,0), (1,4), (1,2)} est-il libre ? générateur de E'?

5. Reprendre les questions précédentes en prenant R au lieu de C pour corps de scalaires.

Exercice 11 Soit E le R-espace vectoriel des fonctions définies sur R & valeurs dans R, n > 1
et aq,...,a, des réels ordonnés : oy < -+ < .

1. On pose pour tout x € R et tout a € R, en(xz) = e*®. Montrer que le systéme de
vecteurs {€q,,. .., €q,} de E est libre. On pourra utiliser le comportement & l'infini des
fonctions e,,.
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2. On pose pour tout = € R et tout a € R, so(z) = sin(ax). Montrer que le systéme de
vecteurs {Sqa;,- - -, Sa, } de E est libre. On pourra raisonner par récurrence sur n et utiliser
la relation s = —a?s,.

3. Que dire de la dimension du R-espace vectoriel £ 7
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Chapitre 2

Applications linéaires

Soit E et F deux K-espaces vectoriels. On considére les applications entre E et F' qui sont
« compatibles » avec la structure d’espace vectoriel. Ce sont les applications linéaires; elles
« transportent » les combinaisons linéaires. Les plus simples sont les applications de K dans K
delaforme f: K — K. Elles vérifient les relations f(z+y) = f(z)+ f(y) et f(az) = af(x).

T > ax

Un tel exemple se rencontre dans diverses situations. Par exemple, en électricité, les lois d’Ohm !
U = RI, Q = CU expriment des dépendances linéaires entre intensité ou charge électrique et
tension. Un autre exemple issu du méme domaine concerne les quadripoéles dits « linéaires » pour
lesquels on dispose d'un couple courant-tension (I, Ue) en entrée et d’un couple courant-tension
(Is, Us) en sortie. Les lois de Kirchhoff? expriment des relations linéaires entre ces deux couples :

I, = al,+bU,
U = cl,+dU,

C’est un exemple d’application linéaire de R? dans R?. De nombreux phénoménes de la na-
ture sont modélisés par des relations entre diverses variables, notamment de la forme y =
f(x1,...,2,), f étant une fonction de n variables a valeurs réelles. De telles fonctions f sont en
général trés complexes et des approximations sont indispensables pour résoudre les problémes
concernés, lesquels sont qualifiés de maniére floue de « non-linéaires ». Le calcul différentiel pro-
pose dans cet état d’esprit des approximations des premier, deuxiéme, etc., ordres. Une approxi-
mation du premier ordre au voisinage d’un point = (x1,...,x,) est fournie par la différentielle
de f, c’est typiquement une application linéaire d’une variable vectorielle h= (hi,...,hy) définie

= n 2F of
Dxf(h) — hl 81’1 + + hn 8.%3“'

Notons que ce n’est en fait qu’'une fonction polynomiale des n variables h1, ..., h, de degré un
relativement & chacune d’elles sans terme constant, et qu’elle vérifie les relations f (ﬁ + lg) =
F(h) + f(K) et f(ah) = af(h). Ces relations vont servir de définition pour une application
linéaire dans un contexte vectoriel quelconque.

par

Dans ce chapitre, F et F' désignent deux K-espaces vectoriels. Leurs vecteurs nuls seront
notés respectivement O et Op.

1. Ohm, Georg Simon : physicien allemand (Erlangen 1789-Miinich 1854)
2. Kirchhoff, Gustav Robert : physicien allemand (Konigsberg 1824-Berlin 1887)
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1 Applications linéaires

1.1 Définitions, propriétés

Définition 1.1 Une application f: E — F' est linéaire lorsque

et
Va e K, Vi € E, f(at) = af(d),

ou encore, de maniére équivalente,
Vo, B € K, Vi, 7 € E, f(ai+ A7) = af (@) + Bf(7).

On note L(E, F) ’ensemble des applications linéaires de E dans F'; lorsque E = F, on le
note plus simplement L(E).

PROPRIETES IMMEDIATES.

Si feLlL(E,F),ona

— f(0g) = 0F;

— Vi€ E, f(—u)=—f(u);

— Yaq,...,a, € K, Vﬁl,...,l_[n € F, f(a111’1+---+oznﬁn) :alf(ﬁl)+---—|—anf(ﬂ’n).

Définition 1.2 Dans certains cas, une application linéaire porte un nom particulier :
— wune forme linéaire sur E est une application linéaire de E sur son corps de base K ;
— un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans E ;
— wun isomorphisme de E sur F' est une bijection linéaire de E dans F. Dans ce cas, on
dit que les K-espaces vectoriels E et F sont isomorphes ;
— un automorphisme de E est un isomorphisme de E sur lui-méme.

EXEMPLE.

Homothéties de E : soit A € K. L’homothétie de rapport A est 'application hy : £ — FE
définie par Vi, hy(@) = M. Il est clair que si le scalaire A est non nul, application h) est un
automorphisme de E. En particulier pour A = 1, h; est I'application identité de E notée idg :
Vi, idp (@) = .

Proposition 1.3 1. Soit E, F, G trois K-espaces vectoriels et f € L(F,G), g € L(E,F).
Alors fog e L(E,G).
2. Si f est un isomorphisme de E sur F, alors f~' € L(F, E).

DEMONSTRATION.
1. Soit o, € Ket 4,7 € E. On a

(f o g)(aii + B7) = f(g(avil + 7)) = f(ag(@) + By(7))
= af(g9(@)) + Bf(g(?)) = a(f o g)(@) + B(f o g)(V)
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et donc foge L(E,G).

2. Soit f un isomorphisme de E sur F. Soit a, 3 € K et @, 7 € E. On doit montrer f~!(aii+
B) = af1(@) + Bf1(¥). Cela est équivalent, puisque f est bijective, & montrer que ces
deux vecteurs ont méme image par f. On a

flaf=H @) + BFHD)) = af (f (@) + BF(f D) = a(fo fH)(@) + B(fo f71)(D)
= i+ BT = (fo f V) (ail+ B7) = f(f (o + BT)),

d’ou le résultat. O

EXEMPLES.
1. Considérons les R-espaces vectoriels E = R3 et F' = R? et I'application

f: EFE — F
(r,y,2) — (r+3y+z,x0—4y—2)

Cette application est donc définie par la relation f((z,y,z2)) = (2x+ 3y + 2,z — 4y — z).
Afin d’alléger les notations, on note f((x,y,z)) plutot f(z,y, z).

Soit e, B € K et 1, U € E. Les vecteurs 4, ¥ sont de la forme @ = (z,y,2) et 7= (2/,y/, /).
On a

f(at + BY)
= flaz+pa’,ay + By, az + B2')
= (2(ax + B2') + 3(ay + BY) + (az + B2'), (ax + B2') — 4(ay + BY) — (az + B2'))
= (a2 +3y+2)+ 822" +3y + ), alz — 4y — 2) + (2’ — 4y — &)
= a2e+3y+z,x—4y—2)+ 8022 + 3y + 2,2 — 4y — )
= af(d) + Bf(0).
Ainsi f € L(E, F).
2. Dans le K-espace vectoriel E = K[X], les applications « dérivation » et « intégration »

X
respectivement définies par P(X) — P'(X) et P(X) — / P(z)dx sont des endo-
0

morphismes de E. L’application « translation » définie par P(X) — P(X + a) est un
automorphisme de E de réciproque P(X) — P(X — a).

1.2 Matrice et représentation analytique d’une application linéaire en dimen-
sion finie

Supposons que dim(E) = n et dim(F') = p et introduisons des bases de E et F' : By =
{€1,...,e,} et Bp ={&1,...,&p}. Soit @ € E et f € L(E,F). En décomposant @ relativement a
n

la base Bg, 4 = Z xj€j, et en utilisant les propriétés de I'application linéaire f, on voit que
j=1

fa) = f(zxjgj) =2 f(€).
j=1 j=1
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La relation ci-dessus signifie que I'image d’un vecteur quelconque de E est déterminée dés que
I’on connait les images des vecteurs de la base Bg : f(€1),..., f(€,). On a donc prouvé le résultat
fondamental suivant.

Théoréme 1.4 Une application linéaire f € L(E, F) est entiérement caractérisée par la don-
née de l'image d’une base de E par f.

Introduisons maintenant les coordonnées des vecteurs de f(Bg) dans la base Bp :
P
FE)=> ay&, 1<j<n,
i=1
ainsi que celles du vecteur-image de  :

p
Flid) = yici.
i=1

F@) = xf(E) =) x (Z%51> => <Zaz‘j%‘>€7’
j=1 i=1 i 1

j=1 i=1 \ j=

ce qui fournit

n
Yi = Zaij%‘, I1<i<p.
j=1

Ceci s’écrit de maniére plus détaillée

Yr = a11x1+ - +ain Ty

Yp = Ap1 X1+ - + Apn Tn

Le systéme précédent est la représentation analytique de ’application linéaire f. Elle est caracté-

risée par le tableau rectangulaire de scalaires A = (a;;) 1<i<p qui est la matrice de f relativement
1<j<n

aux bases B et Br. On la note Mat(f; Bg, Br) et plus simplement Mat(f; Bg) lorsque E = F
et B = B, et on la dispose de la maniére suivante :

ain a2 a1n €1
ao1 a22 a2n €9
A = Mat(f; Bg, Br) = . ,
apl ap2 Apn Ep

C’est un tableau a p lignes et n colonnes qui contient toute I'information de 'application linéaire
f. On dit que la matrice est de type p x n. La coutume veut que le premier (resp. deuxiéme)
indice du scalaire a;; désigne le numéro de la ligne (resp. colonne) sur laquelle il se situe. Les
coordonnées des vecteurs-images f(€;), 1 < j < n, sont disposées en colonnes. La lecture de ce
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tableau est donc verticale. Pour un vecteur, on définit également une matrice-colonne contenant
ses coordonnées relativement a une base. Par exemple, dans notre étude, on écrit

i f ()

1\ €1 Y1\ €1

€T € I
X =Mat(@Bg) = |~ | T et v=Mat(f@Br)=|" | 7

Ty | €n Yp ) Ep

Au vu de I'écriture analytique de Iapplication linéaire f, on définit enfin le produit matriciel de
la matrice-rectangle A (de type p x n) par la matrice-colonne X (de type n x 1) comme étant la

matrice-colonne (de type p x 1)

n
> i
j=1

AX = | D02
j=1

n

E :apjwj
Jj=1
Ainsi, la représentation analytique de I'application linéaire f s’écrit de maniére condensée

qui est la simple généralisation de la relation y = ax pour les applications linéaires de K dans
K (dimension 1). La représentation analytique de f correspond & une lecture horizontale de la
matrice : la i° équation du systéme Y = AX s’écrit y; = a;101 + - -+ + ainTy, elle fait intervenir
les coefficients a;1, ..., a;, qui constituent la ¢ ligne de A.

EXEMPLES.

1. Considérons les R-espaces vectoriels E = R? et F' = R? respectivement rapportés a leurs
bases canoniques Br = {i,j,k} et Bp = {&1,&2}. Soit f € L(E, F) lapplication linéaire

—

telle que f(i) = 28] + &2, f(j) = 381 — 4&,, f(k) = &1 — €. La matrice de f relativement
aux bases Bg et Br est donnée par

A:Mat(f;BE,BF):< ? 31 > e

. . . — — . 1
On obtient ensuite 'image (z1,22) = 11 + x2fh, de matrice-colonne ¥ = (x ), d’'un
2

vecteur (x,y, z) = xf—l—y}'—i— zk en multipliant la matrice-rectangle A par la matrice-colonne
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() =y —ax— (22,
T3 r—4y —z
ce qui fournit la représentation analytique de f :

r1 =2x+4+3y+=z
To = x —4dy—2z’

c'est-a-dire f(z,y,2) = (22 4+ 3y + 2z, — 4y — 2).

. Pour Papplication identité de F, les vecteurs idg(€;) = €;, 1 < i < n, ont pour coordonnées

(0,...,0,1,0,...,0). La matrice de idg relativement aux bases Bg et By est donc donnée
0
i°position
par
10 0
01 0

Mat(idg; Bg) =
00 1

que 'on appelle matrice-unité d’ordre n et que ’on note I,,.

. Rappelons qu’une forme linéaire ¢ sur E est une application de £ dans F = K. On

choisira pour base de F' sa base canonique Br = {1}. Elle est entiérement déterminée
par la donnée des scalaires ¢(€1) = a1, ¢(€2) = ag,...,(€,) = a,. La matrice de ¢
relativement aux bases Bg et Br est donnée par

pler) w(@) ... ¢(én)
A:Mat(go;BE,BF):( ai as ... ap ) 1

On obtient ensuite I'image ¥y, de matrice-colonne Y = (y), d’un vecteur x1€] + x2€s +
T
T2

-+ + xp€, en multipliant la matrice-ligne A par la matrice-colonne X =
Tn

(y) =Y =AX = (a1$1+a2$2+-~-+anaﬁn),

ce qui fournit I'écriture analytique de ¢ :

n n
@ E T;€; :5 a;x;.
i=1 i=1

Pour £ = F =K, on retrouve les applications linéaires les plus simples K — K.
T — ax

1.3 Composition d’applications linéaires

Soit E, F, G trois K-espaces vectoriels de dimensions respectives n, p, ¢, et f € L(F,G),

g € L(E,F). Il adéja été vu que fog € L(F,G). On va essayer d’exprimer la matrice de fog a
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'aide des matrices de f et g. Introduisons donc des bases Bp = {€1,...,€,}, Br = {&1,...,&p},
Be = {m,...,7g} de E, F', G respectivement, puis les matrices de f, g et f o g relatives a
celles-ci :

A = Mat(f;Br,Bg) = (aij)11§1:SQ7 B = Mat(g; Bg, Br) = (bij)ll<?§p
J< <gsn

SVAS SVAS

et
C =Mat(fog;Bg,Bg) = (Cij) 1<i<q -
1<j<n

EVAS

La situation est schématisée par le diagramme suivant dans lequel on a mis en indice les dimen-
sions des espaces vectoriels :

(En, Bg) - (F,, Br) -5 (G, Bg)

fog

On a donc, par définition des matrices A, B et C,

q p
i=1 k=1

et
q
(fog)(&) = cyii, 1<j<n.
i=1
On a alors
P P P q P
(fog)(€) = f(Z bkﬁk) = biif(E) =D br <Zaikﬁi> => ( aikbkj>77z‘
k=1 k=1 k=1 i=1 i=1 \ k=1

d’ott 'on tire

p
Cz‘jzzaz’kbkja I<i<glsys<n
k=1

La relation ci-dessus définit une matrice C' appelée produit des matrices A et B qui est notée
A X B ou encore AB. On a donc obtenu la matrice de la composée de deux applications linéaires.

Proposition 1.5 Soit E, F, G trois K-espaces vectoriels de dimension finie et f € L(F,G),
geL(E,F). Ona

Mat(f o g; Bg, Bg) = Mat(f; Br, Bg) x Mat(g; Bg, Br).

DESSIN A FAIRE
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REMARQUES.

1. Notons que le produit de matrices n’est pas commutatif puisque la loi de composition o
n’est pas commutative.

2. Pour pouvoir calculer le produit de deux matrices, il faut que le nombre de colonnes de
la matrice de gauche coincide avec le nombre de lignes de celle de droite, ce qui provient
du fait que pour pouvoir composer f et g, il faut que ’ensemble d’arrivée de g coincide
avec I’ensemble de départ de f.

3. La proposition précédente appliquée aux endomorphismes f € L(E) et idg € L(F) donne
(ici E=F et Bp = Br)

Mat(f; Bg) x Mat(idg; Bg) = Mat(f o idg; Bg) = Mat(f; Bg)

et
Mat(idE; BE) X Mat(fE; BE) = Mat(idE o f; BE) = Mat(f; BE),
soit encore
AxI,=1,xA=A.
Cette égalité signifie que I,, est I’élément neutre de la multiplication des matrices carrées
de type n X n.

EXEMPLE.

Considérons dans les R-espaces vectoriels E = R? et F' = R? munis de leurs bases canoniques
Br = {i,j} et Bp = {€1,&, @, ¢é4} les applications linéaires f € L(E, F) et g € L(F, E) définies
par
f: F — F
(xay) — (:r+y,2x—y,:r—|—3y,—4x+y)
et
g: F — F .
(x,y,2,t) — (z+4dy+z+t,20+3y—z+1)

Les matrices de f et g relativement aux bases Br et B s’écrivent

F@) £G) ) ) ) )
11\ & fley) fle) fle) flé)

a2 1]1a 4 B:<1 4 1 1)2’
13 ) 2 3 —1 1 i’
-4 1) &

celle de fog € L(F) est donnée par

3 7 0 2
0 5 3 1
C=AxB=| 17 190 2 4

-2 =13 -5 -3

et celle de go f € L(FE) par

6 1
D—B><A—<3 _3>.

Des matrices C' et D, on récupére les expressions explicites de foget go f :
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— pour f o g, on effectue le produit matriciel Y = CX qui fournit
(fog)(x,y,2,t) = (Bx + Ty + 2t,5y + 3z + t, Tx + 10y — 2z 4+ 4t, —2x — 13y — 5z — 3t) ;
— pour g o f, le produit matriciel Y = DX conduit a
(g0 f)(z,y) = (62 +y,3z — 3y).
EXEMPLES OPTIQUE, QUADRIPOLES A FAIRE
Supposons maintenant que f soit un isomorphisme de E sur F' et appliquons I’étude précé-

dente aux applications linéaires f € L(E, F) et f~! € £L(F, E). On verra ultérieurement que les
espaces vectoriels E et F' sont nécessairement de méme dimension n. On a donc

Mat(f~"; Bp, Bg) x Mat(f; Bg, Br) = Mat(f ' o f; Bg, Bg) = Mat(idg; Bg) = I,

et

Mat(f; Bg,Br) x Mat(fﬁl; Br, BE) = Mat(f o fﬁl; Br, BF) = Mat(idp; BF> = 1I,.
Les deux égalités ci-dessus traduisent le fait que les matrices Mat(f; Bg, Br) et Mat(f~1; B, Bg)
sont inverses I'une de ’autre pour la multiplication des matrices carrées et on note dans ce cas

Mat(ffl; Br, BE) = Mat(f; Br, BE)fl.

Proposition 1.6 Soit E, F' deux K-espaces vectoriels de dimension finies et f un isomor-
phisme de E sur F. On a

Mat(f~*; Br, Bg) = Mat(f; Br, Bg) "

EXEMPLE.

Considérons le R-espace vectoriel £ = R? rapporté a sa base canonique Bp = {;, j} Soit
f € L(F) 'endomorphisme défini par

f: F — FE .
(r,y) — (2v+y,3x+y)

La matrice de f relativement a la base Br est donnée par

— -,

1@ 10)
AZMWﬁ&ﬂ=<§ });

Montrons que f est un automorphisme de E et déterminons son automorphisme réciproque.
— Une premiére méthode consiste a résoudre I’équation d’inconnue (z,y), f(x,y) = (2/,y'),
ou (2/,y) est un vecteur de E donné. On a

2r+y =2/
3x+y=y

ce systéme admet une unique solution qui est donnée par (z,y) = (—2’ + ¢/, 32" — 2¢/).
Ainsi, 'application linéaire f est bijective, son application réciproque est
1t E

— FE
(z,y) — (=

x+y,3xr — 2y)
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et sa matrice relativement & la base Bp est

A—leat(f—l;BE)=< U )

. Sy

— Une deuxiéme méthode consiste a exprimer f _1(5) et f‘l(f) en fonction de 7 et j. On
part du systéme d’équations vectorielles

{ F@) = 20+ 37
Gy =i+

dont la solution est

= (@) +3£0) = f(=i+3])

{ = @) +2f0) = f{+2])

ce qui fournit finalement, en admettant que f est bijective,

{ fHE) = —i+35

. Sy

-,

OE SRR

et I’on retrouve la matrice de f~! précédemment obtenue.

1.4 Changement de bases

Etant donnée une application linéaire, il existe parfois des bases dans lesquelles elle admet une
matrice particuliérement simple alors que ce n’était peut-étre pas le cas dans une base initialement
définie. C’est le cas notamment des projections et des symétries vectorielles, et plus généralement
des endomorphismes diagonalisables qui seront étudiés dans ce cours ultérieurement. Pour ces
applications linéaires-1a, il existe en effet des bases dans lesquelles leur matrice est diagonale,
donc facilement exploitable au niveau des calculs. L’objectif de cette partie est de donner un
procédé de transformation de matrice d’applications linéaires lors de changements de bases dans
les espaces vectoriels de départ et d’arrivée de ces applications.

1.4.1 Changement de bases pour les vecteurs

Soit F un K-espace vectoriel de dimension n. On va examiner l'effet d’'un changement de
bases sur les coordonnées d’un vecteur de E. On se donne deux bases de E :

Bg={é1,....éx} et Bp=1{e, ... e}

Dans cette situation, la base By est considérée comme une base de référence (ancienne base) et
les vecteurs de la base By, (nouvelle base) sont exprimés a l'aide de ceux de B :

n
&= pyé, 1<j<n.
=1
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On définit alors la matrice de passage Pgp5!, de la base Bg vers la base BJ, selon

=/

=/ —
e e ... e

P11 P12 Pin \ €1

P21 D22 Pon | €2

P=Pg, g, = | . .
Pn1  Pn2 Pnn gn

En étendant la définition du produit matriciel & des matrices-lignes de vecteurs, on pourrait écrire la relation

entre les deux bases Br et By, comme suit :
(e1 &

Examinons comment se transforment les coordonnées d’un vecteur lors de ce changement de

., &y, ses coordonnées relativement a la base Bg et x{,...,z,, ses coor-

5,;):(51 €2 é'n)PBE%Bé

bases. Soit @ € F, x1,..
n

données relativement a la base Bj,. On a d’une part @ = Zwié'i et d’autre part
i=1

n n

n n n
1=t =Yl Yo ) =32 (st
U= z;€; = T Pij€i | = pijr; | €,

j=1 j=1 i=1 i=1 \ j=1

/ 3 .
., x,, et les anciennes z1,..., 2y :

ce qui fournit des relations entre les nouvelles coordonnées 7,
n
! .
T; = E pijrj, l<i<n.
=1

En introduisant les matrices-colonnes des coordonnées du vecteur « relativement aux bases Bg

et By,

u U

T 51 xl/ 5{

. / —/

. T2 | €2 R Lo | €2

X = Mat(u; BE) = ) ) et X' = Mat(U;Bé) = . )
Tn gn x'f,l e
cela s’écrit

_ /
X = PBEHB]/EX'

REMARQUE.
Cette formule exprime les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles.

La question du changement de bases inverse, c’est-a-dire de B, vers Bg, se pose également.
Notons tout d’abord que PBE_ﬂg}QJ = Mat(idg; Bf;, Br) et que réciproquement, puisque bien sir

idy' = idg,
Mat(id g; B, Bf) = Mat(id,'; Be, B;) = Mat(idg; Bf, Bg) ™

soit encore
-1
Pp; gy = (PapoBL) -

Ainsi, les matrices de passage de la base By vers la base By, et de la base Bj, vers la base Bg

sont inverses I'une de 'autre.
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1.4.2 Changement de bases pour les applications linéaires

Soit maintenant FE et F deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives n et p et f €
L(E, F). On va examiner cette fois 'effet d'un changement de bases sur la matrice de f. On se
donne deux bases de E :

— — / —/ -/
Br ={€i,...,én} et Bp=A{el,...,é},
ainsi que deux bases de F' :

Br={&,....5} et Bp=1{&,....a}.

On introduit les matrices de passage de Bg vers By, et de Bp vers By, puis les matrices de f
relativement aux bases Bp et Br et relativement aux bases By, et By, :

P=Pg, s, Q=Pp,p,, A=Mat(f;Bp,Br), A =Mat(f;Bp,Bp).
En interprétant les matrices de passage en termes de matrices d’applications identités, a savoir

P = Mat(idE;B/E,BE), pPl= Mat(idE;BE,Bé),
Q = Mat(idF;BI{?,BF), Q_l = Mat(idF;BF7B}/7)7

on observe, en écrivant I’égalité triviale f = idp o f o idg, mais lue dans les bases ad hoc, que

A" = Mat(f; By, Bp) = Mat(idg o f oidg; By, By)
= Mat(idp; Br, Bf:) x Mat(f; Bg, Br) x Mat(idg; By, Bg) = Q' AP.

De la méme maniére, on a réciproquement

A =Mat(f; Bg,Br) = Mat(idg o f oidg; Bg, Br)
—  Mat(idp; Bb, Br) x Mat(f; Bl, B) x Mat(idg; By, BL) = QA'P~".

On a donc obtenu

A =Q AP et A=QAP L

Les schémas ci-dessous illustrent ces relations.

(.Bs) —I— (F,By) (B,Bp) —— (F.Bp)
idETP Q*llidp et idEJ(P—l QTidF
(E,8f) ~— (FB) (E,Bf) ~— (FBf)

2 Image, noyau, rang

2.1 Rappels : injections, surjections, bijections

Soit £ et F deux ensembles et f: & — F une application.
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— l’application f est injective (ou une injection) lorsque tout élément de F admet au plus
un antécédent dans £ par f. Ceci signifie encore que deux éléments distincts de £ ont des
images distinctes dans F par f et s’écrit mathématiquement

Vo, o' €€, [v #y = f(a) # [(2')],
ce qui est aussi équivalent, par contraposition, &
Vo, o' € &, [f(z) = f(2)) = 2z =2'].

— lapplication f est surjective (ou une surjection) lorsque tout élément de F admet au
moins un antécédent dans £ par f. Ceci s’écrit mathématiquement

Vye F,Jx €&, y= f(x).

— Dapplication f est bijective (ou une bijection) lorsque tout élément de F admet exacte-
ment un antécédent dans £ par f. Ceci s’écrit mathématiquement

Vye F,x e, y= f(x).
On note f~!: B — A la bijection réciproque. Elle est caractérisée par I'équivalence
VeeE VY EF, [y=f(z) = =f"()

Soit A une partie de £ et B une partie de F. On définit I'image (directe) de A et 'image
réciproque de B par

F(A) = {f(z), s € A} et f(B)={xef:f(z)€ B}

Lorsque f est bijective, on a f~1(B) = {f~(y), y € B} et en particulier f~'({y}) = {f~1(y)}-
Remarquons que dans cette égalité, la notation f~! a un double sens : f~1({y}) représente un
ensemble, celui des antécédents de y par f et ne nécessite par la bijectivité de f, alors que f~!(y)
désigne I'(unique) antécédent de y par f et nécessite la bijectivité de f.

2.2 Image et noyau d’une application linéaire

Dans le cas des applications linéaires entre deux espaces vectoriels F et F', les notions pré-
cédentes peuvent s’étudier d’une maniére spécifique a la structure linéaire. Les ensembles définis
ci-dessous sont d’une importance capitale dans cette étude.

Définition 2.1 Soit f € L(E, F).
— L’image de f est le sous-ensemble f(E) de F. Il est noté Im f :

Im f = {f(d), @ € B}.
— Le noyau de f est le sous-ensemble f~'({0p}) de E. Il est noté Ker f :

Kerf={ieE: f(i)=0p}.
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Proposition 2.2 Soit f € L(E, F).
1. L’ensemble Ker f est un sous-espace vectoriel de E.

2. L’ensemble Im f est un sous-espace vectoriel de F'. Lorsque E est de dimension finie,
st B est une base de E, alors le sous-espace vectoriel Im f est engendré par le systéme
de vecteurs f(Bg) :

Im f = vect(f(Bg))
et en particulier dim(Im f) < dim(F).

DEMONSTRATION.
1. Soit a, f € K et 1,7 € Ker f. Puisque f est linéaire et f(uw) = f(¥) = Op, on a

flat+ B0) = af (@) + 5£(0)

et donc ol + v € Ker f. Ceci montre que Ker f est un sous-espace vectoriel de E.

O

2. Soit a, f € K et @, v € Im f. Il existe alors des vecteurs i1, v € E tels que f(u;) = 4 et
f(¥1) = U. Puisque f est linéaire, on a

atl + BU = af(ur) + Bf(01) = f(aty + BU1)

et donc ati + Sv € Im f. Ainsi, Im f est un sous-espace vectoriel de F.

Si de plus E est de dimension finie et By = {é},...,€,} est une base de E, tout vecteur
n n

u de E s’écrit sous la forme 4 = Z x;€;, donc f(@) = Z x; f(€;), et alors
i=1 =1

Im f = {f(@), @€ E} = {inf(éi), T1,... Tn EK}
=1
= vect({f(€1),...,f(€n)}) = vect(f(BEg)).

De la découle
dim(Im f) < card(f(Bg)) < card(Bg) = dim(E). 0

Proposition 2.3 Soit f € L(E,F).
1. f est injective si et seulement si Ker f = {0}.

2. f est surjective si et seulement si Im f = F.

DEMONSTRATION.

1. Supposons f injective. On a, puisque f(0g) = Op,
i€ Ker f < f(i) = f(0p) <= @ =0p,

et donc Ker f = {6 £ }. Réciproquement, supposons que Ker f = {0g}. Soit @, ¢ des
vecteurs de F tels que f(@) = f(7). On obtient par linéarité f(@) — f(7) = f(d—7) = Op.
Donc & — v € Ker f, ce qui donne, compte tenu de 'hypothése, @ — v = O, soit encore
i = U. Cela prouve l'injectivité de f.

2. La seconde assertion n’est rien d’autre que la définition de la surjectivité et est indépen-
dante du contexte vectoriel. ad
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EXEMPLE.

Considérons dans les R-espaces vectoriels E = R3 et F = R* lapplication linéaire f €
L(E, F) définie par

flz,y,2) = (x + 2y + 4z, —x + 5y + 62,3z — y + 2z, =3z + 8y + 8z).

Sa matrice relativement aux bases canoniques Br = {i,7,k} de E et Bp = {€},é2,¢€3,¢€4} de F
a pour expression

F@ Q) fk)
1 2 4 €1
A= | 1 5 6 & -
3 -1 2 és
-3 8 8 e

— Détermination du noyau : soit @ = (x,y, z) un vecteur générique de E. On a

rz+2y+4z =0
—x+5y+6z =0
3r— y+2z=0"
—3z+8y+82 =0

i€ Kerf < f(il) =0

Des deux premiéres équations, on tire 7y + 10z = 0, ou encore z = 10 Y, que 'on injecte

4
dans les deux autres équations. Cela conduit a la seule équation z = = y, laquelle fournit,

7
avec la relation z = 10 y, la représentation paramétrique
r = 8\
y = 10\, AeR.
z = =T\

Ainsi, Ker f est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (8,10, —7) :
Ker f = vect({(8,10,=7)}).

Ce noyau n’étant pas réduit au vecteur nul, I'application linéaire f n’est pas injective.
— Détermination de I'image : I'image de f est le sous-espace vectoriel de F' engendré par les
images des vecteurs de la base canonique de E par exemple :

I
)

Im f = vect({£ (D). (7). F(k)}),
les vecteurs f (Z), f (;), f (E), que 'on notera respectivement i, ¥, w, étant donnés par les
colonnes de A :
U= (17 _17 3a _3)7 7= (27 57 _11 8)7 W= (47 67 27 8)

Afin de déterminer au mieux Im f, on commence par évaluer le rang du systéme de vecteurs
{@, v, W} al’aide de la méthode des zéros échelonnés : le systéme {, U, W} a méme rang que
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—

le systéme {@, 0/, w’} ot les vecteurs ¥’ et @’ sont donnés par 7' = ¥ — 24, W' = @ — 44,
soit encore, sous forme matricielle,

a v W

1 0 0 €1
-1 7 10 €2
3 =7 =10 ] €3
-3 14 20 €4

lequel a méme rang que le systéme libre {u, ¢}, puisque 7w’ — 109’ = 0. En conclusion,
Im f est le plan vectoriel engendré par les vecteurs u, v/, ou encore 4, 7 :

Im f = vect({(1,-1,3,-3),(2,5,—1,8)}).

Puisque Im f # F, 'application linéaire f n’est pas surjective. Notons que la relation 7w’ —
107’ = 0 entraine la relation 8G+107—7w = 0 laquelle s’écrit encore f(87 + 105 — 71?) = 0.
Cette derniére met en évidence un vecteur particulier non nul du noyau de f, a savoir
8i + 10; — Tk que l'on avait déja obtenu directement.

2.3 Image d’un systéme de vecteurs

Proposition 2.4 Soit f € L(E,F) et S, L et G des systémes de vecteurs de E.

1. Si S est un systéme lié, alors f(S) est un systéme de vecteurs de F' lié. Par contrapo-
sition, si le systeme f(S) est libre, alors le systéeme S est libre.

2. Si L est un systéme libre et si f est injective, alors f(L) est un systéme de vecteurs de
F libre.

3. Si G est un systéme générateur de E et si f est surjective, alors f(G) est un systéme
générateur de F.

DEMONSTRATION.

1. Soit § = {1, ..., U, } un systéme de F lié. Il existe des scalaires non tous nuls aq, ..., ay

tels que a1@ + - - + anily, = Op et par linéarité on a arf(@) + -+ anf(iy,) = Op. Le
systéme f(S) = {f(d1),..., f(dy)} de F est donc lié.

. Supposons f injective. Soit £ = {uy,...,uU,} un systéme de E libre. Soit aq,...,a, des

scalaires tels que aq f(@1) + -+ + an f(d,) = 0p. On a alors flonty + -+ aptly) = Op,
c’est-a-dire a1ty + - -+ + aptl, € Ker f. Comme f est injective, Ker f = {6E} et donc
Q1] + -+ 4 aniin, = O, soit encore, puisque le systéme £ est libre, ag = -+ = ay, = 0,
ce qui montre que le systéme f(L) = {f(41),..., f(U,)} de F est libre.

. Supposons f surjective. Soit G = {u1,...,4,} un systéme générateur de E. Soit ¥ €

F. Par surjectivité, il existe un vecteur @ € E tel que ¥ = f(u). Le systéme G étant
générateur de F, il existe des scalaires aq, ..., ay tels que @ = aqtl; + - - - + apiy. On a
alors U = aq f(@1)+- - -+ f(Uy,) ce qui montre que le systéme f(G) = {f(d1),..., f(Un)}
est générateur de F'. ad
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Proposition 2.5 Supposons E et F' de dimension finie. Soit f € L(E, F).

1. Si Bg est une base de E et si f est injective, alors f(Bg) est une base de Im f. Pour
que f soit injective, il est nécessaire que dim(E) < dim(F).

2. Pour que f soit surjective, il est nécessaire que dim(E) > dim(F).
3. Soit B une base de E.
(a). Sile systeme f(Bg) est libre, alors f est injective.
(b). Sile systeme f(Bg) est générateur de F, alors f est surjective.
(c). Sile systéme f(Bg) est une base de F, alors f est bijective.

DEMONSTRATION.

1. Soit B une base de E. Supposons f injective. D’aprés la proposition précédente, f(Bg)
est un systéme libre de F'. Par ailleurs, il est générateur de Im f, c’en est donc une base.
D’autre part, les systémes By et f(Bg) ont méme nombre de vecteurs et donc

dim(E) = card(Bg) = card(f(Bg)) = dim(Im f) < dim F.

2. Soit Bp = {&1,...,€p} une base de F. Supposons f surjective. Il existe des vecteurs
Uy,..., Uy, de E tels que f(u;) = &1,...,f(dp) = &p. Le systéme de vecteurs B =
{f(@1),..., f(dp)} de F étant libre, le systéme de vecteurs £ = {u,...,u,} de E est
également libre d’aprés le théoréme précédent et les deux systémes ont méme nombre de
vecteurs. Ainsi

dim(E) > card(L) = card(Bp) = dim F.

3. Soit Bg = {€é1,...,€,} une base de E.

(a). Supposouns le systéme f(B) = {f(€1),..., f(€,)} libre. Soit @ un vecteur de E. Il existe
des scalaires x1, ..., T, tels que iy = x1€1 + - + T,€,. On a

i € Ker f <= f(il) = Op <= 21 f(€1) + - + 2nf(€n) = Op

=g ==x,=0<=T=0pg.

On vient de montrer que Ker f = {0z} et f est donc injective.

(b). Supposons le systeme f(B) = {f(€1),..., f(€n)} générateur de F. On a donc F =
vect(f(B)). Par ailleurs, on sait que Im f = vect(f(B)), donc Imf = F et f est

surjective.
(c). Ce dernier point découle immédiatement des deux précédents. O
Théoréme 2.6 1. Si E et F sont des K-espaces vectoriels de dimension finie et si f est

un isomorphisme de E sur F', on a dim(FE) = dim(F).
2. Tout K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K”.

3. Tous les K-espaces vectoriels de méme dimension sont isomorphes.

DEMONSTRATION.

1. L’isomorphisme f est une application linéaire & la fois injective et surjective. D’apreés la
proposition précédente, on en déduit que dim(E) < dim(F') et dim(F') < dim(E), d’ou
I’égalité des dimensions de F et F.
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2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, By = {é1,...,€,} une base de E et
B = {&1,...,&,} la base canonique du K-espace vectoriel K. Il est clair que I’appli-
cation linéaire pp : E — K" définie par pg(€;) = & pour tout i € {1,...,n} est un
isomorphisme. Donc E et K" sont isomorphes.

3. Soit F et F deux K-espaces vectoriels de dimension n. Avec les notations précédentes,
go}l o g définit un isomorphisme de E sur F' et E et F' sont donc isomorphes. a

EXEMPLES.

1. Les droites vectorielles de E sont isomorphes au corps de base K considéré comme K-
espace vectoriel.

2. Les hyperplans vectoriels de E sont isomorphes au K-espace vectoriel K*~1.

3. Dans le K-espace vectoriel K? rapporté a sa base canonique {;, j, E}, le sous-ensemble
P = {(x,y,0), z,y € K} est le plan vectoriel engendré par {Z, j} Il est isomorphe au
K-espace vectoriel K? via I'isomorphisme (x,7,0) € P — (z,y) € K?, mais ce n’est pas
K? lui-méme puisque les ensembles K2 et K3 sont de natures différentes (K? ¢ K3).

2.4 Rang d’une application linéaire

On suppose ici que les espaces vectoriels £ et F' sont de dimension finie. Soit B une base de
Eet feL(EF).

Définition 2.7 Le rang de application linéaire f est la dimension de son image :

rang(f) = dim(Im f) = rang(f(B)).

REMARQUES.

1. Cette définition ne dépend pas du choix de la base B. En effet, si B’ est une autre base

de E; on a Im f = vect(f(B)) = vect(f(B')) et donc rang(f(B)) = rang(f(B')).

2. On a immédiatement dim(Im f) < dim(F'). Par ailleurs, on a rang(f(B)) = card(f(B)) <
card(B) = dim(E). On obtient ainsi la majoration rang(f) < min(dim(E), dim(F)).

Théoréme 2.8 (du rang) Les dimensions des espaces vectoriels Ker f et Im f sont reliées
par

dim(Ker f) + dim(Im f) = dim(FE).

DEMONSTRATION.

On introduit un sous-espace vectoriel G supplémentaire de Ker f dans F :
E=Kerfaa,

puis la restriction g de f & G : g = f|g. Montrons que g réalise un isomorphisme de G sur Im f.
— L’application linéaire g est injective car

Kerg=Ker fNG = {0g}.
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— L’application g a pour image Im f. En effet, soit ¢ € Im f. Alors 34 € E, ¥ = f(u).
D’autre part,

3(61,62) € Kerf x G, U = Uy + o

d’oul
T = f(@0) = f(u1 + t2) = f(i01) + f(i@2) = g(ida).

Ainsi ¥ € Img et Im f C Im g. L’inclusion inverse est immédiate par définition de g donc

Img=1Imf.
En conclusion, dim(Im f) = dimG = dim E — dim(Ker f) ce qui prouve le résultat annoncé.
O
EXEMPLE.

Reprenons I'exemple proposé & la fin du paragraphe 2.2 : pour 'application linéaire f €
L(R3,R*) définie par

flz,y,z) = (xr+ 2y +4z,—x + by + 62,3z — y + 2z, —3x + 8y + 8z2),

on a trouvé que Ker f était une droite de R? et Im f un plan de R*. Le théoréme du rang est
bien vérifié : dim(Ker f) + dim(Im f) = 1 + 2 = 3 = dim(R?). Notons d’ailleurs qu’avec cette
information de dimension, la seule recherche de Im f qui conduisait a Im f = vect({(1, -1, 3, —3),
(2,5,—1,8)}), ainsi qua la relation f(87 + 105 — 7k) = 0 assurant que 8i + 105 — 7k est un
vecteur particulier non nul du noyau de f, permet de conclure immédiatement (sans aucune autre
recherche) que Ker f est exactement la droite vectorielle engendrée par le vecteur 8i + 10}— 7k.

Rappelons la majoration rang(f) < min(dim(£),dim(F")). Le théoréme du rang donne des
conditions pour que les égalités rang(f) = dim(F) ou rang(f) = dim(F') soient vérifiées.

Corollaire 2.9 On a les équivalences suivantes :

rang(f) = dim(F) <= f injective et rang(f)=dim(F) <= f surjective.

DEMONSTRATION.

1. D’apreés le théoréme du rang, puisque rang(f) = dim(Im f), on a
rang(f) = dim(F) <= dim(Ker f) = 0 <= Ker f = {0} <= f injective.
2. En ce qui concerne la deuxiéme équivalence, on a simplement

rang(f) = dim(F') <= dim(Im f) = dim(F') <= Im f = F <= f surjective. O

Corollaire 2.10 Supposons que dim(E) = dim(F).
— Si f est injective, alors elle est bijective.
— Si f est surjective, alors elle est bijective.

En d’autres termes, on a les équivalences suivantes :

[ injective <= f surjective <= f bijective.

DEMONSTRATION.
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1. Si f est injective, Ker f = {0g}. Le théoréme du rang donne dim(Im f) = dim E, soit
encore Im f = F et f est surjective.

2. Si f est surjective, Im f = F'. Le théoréme du rang donne dim(Ker f) = dim £ —dim F' =
0, soit encore Ker f = {Og} et f est injective.

3. On a donc démontré I'équivalence

f injective <= f surjective. a

Ce résultat est trés important puisque, pour montrer qu’une application linéaire entre deux
espaces vectoriels de méme dimension finie est bijective, il suffit de vérifier I'une des deux qualités
injectivité ou surjectivité. Par contre, il peut étre mis en défaut en dimension infinie.

CONTRE-EXEMPLE.

Considérons dans le R-espace vectoriel de dimension infinie E' = R[X] les endomorphismes de
E « dérivation » et « intégration » respectivement définis par f(P(X)) = P'(X) et g(P(X)) =

/O : P(z)dz.

— On a clairement Im f = F puisque tout polynéme admet au moins pour antécédent une
de ses primitives, et Ker f est la droite vectorielle des polyndémes constants. Donc f est
surjective mais pas injective.

X
— On a Kerg = {0} puisque, par dérivation, / P(x)de = 0 = P = 0. Par ailleurs,
0

X
puisque / P(x) dx est la primitive de P s’annulant en 0, Im g est le sous-espace vectoriel
0

des polynoémes de terme constant nul. Donc g est injective mais pas surjective.
X /
— Notons enfin que f o g = idg puisque </ P(z) dx) = P(X). En revanche, on a
0

X
(go f)(P(X)) :/0 P'(z)dz = P(X) — P(0) et donc go f #idg.

EXEMPLES.

1. Considérons dans les R-espaces vectoriels £ = R, [X] et F' = R,,_1[X] x R Papplication
linéaire f € L(E, F) définie par f(P(X)) = (P'(X), P(0)). Montrons que f est isomor-
phisme de E sur F'. Comme dim(E) = dim(F') (= n+ 1), il suffit de vérifier que f est par
exemple injective. A cet effet, on a

P(X)€eKer f < [P(X)=0et P(0) =0] < P(X) =0,
donc Ker f = {6}, ce qui assure l'injectivité de f puis sa bijectivité.
2. Reprenons la méme application linéaire en choisissant pour ensembles de départ et d’ar-
rivée les R-espaces vectoriels E = R[X] et F' = R[X] x R. Les espaces vectoriels F et F
étant a présent de dimension infinie, pour voir que f est un isomorphisme de E sur F, il

ne suffit plus de vérifier seulement 'injectivité. Soit alors (Q(X),a) € F et cherchons ses
antécédents P(X) de (Q(X),a) par f :

X
F(P(X)) = (Q(X),a) = [P'(X) = Q(X) et P(0) = a] <= P(X) = / Q(x)dz +a

ce qui montre que (Q(X),a) a un unique antécédent par f et que f est bien bijective.
On peut également décrire son isomorphisme réciproque f~! € £L(F, E) : il est donné par

X
-1 a) = x)dx + a.
@0 = [ Qade+
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3 Deux exemples géométriques : projections et symétries

Dans ce paragraphe, E est un K-espace vectoriel de dimension finie et F' et G sont des sous-
espaces vectoriels supplémentaires de F : E = F @& G. Soit @ € E. Alors il existe un unique
couple de vecteurs (i, 7) € F x G tels que @ = @ + U. Les vecteurs @ et ¥ sont respectivement
les projections du vecteur  sur les sous-espaces vectoriels F' et G parallélement & G et F' (voir
Fig. 2.1).

FIGURE 2.1 — Projections sur les sous-espaces vectoriels F' et G

3.1 Projections vectorielles

Définition 3.1 L’application p: E est la projection vectorielle de E sur F' paral-
W

lelement G. De méme, l'application q

!
[L=s

E est la projection vectorielle de E sur G
0]

parallelement F'.

Montrons que p et ¢ sont des applications linéaires. Soit o, 3 € K, w,w’ € E. Il existe des
=/ =/

vecteurs (4,0) € F x G et (u',0") € F x G tels que W = 4+ ¥ et W' = @' + /. Alors,
aw+ puw’ = (ad+ pu’) + (a4 BU’) avec ati+ i’ € F et av+ B0’ € G. On a donc, par unicité,

pladi + fui’) = aii + i’ = ap(w) + Bp(d’) et glod + i) = av + B’ = ap(@) + Bp(w’),

d’ou l'on tire p,q € L(E). Déterminons a présent les matrices des endomorphismes p et ¢ rela-
tivement & une base B de E construite en réunissant une base Br de F' et une base Bg de G
B = Br UBg. D’aprés les définitions de p et ¢, on a

Vi € Br, p(d) =14,q(@) =0 et Vie Bg, p(v)=0,q(7) =71,

ce qui s’écrit en d’autres termes p|, = idp,p|, = 0, ¢/, = 0,¢|], = idg. On obtient donc le
résultat suivant.
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Proposition 3.2 Les projections vectorielles p et q sont des endomorphismes de E de ma-
trices relativement o une base B de E de la forme Brp U Bg, ot Br est une base de F' et Bg

une base de G,
Mat(p; B) = < Ig OOG ) et Mat(q; B) = <%‘%>

ot par exemple I est la matrice unité d’ordre dim(F') et Og la matrice carrée nulle d’ordre
dim(G).

DETERMINATION PRATIQUE D’UNE PROJECTION VECTORIELLE.

Soit Br une base de E. On souhaiterait déterminer analytiquement la projection vectorielle
p relativement & la base Bg.

— A P’aide d’un changement de bases, il est possible de calculer la matrice de p relativement
a la base B a partir de la matrice relativement & Brp U Bg qui est trés simple :

Ir| O _
Mat(p; Be) = P5,—B:U86) ( 0 |0 > P(51E_>BFUBG)'

La principale difficulté réside dans le calcul de I'inverse de la matrice de passage.

— A T'aide d’un systéme d’équations, il est possible de déterminer la représentation analy-
tique de la projection vectorielle p relativement & la base Bg : le vecteur image 4 = p(w)
est caractérisé par les deux conditions

uelF et W—1uedq.

Si F et GG sont donnés par des représentations paramétriques ou cartésiennes relativement
a une base Br de FE, ces deux conditions conduisent & un systéme d’équations linéaires
fournissant les coordonnées du vecteur u relativement a la base Bg & partir de celles du
vecteur W : c’est la représentation analytique de la projection p. La principale difficulté
réside cette fois dans la résolution du systéme d’équations.

EXEMPLE.

Soit dans le R-espace vectoriel £ = R3

— le plan vectoriel F' = {(z,y,2) € E : ax + by + cz = 0};

— la droite vectorielle G = {(Aa, A3, \y), A € R}.
On note Bg = {i, j, k} la base canonique de E. Une base de F est donnée par Bp = {(b, —a,0),
(¢,0,—a)} et une base de G par Bg = {(«, 8,7)}. On a déja vu que les sous-espaces vectoriels F'
et G sont supplémentaires dans F si et seulement si ac+bS + ¢y # 0, relation que I'on supposera
dans la suite. On supposera également, pour simplifier la discussion, que a # 0. On peut donc
définir la projection vectorielle p sur P parallélement & G.

Premiére méthode : on détermine la matrice de la projection vectorielle p relativement a la
base Bg. Une base adaptée a la décomposition E = F & G est B = Brp UBg = {i’,j',k’} avec
=1

i’ = (b, —a, 0),;" = (¢, 0, —a),E' = («, B8,7). Relativement a cette base, la matrice de p a la
forme trés simple
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Mat(p; B) =

S O =
O = O
o O O

La matrice de passage de la base B vers la base By est

b c «
P=Ps,g,=|—-a 0 p
0 —a v

On doit déterminer 'inverse de cette matrice. Rappelons que cet inverse n’est autre que la matrice
de passage Pg, 5 :

1 N
PB%BE - PBE—>B

et pour obtenir Pg,_,5, on doit résoudre le systéme d’équations vectorielles

bi — aj =
c —ak=7".
ai+ Bj+~k= k'

Des deux premiéres équations, on tire les vecteurs j et k£ en fonction de i :

e b 1a -
j=—i-=7, k=-i—-j
a a a a

et en reportant ces derniers dans la troisiéme équation, on obtient le vecteur Zduquel on déduit
ensuite j et k :

- 1 = 2 I
= — k
! aa—i—bﬂ—l—c*y(ﬁz +3 k)
2 1 2 2 I
- — b bk
J a(aa+b5+07)( (a4 ¢y)i’ + byy' + abk’)
. 1 . . .
kE = ;| — b3)j’ k'
T (c¢fi’" — (aa+bB)7" + ack’)
d’ot
15} B ac + ¢y cf
ac+bf+cy  alax+bB+cy)  alaa+bS + cy)
p-l_ v by _ ac + b
ac+bB+cy  alaa+ bG8+ ) a(aa + bB + ¢)
a ab ac

ac + b8+ ey alaa+bB + ) a(ac + b3 + ¢y)
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On peut maintenant terminer le calcul de la matrice de p relativement a la base B :

1 0 0
Mat(p; Bg,Bg) = P|l0 1 0| P!
000
I3 ao + ¢y cf
aax+bB+cy  alaa+bB+cy)  alaa+bB + )
(0 SO ~ by aa + b
N —Oa —ag aa+bB+cy  alaa+bB+cy)  alao+bB + )
a ab ac
ac+bB+cy  alaa+ b8+ ) a(aa + bB + ¢)
b3 + cy ba ca
ac +bB + ¢y _aowl—bﬁ—l—c'y _aa+b5+cv
B af ac + ¢y cf
| aa+bB+ey aa+bB+cey aa+bB+cy
ary by ac + bf

ac + bB + ¢y _aa—i—bﬁ—l—C’y ac + bB + ¢y

Deuxiéme méthode : on détermine la représentation analytique de la projection vectorielle p
relativement a la base Bg. Soit @ = (z,y, 2) un vecteur de E et @ = p(w) = (2,1, 2') son image
par p. On sait que le vecteur @ est caractérisé par les conditions ci-dessous :

—

i=pW) <= (@, y,2)eF et (2 —z,y -y, —2)€eq
= ar’ +by+c =0 et [BAER, 2’ —z=Xa, ¥ —y=MAB, 2 —2=)\9]
— NeER, ' =x+Xa, Y =y+ A3, 2 =z+\y
et (axr+by+cz)+ AMaa+bB+cy) =0

i ax + by + cz )
ce qui donne pour A la valeur A = ————— puis
ac+ bB + ¢y
oo (bB + cy)x — bay — caz
a4+ b8 + ¢y
,  —afr+ (aa+cy)y —cBz
yo= a4+ bG8 + ¢y
g o ToE— byy + (aac + bB)z
( N ac+ bB + ¢y

Enoncons maintenant quelques propriétés des projections vectorielles p et g.

Théoréme 3.3 Les projections vectorielles p et q vérifient
pep=p, qoq=gq, pogq=qop=0, p+qg=idg
(du fait des propriétés pop = p, qoq = q, on dit que les applications p et g sont idempotentes),

et
Imp=Invp=F, Kerp=G, Img=Invg=G, Kerq=F.

ot Inv p est l’ensemble des vecteurs invariants par p :

Invp={w € E :pW) =u}.
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REMARQUE.

Légalité p(i) = @ est équivalente a (p — idg)(w) = 0 et Pensemble des vecteurs invariants
par p s’écrit encore Inv p = Ker(p — idg).

DEMONSTRATION.

1. On démontre d’abord la premiére série de propriétés.

— Soit @ € E. En écrivant p(w) = p(w@) + 0 avec (p(w),0) € F x G, on voit que
p(p(W)) = p(W) et q(p(w)) = 0, c’est-a-dire pop = p et gop = 0. Ces propriétés
subsistent en échangeant p et q.

— D’autre part, on a, par définition de p et ¢, pour tout W € E : & = p(w) + q() =
(p + q) (W), soit encore p + q = idg.

2. En ce qui concerne la deuxiéme série de propositions, on détermine par exemple les noyau

et image de p.

— Par définition de p, on a Vi € E, p(W) € F et donc Imp C F. Si & € Invp, alors
w = p(wW) € F et donc Invp C F. Réciproquement, on a Vi € F, p(d) = @ et 'on
obtient a la fois @ € Imp et & € Invp. D’ott F C Imp et F C Invp. On a ainsi montré
que Imp=Invp=F.

— Toujours par définition de p, on a

e Kerp <= p(f) =0 <= =0 <= 0 =7
et donc w € G et réciproquement. Il vient Kerp = G. O

La propriété d’idempotence est en fait caractéristique des projections vectorielles.

Théoréme 3.4 Soit p un endomorphisme de E idempotent : p o p = p. Alors, on a
E=Imp® Kerp, Imp = Invp et p est la projection vectorielle de E sur Imp paralléelement
a Kerp.

DEMONSTRATION.

1. Montrons d’abord que Imp = Invp. Si @ € Imp, il existe @ € E tel que p(w) = 4. On a
alors @ = p(w) = (p o p)(W) = p(@) et donc @ € Invp. La réciproque est immédiate : si
@ € Invp, on a @ = p(@) € Imp.

2. Montrons que E = Invp & Ker p.

— Veérifions que Imp N Kerp = {6} Soit 4 € Imp N Kerp. On a vu précédemment que
Imp = Invp, donc @ = p(@) = 0.

— Soit @ € E. On a la décomposition @ = p(i) + [@ — p(@)]. On a p(@) € Imp, puis
p(@ — p(i@)) = p(ii) — (p o p)(@) = p(@) — p(i) = 0 et donc @ — p(ii) € Kerp. Ainsi,
E =Invp+ Kerp.

Notons que d’aprés le théoréme du rang, pour montrer que les sous-espaces vectoriels

Im p et Ker p sont supplémentaires dans F, il aurait suffit de vérifier seulement que Im pnN

Kerp = {0}.

3. En utilisant & présent la somme directe £ = Inv p @ Ker p, pour tout @/ € F, il existe un
unique couple (i, 7) € Invp x Kerp tel que W = 4 + ¥. On a p(w) = p(¥) = u, ce qui
montre bien que p est la projection vectorielle de E sur Inv p parallélement a Ker p. O
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EXEMPLE.

Considérons dans le R-espace vectoriel E = R? I’endomorphisme p de représentation analy-
tique relativement & la base canonique B de E
' = 3x —2y+ 8z
y = —x+2y—4z.
Z=—-x+y —32

La matrice de p relativement & la base B est

3 -2 8
Mat(p;B)= | -1 2 —4
-1 1 -3

— 11 est facile de voir que Mat(p; B)?2 = Mat(p; B). Or Mat(p; B)? est la matrice de p o
p relativement & la base B, donc pop = p et p est une projection vectorielle de F.
Déterminons ses sous-espaces vectoriels caractéristiques.

— Soit W = (z,y, 2) € E. On a trés facilement

welhvp<—z—y+42=0

et donc F =Invp ={(z,y,2) € E:x —y+4z=0}; c’est un plan vectoriel.

— Remarquons que Imp = vect({(3,-1,-1),(—-2,2,1),(8,—4,-3)}) = vect({(3,—1,-1),
(—2,2,1)}) puisque (8,—4,—-3) =2(3,-1,—-1) —(—=2,2,1), et {(3,—1,-1),(—2,2,1)} est
une base de Im p; c’est un plan vectoriel.

— Les coordonnées des vecteurs (3, —1, —1) et (—2,2, 1) vérifient 'équation x —y + 4z = 0,
cela montre que Imp C Invp et comme d’autre part Imp et Inv p ont méme dimension,
on a en fait Imp = Inv p, conformément au théoréme 3.4.

— De méme,

= 2y —4z
y= =z

3 —2y+82z =10
weKerp<e—{ —x+4+2y—42 =0 <:>{
—r+ y—32=0

== (-2y,y,y)

et donc G = Kerp = {(—=2X\, A\, A), A € R}; c’est la droite vectorielle de base {(—2,1,1)}.

En conclusion, p est la projection vectorielle de E sur F' parallélement a G.

3.2 Symeétries vectorielles

Définition 3.5 L’application s: E — FE est la symétrie vectorielle de E par rapport
W — U—
a F parallelement G. De méme, 'application s : E — FE est la symétrie vectorielle

—

W — U1
de E par rapport G parallélement F'.

On observe immédiatement a partir des définitions des projections et symétries que les ap-
plications p, q, s, s’ sont reliées par

1
(s+idg), q= 5 (s +idg),

N

s'=—s, p=
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FIGURE 2.2 — Symétries par rapport aux sous-espaces vectoriels F' et G

et inversement
s=2p—idg, s =2q¢—idg.

Il est donc clair que s est un endomorphisme de E. La définition de s montre également que
sos =1idg (s est une application involutive ou une involution) et alors s est un automorphisme

de E d’automorphisme réciproque lui-méme : s~ = s.

REMARQUE.

La notation % fait référence a 'inverse de 1’élément 2 = 1 + 1 du corps K pour la loi x. Signalons qu’il existe
des corps dans lesquels on a 1 +1 = 0 et donc 2 n’est pas inversible. On suppose donc ici que 2 est inversible, ce

qui est notamment le cas pour K =R ou C.

Proposition 3.6 Les symétries vectorielles s et s' sont des automorphismes de E de matrices
relativement & une base B de E de la forme Bp UBg, ot Br est une base de F' et Bg est une
base de G,

Mat(s; B) = < IOF ? > et Mat(s';B) = < _éF IO >
—1G

DETERMINATION PRATIQUE D'UNE SYMETRIE VECTORIELLE.

Soit Bg une base de E. On souhaite déterminer analytiquement la symétrie vectorielle s
relativement & la base Bg.

— A l'aide d’un changement de bases, il est possible de calculer la matrice de s relativement
a la base Br a partir de la matrice relativement & Brp U Bg qui est trés simple :

Ir| O _
Mat(s; Bg) = PB,—BrUBe) < 0 | —Ig ) P(BEHBFUBG)'

— A l'aide d’un systéme d’équations, il est possible de déterminer la représentation analy-
tique de la symétrie vectorielle s relativement a la base Bg : le vecteur image @’ = s(w)
est caractérisé par les deux conditions

—

W'+ weF et W —wWeQq.
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Si F' et G sont donnés par des représentations paramétriques ou cartésiennes dans une base
B de E, ces deux conditions conduisent & un systéme d’équations linéaires fournissant
les coordonnées du vecteur w’ relativement a la base By a partir de celles du vecteur  :
c’est la représentation analytique de la symétrie s.

Comme dans le cas des projections, on peut caractériser les sous-espaces vectoriels F' et G a
I’aide de vecteurs particuliers au regard de 'application s. En effet,

S(0) == tU—T=U+T+=T=0<=TcF

s()= W= td—T=—-U-T<=tl=0<=wcq

et donc G = Ker(s + idg).

Proposition 3.7 La symétrie vectorielle s est un automorphisme involutif de E et

F =TInvs =Ker(s —idg) et G =Ker(s+idg).

On a une réciproque a ces propriétés.

Théoréme 3.8 Soit s un endomorphisme de E involutif : s o s = idg. Alors, on
a E=Ker(s—idg) ® Ker(s+idg) et s est la symétrie vectorielle de E par rapport a
Ker(s — idg) parallélement a Ker(s +idg).

DEMONSTRATION.

En introduisant p = %(s +idg), on voit que p est un endomorphisme idempotent :

1 1

On sait alors que p est la projection vectorielle sur Invp parallélement & Kerp. Or Invp =

Ker(p —idg) = Ker(s — idg) et Kerp = Ker(s + idg) et le résultat annoncé est ainsi prouvé.
0
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4 Exercices sur les applications linéaires

Exercice 1 Dans les R-espaces vectoriels E = R? et F' = R? rapportés a leurs bases canoniques
respectives B = {i,j} et B = {€1, €, €3}, on considére les applications f : E — Fetg: F - E
définies par

flx,y) = Qr+yz—y,x+2y),
9(x,y,2) = (x+y+tz,x—y—=2).

Montrer que f et g sont des applications linéaires.
Ecrire les matrices de f et g relativement aux bases B et B'.

Déterminer les noyaux et images de f et g.

Ll S

Calculer fog et go f, puis déterminer leurs matrices relativement aux bases B et B, ainsi
que leurs noyaux et images que I'on comparera (au sens de 'inclusion) a ceux de f et g.

Exercice 2 Dans les R-espaces vectoriels E = R3 et F' = R?* rapportés a leurs bases canoniques
respectives B = {i,7,k} et B = {€1, €s,€5,€4}, on considére I'application linéaire f : £ — F
telle que

—

f@y=éi+é+ée+e, f()=é—+es—ér, f(k)=¢é+é.
1. Donner 'expression analytique de f.

2. Déterminer les noyau et image de f en précisant pour chacun une base et la dimension.

Exercice 3 On se place dans le R-espace vectoriel E = R,,[X] des polynomes a coefficients réels
de degré au plus n.

1. Montrer que le systéme de vecteurs B, = {1, X —a, (X —a)?,..., (X —a)"} est une base
de F, a étant un réel fixé.

2. Calculer les coordonnées de X* relativement a la base B, pour 0 < k < n (on pourra
utiliser la formule du bindéme de Newton, ou la celle de Taylor).

3. Ecrire les deux matrices de passage entre les bases By et B,. Quelle relation y a-t-il entre
ces deux matrices 7 On pourra introduire la base B_,.

4. Montrer que 'application f définie sur E par f(P(X)) = P(X +a) est un automorphisme
de E dont on déterminera I’automorphisme réciproque.

5. Ecrire les matrices M (f; Ba, Bo), M(f;Bo) et M(f;B,).

Exercice 4 Dans le R-espace vectoriel E des fonctions définies sur R & valeurs réelles, on consi-
dére les fonctions fi et fo définies par

fi(x) = e® cos(bx) et fo(x) = e sin(bx)
oll a et b sont des réels fixés, b non nul. Soit F' le sous-espace vectoriel de E engendré par les
vecteurs fi et fo, puis ¢ : F' — E lapplication définie par ¢(f) = f’.
1. Montrer que le systéme de vecteurs B = {f1, fo} est une base de F'.

2. Montrer que ¢ est un automorphisme de F' dont on calculera la matrice relativement a la

base B ainsi que 'automorphisme réciproque ¢~ .

3. Donner une primitive de la fonction x — e** cos(bx + ) sans calcul d’intégrale.
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Exercice 5 On se place dans le R-espace vectoriel £ = R3.

1. Soit p 'endomorphisme de E défini par

1 1 1 1
p(x,y,?:) = (1’,3} + Qy - §Z,CC - Qy + 52).
Montrer que p est une projection vectorielle dont on précisera les sous-espaces vectoriels
caractéristiques.

2. Soit s ’endomorphisme de E défini par

Montrer que s est une symétrie vectorielle dont on précisera les sous-espaces vectoriels
caractéristiques.

Exercice 6 On se place dans le R-espace vectoriel £ = R3.

1. Soit P le plan vectoriel de E d’équation x — 2y + 3z = 0 et D la droite vectorielle de
engendrée par le vecteur f—i—j’—i— k. Déterminer la représentation analytique de la projection
vectorielle p de E sur P parallélement a D. En déduire celle de la symétrie vectorielle s
par rapport a P parallélement & D.

2. Soit P le plan vectoriel de E d equatlon x4+ 2y + 3z = 0 et D la droite vectorielle
de E engendrée par le vecteur i— 7 - k. Déterminer la représentation analytique de la
symétrie vectorielle s par rapport a P parallelement & D. En déduire celle de la projection
vectorielle s de F sur P parallelement & D.

Exercice 7 Dans le R-espace vectoriel E = R3[X] des polynomes a coefficients réels de degré
au plus 3, on considére I'application f définie sur ' par

F(P(X)) = 3[P(X) + P(1 - X)].

1. Montrer que 'application f est un endomorphisme de E dont on déterminera la matrice
relativement & la base canonique de E.

2. Déterminer les noyau et image de f.

3. Calculer f o f. Préciser alors géométriquement ’endomorphisme f.

Exercice 8 Soit E, F, G des K-espaces vectoriels et f € L(E,F), g € L(F,G).
1. Montrer les inclusions Ker f C Ker(go f) et Im(go f) C Img.
2. En déduire I'inégalité rang(g o f) < min(rang(f),rang(g)).
3. Montrer les équivalences

(a). Ker f = Ker(go f) <= Im f NKerg = {0}. Cette condition est vérifiée en particulier
lorsque g est injective.
(b). Im(go f) = Img <= Im f + Kerg = E. Cette condition est vérifiée en particulier
lorsque f est surjective.
4. En déduire que
— s g est injective, alors rang(g o f) = rang(f);
— 81 f est surjective, alors rang(g o f) = rang(g).
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Chapitre 3

Matrices

Dans le chapitre précédent, on a défini la matrice d’une application linéaire f € L(E, F') entre
deux K-espaces vectoriels F et F' comme étant un tableau rectangulaire dont les colonnes sont les
coordonnées des images par f des vecteurs d’une base de F dans une base de F'. Rappelons I'im-
portance de ce tableau qui au travers d’un certain nombre de salaires caractérise complétement
I’application linéaire f. De maniére plus générale, on peut définir une matrice indépendamment
de toute application linéaire comme étant un tableau rectangulaire de scalaires. Gardant toute-
fois en mémoire le contexte fonctionnel sous-jacent, on va définir naturellement des opérations
sur les matrices conduisant & un calcul matriciel trés puissant qui trouvera des applications dans
une grande variété de domaines (voir le chapitre 5 traitant de la diagonalisation pour quelques
exemples d’applications).

Dans tout ce chapitre, E et F' désignent deux K-espaces vectoriels.

1 Définition et opérations

1.1 Deéfinition

Définition 1.1 Une matrice de type p X n est un tableau rectangulaire de scalaires a p lignes
et n colonnes. Une telle matrice a la forme

ai] a2 ... Qip

asr a2 ... Qaon
A= .

apl Aap2 ... 0Opn

On note encore ce tableau sous la forme abrégée A = (ai;) 1<i<p . Le premier (resp. deuziéme)
1<j<n

SVAS

indice du scalaire a;j désigne habituellement le numéro de la ligne (resp. colonne) sur laquelle
il se situe. On note Mpxn(K) l'ensemble des matrices de type p X n a coefficients dans K et
l’on note plus simplement M,,(K) ’ensemble des matrices carrées de type n x n (dites d’ordre
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EXEMPLE.

On a défini dans le chapitre précédent des matrices dans divers contextes.

— Matrice des coordonnées d’un vecteur dans une base : pour un vecteur @ de coordonnées
(x1,...,2,) relativement a une base Bg de F, sa matrice de coordonnées est la matrice-
colonne de type n x 1

z1
X = Mat(f[; BE) =
T,

— Matrice d’une application linéaire : pour une application linéaire f € L(FE, F') donnée par
I'image d’une base Bg = {€1,...,€,} de E relativement a une base Br = {€1,...,&p} de

P
F selon f(€;) = Zaijé’i, 1 < j < n, la matrice de f relativement aux bases Bg et Bp
i=1

est la matrice de type p x n

an ain
A = Mat(f;Bg, Br) = :
Qp1 ... Gpn
— Matrice de passage : si 'on dispose de deux bases B = {€1,...,€,} et B, ={€],...,€&,}

€
de FE, les vecteurs de la deuxiéme base étant exprimés en fonction de la premiére : é’]’- =

n
Z pij€, 1 < j < n, la matrice de passage de la base Bg vers la base B, est la matrice
1=1

carrée d’ordre n
b1 ... Pin

P =P,y =
Pn1 - Dnn

1.2 Opérations

Définissons tout d’abord I’égalité de deux matrices : pour A = (a;j) 1<ice € Mpxn(K) et
1<j<n
B = (bij) 1<i<» € Mpxn(K), on pose
1<j<n

A:B<:>V(i,j)E{l,...,p}X{l,...,n}, a,-j:bij.

Définissons a présent les opérations fondamentales du calcul matriciel.
— Addition : pour A = (a;j) 1<i<p € Mpxn(K) et B = (bij) 1<i<p € Mpxn(K), on pose
<j<n <j<n

1<5< 1

A+ B = (a;j + bij) 1<i<p € Mpxn(K).

1<jsn

— Multiplication par un scalaire : pour a € K et A = (ai;) 1<i<p € Mpxn(K), on pose
1<j<n

a. A= (aaij) 1i<p € Mpxn(K).

1<i<n

On note encore ce produit plus simplement aA.
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— Multiplication : pour A = (ai;) 1<i<a € Mpxn(K) et B = (bjj) 1<i<o € Mpxn(K), on pose

1<j<p 1<isn

1<5<n

P
A X B = (cij) 1sica € Mpxn(K) avec ¢;j = Zaikbkj'
k=1

On note encore ce produit plus simplement AB.

— Transposition : pour A = (a;;) 1<i<p € Mpxn(K), on pose
1<j<n

A= (aﬁ) 1<i<n € Mpxn(K).

1<j<p

1.3 Quelques exemples de matrices

— Matrices symétriques, antisymétriques :

Définition 1.2 Soit A € M, (K). La matrice A est symétrique lorsque 'A = A et an-
tisymétrique lorsque ‘A = —A. On note S,(K) (resp. A,(K)) Uensemble des matrices
carrées symétriques d’ordre n (resp. antisymétriques).

Une matrice symétrique A est de la forme

aip; ai2 aiz ... Qin
a1z Aaz2 a3 ... Aa2n
A= a13 az3 asz3 ... 0asn
Aln A2n QA3p ... Qpp

et lorsque K = R ou C, une matrice antisymétrique A est de la forme

0 a2 ai3 oo Qln
—ai2 0 as3 ... G2p
A= | —a13 —az 0 a3n
—Qaip, —agn —asnp ... 0
Les termes diagonaux sont en effet nuls puisque dans R ou C on a ay; = —a; = 2a4; =0

= a;; = 0. 1l existe des corps dans lesquels on peut avoir 2z = 0 et x # 0...
— Matrices triangulaires, diagonales : une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure)
est une matrice carrée de la forme

ajlp] ai2 4aiz ... Qip aijl 0 0 e 0
0 a2 a3 ... Qa2 as21 a9y 0 N 0
0 0 azs ... Qa3n (resp_ azi1 asz2 as3 0 )
0 0 0 ... ann anl An2 Gp3 ... Qpn

Une matrice diagonale est a la fois triangulaire supérieure et inférieure; elle est donc de

la forme
ajl 0 PN 0
. 0 a2 0
diag(aii, ag, ..., an,) = ) . )
0 0 Ann,
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La matrice diagonale

10 0
01 0
I, =
0 0 1

est la matrice unité de M,,(K). Elle joue le role d’élément neutre pour la multiplication.
Dans le cas particulier ol tous les termes diagonaux coincident, on a une matrice scalaire :

a 0 ... 0

0 a 0
al, = 5

0 0 ... a

c’est la matrice d’'une homothétie vectorielle relativement a une base quelconque de F.
— Matrices d’extraction : il est possible d’extraire un terme d’une matrice par un procédé
multiplicatif simple. En effet, pour une matrice A = (a;;) 1<i<p , On récupére le terme a;;
1<5<

<jsn

grace a la multiplication de A par des matrices d’extraction :

0

]
o
BN
—_
T
<

0

La matrice-ligne ci-dessus est de type 1 X p et la matrice-colonne est de type n x 1.
— Matrices de permutation : une matrice de transposition s’obtient en permutant deux lignes
ou deux colonnes (i° et j° lignes ou i° et j¢ colonnes) de la matrice unité I,,. Elle est de la

forme
i J
{ {
1
1
0 1 —1
1
(n) _
P =
1
1 0 .
%
1 J

ou tous les termes omis sont nuls.
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e Pour permuter les i° et j°lignes d’une matrice A = (a;j) 1<i<p € Mpxyn(K), on multiplie
1<j<n
A par Pi(jp) a gauche : Pi(f)A.
e Pour permuter les i¢ et j° colonnes d’une matrice A = (a;5) 1<i<p € Mpxn(K), on

1<j<n
multiplie A par Pi(jm a droite : APZ-(]n).
11 est facile de prouver par exemple la deuxiéme assertion en interprétant A comme étant la matrice d’une
application linéaire f € L(E, F) et P;; comme celle d’un systéme de vecteurs de E. Précisons cela : si
Be ={é1,...,en},

A = Mat(f;Be,Br) = Mat({f(€1),..., f(€n)}; Br),

P = Mat({é1,...,&1,8,841,...,8-1,6,E11,...,En}; Br).
En fait P;; est la matrice de passage de la base Bg vers la base
{€1,...,6i—1,€;,Ei41,...,€j—1,€i,€jt1y...,En}.
Dans ce contexte, on obtient
AP;; = Mat({f(€1),..., f(€i-1), [(€)), f(€i1), ..., f(€i-1), [(E&), f(€j+1), ..., f(€n)}; BF),

cette derniére matrice étant la matrice déduite de A en permutant les i® et j° colonnes.
Plus généralement, une matrice de permutation s’obtient en permutant plusieurs lignes ou plusieurs

colonnes de la matrice unité I,,. Elle peut s’écrire comme un produit de matrices de tranposition.

2 Structures d’espace vectoriel et d’anneau

L’ensemble des matrices My, (K) jouit de propriétés de nature vectorielle (c’est un espace
vectoriel) et de nature arithmétique (c’est un anneau lorsque n = p).

2.1 Structure d’espace vectoriel

Théoréme 2.1 Le triplet (Mpxn(K), +,.) est un K-espace vectoriel de dimension pn. La base
dite canonique de cet espace vectoriel est donnée par {E;;,1 <i < p,1 < j < n} ou la matrice
E;; ne comporte que des termes nuls excepté celui qui se situe a lintersection des i® ligne et
j¢ colonne et qui vaut 1 (les matrices E;j sont dites matrices élémentaires).

DEMONSTRATION.

1. Notons Oy, la matrice de My, (K) dont tous les termes sont nuls et pour A = (a;;) 1<i<p €
1<5<

Isn

Mpxn(K), —A = (—ayj) 1<i<p . Les propriétés suivantes sont immeédiates :
1<

<Isn
VA,B,C € Mpxn(K), A+ B =B+ A, (A+B)+C=A+(B+0C),
A4+ 0p=0p+ A=A, A+ (—A)=(—A)+ A =0y,
De méme,
Va,B € K, VA, B € Mpyn(K), 1A= A, a(BA) = (af)A,

a(A+ B)=aA+aB, (a+ pB)A=aA+ pA.

Tout ceci montre que (Mpxn(K), +,.) est un K-espace vectoriel ; Oy, en est le vecteur nul
et —A est le vecteur opposé de A. Lorsque n = p, on notera O,, la matrice carrée d’ordre
n nulle.
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2. En écrivant une matrice A = (a;5) 1<i<p € Mpxn(K) de maniére naturelle
1<j<n

A= " ai;Ey,

1<i<p
1<jsn

on observe que le systéme {F;;,1 < i < p,1 < j < n} est générateur de Myyp(K).
C’est aussi un systéme libre puisque, si (ai;) 1<i<p est une famille de scalaires telle que
1<j<n
g a;jEij = Opn, on a (a;j) 1<i<p = Opp et donc tous les a;; sont nuls. Le systéme
1<i<p 1<jsn
1<j<n

{Eij,1 <i<p,1<j<n} est une base de My, (K) qui contient pn matrices et alors
dim(Mpxn(K)) = pn. O

Proposition 2.2 La transposition Mpxn(K) — Myp(K) est une application linéaire
A — A
vérifiant VA € Mpyn(K), '(*A) = A. En d’autres termes,
VA, B € Mpxn(K), ‘(A+B)="A+'B

et
Va € K, YA € Mpxn(K), (@A) = a'A.

Lorsque p = n, c’est la symétrie vectorielle par rapport a S,(K) parallélement a A, (K).

DEMONSTRATION.

Il est tres facile de voir que la transposition est linéaire. Supposons maintenant que p = n.
On a VA € M,(K), {(*A) = A; la transposition est donc un endomorphisme involutif, c’est
une symétrie vectorielle. I’ensemble des matrices invariantes est précisément celui des matrices
symétriques et ’ensemble des matrices anti-invariantes est celui des matrices antisymétriques.

g

Proposition 2.3 Lorsque K = R ou C, les ensembles des matrices carrées symétriques et
antisymétriques de type n x n sont des sous-espaces vectoriels du K-espace vectoriel M,,(K)
supplémentaires de dimensions respectives n(n+1)/2 et n(n—1)/2 : M,(K) = S, (K)®A, (K).

DEMONSTRATION.
1. Une matrice symétrique peut s’écrire sous la forme

A= Z aii B + Z aij(Eij—i-Eji).

1<isn 1<i<j<n
L’ensemble S,,(K) est donc constitué¢ de combinaisons linéaires des matrices du systéme
S={FEi,1<i<n}U{Ej;+ Ej,1<i<j<n}. Cet ensemble est alors un sous-espace
vectoriel de M,,(K) et le systéme S est générateur de S, (K). Il est immeédiat que c’est en
fait une base. On en déduit la dimension de S, (K) :

n(n—i—l).

dim(S,(K)) = card(S) =n+(n—1)+(n—2)+---+3+2+1= 5
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2. De méme, une matrice antisymétrique peut s’écrire sous la forme (lorsque K = R ou C)

A= Y ay(By— Ep)

1<i<j<n

On voit que l'ensemble A, (K) est constitué de combinaisons linéaires des matrices du
systéme 8" = {E;; — Ej;,1 < i < j < n}. Cet ensemble est donc un sous-espace vectoriel
de M, (K), le systéme S est générateur de A, (K) et c’est méme une base. D'ou la

dimension de A, (K) :

n(n—l)‘

dim(A,(K)) =card(§)=(n—-1)+(n—2)+---+3+2+1= 5

3. Soit A € S,(K)NA,(K). On a4 = A = —A, donc 2A = O,, puis, lorsque K = R ou C,
A =0, Il vient §,(K) N A,(K) ={0,}. On a d’autre part

dim(S,, (K)) 4 dim(A,(K)) = n? = dim(M,(K)),

On en conclut que les sous-espace vectoriels S, (K) et A, (K) sont supplémentaires dans

M, (K). 0

REMARQUE.

La méthode utilisée ci-dessus pour prouver que M, (K) = S,(K) & A, (K) repose sur un
argument de dimension, évitant ainsi de rechercher pour toute matrice de M,,(K) une décom-
position en la somme d’une matrice symétrique et d’'une matrice antisymétrique. Ce procédé
n’est pas constructif et il peut étre parfois utile de savoir exhiber une telle décomposition.
Dans le cas présent, on sait effectivement écrire une matrice A sous la forme A = B + C' avec
(B,C) € 8$,(K) x A, (K). On a nécessairement ‘A =B +!C = B — C et on tire immédiatement

=1 (A+'A) et C = 1 (A—"A). On vérifie aisément a posteriori que B € S,,(K) et C' € A,(K).

2.2 Structure d’anneau

Théoréme 2.4 Pourn > 2, le triplet (M, (K), +, x) est un anneau non commutatif, unitaire
et non integre.

DEMONSTRATION.

1. Signalons tout d’abord des propriétés d’associativité et de distributivité générales :
VA € M;yyq(K), VB € Mgyxp(K), VC € Mpyn(K), (AB)C = A(BC),

VA, B € Myyp(K), VC, D € Mpn(K), (A+B)C = AC+BC et A(C+D)= AC+AD.

Vérifions par exemple la propriété d’associativité (celle de distributivité se vérifie de ma-
niére analogue).
— Les termes généraux des matrices (AB)C et A(BC) sont égaux :
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— Une autre maniére de prouver ’associativité consiste & introduire des applications
linéaires f € L(G,H), g € L(F,G) et h € L(E, F) associées aux matrices A, B et C':

A = Mat(f; Bg, Bu), B =Mat(g; Br,Bg), C = Mat(h; Bg, Br).

(AB)C = Mat((f o g) o h; Be, Bu), A(BC) = Mat(f o (g0 h); Be, Bu),

et comme (fog)oh= fo(goh), on voit que (AB)C = A(BC).

2. Dans le cas des matrices carrées, les propriétés décrites ci-dessus sont de « véritables »
associativité et distributivité (pour des lois de composition internes). On a donc en plus
d’une structure d’espace vectoriel une structure d’anneau. De plus, il admet un élément
unité qui est la matrice unité I, :

VA € Mu(K), A, = I,A= A.

Cet anneau n’est ni commutatif ni intégre dés que n > 2. Par exemple, pour n = 2, on a
01 00y (10 ot 0 0 01\ (00
00 10/ \0 O 10 0 0/ \0 1)’

les matrices <0 1> et <O O> ne commutent pas. On a également

0 0 10
1 0\ /0 0
<0 0><0 1)‘02

10 00 ..

0 0) et < 0 1) sont des diviseurs de Oy. Dans le cas
général, on peut construire des matrices carrées d’ordre n qui ne commutent pas, ainsi
que des diviseurs de O,, en complétant les deux précédentes par des 0. O

ce qui montre que les matrices <

REMARQUE.

En combinant toutes les propriétés décrites dans ces deux paragraphes, et en rajoutant une
derniére propriété reliant les lois . et x :

Va, 8 € K, VA, B € M,(K), (a.A) x (8.B) = (af)(A x B)
on obtient pour le quadruplet (M,,(K), +, ., x) une structure d’algébre unitaire.

On vérifie sans peine le résultat suivant.

Proposition 2.5 Soit m € N et A, B deux matrices diagonales d’ordre n données par A =
diag(ai,...,a,) et B = diag(by,...,b,). Le produit AB et la puissance m® de A sont les
matrices diagonales

AB = diag(aiby,...,anb,) et A™ =diag(al’,...,al).

n
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Théoréme 2.6 (Formule du binéme de Newton) Si les matrices carrées A et B com-
mutent (i.e. AB = BA), on a pour tout entier naturel m

m_ N i i i i oml mm—1)...(m—i+1)
(A+ B) —;CmAB avec Cm_i!(m—i)!_ f .

La démonstration de cette formule se fait par récurrence sur m comme dans le cas classique.
Insistons sur le fait que la multiplication matricielle n’étant pas commutative, la formule du
binéme peut étre mise en défaut. Examinons le cas particulier m = 2 :

(A+B)?=(A+B)(A+ B) = A’ + AB+ BA+ B?,
et pour avoir (A + B)? = A? + 2AB + B2, il faut et il suffit que AB = BA.

EXEMPLE.

Soit A = (

B2 =

2 3 0 2 3
1 4 ). Enécrivant A =13+ Bavec B=| 0 0 4 | et en observant que
0 1 0 00

O O =

o O O
o O O

8
0 | et B™ = Og pour tout m > 3, la formule du binéme donne, puisque la matrice
0

unité I3 commute avec n’importe quelle matrice,

m(m — 1) 1 2m m(4m —1)
Am:I3+mB+#B2: 0 1 dm
0 0 1

Proposition 2.7 On a

VA € Mpyp(K), VB € Mpyo(K), H(AB) = B'A et YA € M,(K), Vm € N*, H(A™) = (tA)™.

DEMONSTRATION.

Posons A = (aij) 1<i<n €t B = (bj;) 1<i<p. On a
1<j<p 1<j<q

p
AB = ( E aikbkj>
— 1<i<n 1
k=1 1<j<q 1<

p
puis Y(AB) = (Z@m’%’k) =1BA. O
k=1

NI\
AN
N IN

e
ININ
3

2.3 Matrices inversibles

2.3.1 Matrices inversibles, calcul de ’inverse

Définition 2.8 Une matrice carrée A € M,,(K) est inversible lorsqu’il existe une matrice
A" e M, (K) telle que AA" = A’A = I,,. Dans ce cas, la matrice A admet un unique inverse
noté A1
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Le calcul de I'inverse d’une matrice est en général trés délicat. On dispose de plusieurs méthodes.
En introduisant un endomorphisme f € L(E) dont la matrice relativement & une base B est
A, on voit que A est inversible si et seulement si f est un automorphisme de E. En effet si A
est inversible et si g € L(F) est ’endomorphisme dont la matrice relativement a B est A~1, les
égalités Ax A=t = A~1 x A = I, sont équivalentes & Mat(fog; B) = Mat(go f; B) = Mat(idg; B),
soit encore fog = go f =idg. Ces derniéres relations traduisent le fait que f est bijective de
réciproque g.

Voici deux méthodes pour déterminer f=! :
— la recherche de la représentation analytique de f~' conduit & un systéme de n équations
4 n inconnues scalaires ;
— la recherche de I'image d’une base conduit & un systéme de n équations & n inconnues
vectorielles.
En fait les deux systémes précédents ont des matrices de coefficients transposées 'une de 'autre.

EXEMPLE.

Inverse d’une matrice diagonale : considérons la matrice diagonale A = diag(ai,...,an).
Introduisons I’endomorphisme f dont A est la matrice relativement a une base fixée B =
{€1,...,é}. Celui-ci est caractérisé¢ par Vi € {1,...,n}, f(&) = a;€. Il est immédiat que
le rang de f est égal au nombre de termes a; non nuls. Ainsi, f est bijective si et seulement
siVi € {1,...,n}, a; # 0, auquel cas I'endomorphisme réciproque f~! est caractérisé par

1
Vie {1,...,n}, f1(&) = — &. Ceci conduit & la matrice inverse de A :
a;
1 1
diag(ay,...,a,) ! = diag (, e )
al (079

Dans le cas des matrices carrées d’ordre 2, on dispose d’une écriture explicite simple pour la
matrice inverse.

Proposition 2.9 La matrice <Z 2) est inversible si et seulement si ad —bc # 0 et dans ce
a ¢\ ' 1 d —c
b d Cad—be\-b a )

Proposition 2.10 Soit A et B deux matrices inversibles. Les matrices AB et 'A sont inver-
sibles et

cas,

(AB)"'=B7tA™t et (ATl =tAh.

DEMONSTRATION.

Il suffit de voir que

(AB) x (B7'A™Y) = Ax (BB ') xA™! = AA7! = I,
(B'AY)Yx(AB) = B 'x(A'A)xB = B'B = I,
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et que

Ax A =HATTA) =11, = T,, YAV x4 ="LAATY) =1, = I, 0

REMARQUES.

1. Pour un entier positif m € N* et une matrice inversible A, on peut définir A~ comme
étant I'inverse de la matrice A™ ou encore la puissance me de la matrice A7! : A7 =

(Am)fl — (A71>m.
2. L’ensemble des matrices carrées d’ordre n inversibles posséde une structure de groupe
pour la multiplication appelée groupe linéaire de K.

2.3.2 Changement de bases, matrices équivalentes, semblables

Dans le chapitre 2, on a déja étudié I'effet d’'un changement de base sur un vecteur et sur une
application linéaire. On reprend cette notion ici dans le contexte du calcul matriciel.

— Changement de bases pour les vecteurs : soient B et B}, des bases d’un K-espace vectoriel
E de dimension n, P la matrice de passage de la base By vers la base By, : P = Py, —BL-

Rappelons que la matrice de passage de By, vers B est Pt = PBJ’E—>BE' Introduisons
pour un vecteur @ € E ses matrices-colonnes de coordonnées X et X’ respectivement dans

les bases B et Bj,. On sait que

On obtient par multiplication & gauche par P! :
Plx =P YPX)=(P'P)X' =X =X
et I'on retrouve la formule inverse
X'=prP'X.

— Changement de bases pour les applications linéaires : soient maintenant E et F des K-
espaces vectoriels de dimensions respectives n et p, Bg et By, des bases de E, Br et B
des bases de F et f € L(E, F). Désignons par A et A" les matrices de f relativement aux
bases Bg, Br et By, B,

A =Mat(f; Bg, Br) et A’ =Mat(f;Bg,Bp),
puis
P =Pg, ,5r € My(K) et Q= Pp, 5. € My(K).

Introduisons pour un vecteur # € F ses matrices-colonnes de coordonnées X et X' respec-
tivement dans les bases By et B}, ainsi que les matrices-colonnes Y et Y’ des coordonnées
de f(u) respectivement dans les bases By et B}.. D’aprés ce qui précéde, on a X = PX' et
Y = QY. On sait par ailleurs que Y = AX et Y/ = A’ X’ (ce sont les écritures analytiques
de I'application linéaire f dans les différentes bases considérées). On a alors

AX =Y = QY = QUA'X') = (QA)X' = (QA') x (P7'X) = (QA'P™))X
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c’est-a-dire
VX € M1 (K), AX = (QA'P7YHX,

d’ot 'on tire

A=QAPL

Inversement, en multipliant cette relation a gauche par Q! et a droite par P, on trouve
QAP =Q ' x (QAP HYxP=(Q'Q)x A" x (P'P)=1,ATL,=A

et donc

A'=Q AP

Définition 2.11 1. Les matrices A et A’ de type p x n sont équivalentes lorsqu’il existe
des matrices inversibles P € M,(K) et Q € My(K) telles que A’ = Q= *AP.

2. Les matrices A et A’ carrées d’ordre n sont semblables lorsqu’il existe une matrice

inversible P € M, (K) telle que A’ = P"LAP.

Des matrices semblables sont bien stir équivalentes. L’objectif de la diagonalisation d’une matrice
donnée sera de trouver une matrice diagonale semblable & cette matrice. Le chapitre 5 sera
consacré a ce probléme.

Proposition 2.12 1. Soit A et A" deux matrices équivalentes. Alors les matrices 'A et
tA" sont équivalentes. Si de plus A est inversible, alors A’ est aussi inversible et A~!
et A1 sont équivalentes.

2. Soit A et A" deux matrices semblables. Les résultats ci-dessus sont valides et de plus,
Vm € N, A™ et A"™ sont semblables.

DEMONSTRATION.

1. Si A/ = Q7 'AP ou P et @ sont deux matrices inversibles, alors ‘P et ‘@ sont également
inversibles et A’ = 'P'A(*Q)~!. Les matrices ‘A et ‘A’ sont donc équivalentes.
Si A est inversible, il est clair que A’ = Q7 'AP D’est aussi et 'on a A'~! = P71A71Q.
Les matrices A~! et A’~! sont donc équivalentes.

2. La démonstration précédente s’étend trés facilement au cas des matrices semblables. Exa-
minons le cas de la puissance m. Si A’ = P~1AP, alors

A™ = (P7'AP) x (P7'AP) x --- x (P"*AP)

m fois
= PlxAx (PP Y xAx---xAx (PP"Y)xAxP
= plA"P.

Les matrices A™ et A" sont donc semblables. O

2.3.3 Rang d’une matrice

Définition 2.13 Soit A une matrice. Introduisons une application linéaire f dont A est la
matrice relativement a des bases fizées. Le rang de la matrice A est le rang de ’application
linéaire f :

rang(A) = rang(f) = dim(Im f).
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Théoréme 2.14 1. Deux matrices équivalentes ont méme rang.

2. Soit A € Mpyn(K) une matrice de rang r. Alors A est équivalente & la matrice

1 00 ...0
g I | O N _ |0 10 ...0
e Op—rr | Op—rnr 0 00 ...0
Co p—r
0 00 0

T n—r
En conséquence, deux matrices de méme type et de méme rang sont équivalentes.
3. Une matrice carrée d’ordre n est inversible si et seulement si son rang est égal a n.

4. Une matrice et sa transposée ont méme rang :

rang('A) = rang(A).

DEMONSTRATION.

1. Remarquons tout simplement que deux matrices équivalentes représentent la méme ap-
plication linéaire relativement & des bases différentes et que le rang d’une application
linéaire ne dépend naturellement pas des bases choisies. Deux matrices équivalentes ont
donc méme rang.

2.(a). Soit f € L(E, F) dont la matrice relativement & des bases B = {€1,...,€,} de E et
Br ={&1,...,ép} de Fest A:

Mat(f; Bg, Br) = A.

L’application linéaire f est de rang r, donc, d’aprés le théoréme du rang, dim(Ker f) =
n —r et dim(Im f) = r. En reprenant la démonstration du-dit théoréme, on introduit
un sous-espace vectoriel supplémentaire GG de Ker f dans F : E = G @ Ker f, puis on
construit une base Bj, de E en réunissant une base {€],...,€/} de G et une base
{€/ 1.} de Ker f :

I ot VR -~
B ={€l, ..., €€ 1,6}

On a vu que la restriction de f au sous-espace vectoriel G est injective, donc, en posant
gl = f(&]) pour 1 < i < r, le systéme de vecteurs {f(£]),..., f(£))} de F est libre.
On le compléte en une base B, de F :

4

/ =/ =/ !
Br ={&1, -1 Erp1s---1En}

Ayant f(&]) =

o . .
g sil<g<egr . . . .
{ ¢ =0 , 1 est clair que la matrice A’ de f relativement

0 sir+1<1<n
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aux bases B}, et By, est donnée par la matrice dénotée par Jp,, suivante :

f@).. 1@ fE).. fe)

€1
I, Orn—r .
! =1
A" = Jpnr = €,
€41
Opfrr Opfr n—r .
=/
En

Relions enfin les matrices de f relativement aux différentes bases introduites a 1'aide
des matrices de passage P = Pg,_,p; et Q= Pppy A" = Q7 'AP. Les matrices
A et A’ sont équivalentes.

(b). Si A et A’ sont deux matrices de type p X n et de méme rang r, alors il existe des
matrices inversibles P, P’ € M,(K) et Q,Q" € M, (K) telles que A = Q1 Jp,, P
et A" = Q' P, et donc A’ = (Q1Q)A(P~1P’). Les matrices A et A’ sont
équivalentes.

3. Soit A € M, (K). D’aprés le point précédent, la matrice A est inversible si et seulement
si la matrice Jy, 'est, donc si et seulement si Jp,,, = I, ¢’est-a-dire r = n.

4. Une matrice A € Mpxn(K) de rang r peut s’écrire sous la forme A = Q_IJPWP. En
transposant, on trouve ‘A = tPanTtQ_l. Il est clair que les matrices élémentaires Jp,, et

Jnpr ont méme rang et il en est donc de méme pour les matrices A et *A. a
EXEMPLES.
1. Considérons la matrice
1 2 4
1 1 3
A= -1 0 -2
2 1 5

et cherchons une matrice A’ équivalente & A de la forme décrite dans le théoréme ci-dessus.
La méthode des zéros échelonnés sur les colonnes de A permet d’abord de déterminer le
rang de A. Introduisons les vecteurs colonnes 7, us, U3 de A relativement & une base

{517 527 637 54} .

1

U U

1 2 3
1 2 4\ &
a—|l1 1 3| &
“1 0 2| &
2 1 5/ &

On adopte une lecture verticale de la matrice A.
— Faisons apparaitre des zéros sur la premiére ligne a partir de la deuxiéme colonne :

ap dy g
1 0 0
111

-1 -2 -2
2 3 3

NY =

Ay

oL OO o

N
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avec U] = Uy, Uy = —Uz+2Uy, Uy = —uz+4;. Cette manipulation revient a multiplier

& droite A par une matrice inversible Pj :

uy Uy g

1 2 4 U1
A1 = AP, avec P = 0O -1 0 o

0 0 -1/ i3

=/ =/ —=//
1 Uy Uz
1 0 O €1
A2 — 1 1 0 6_?
-1 -2 0 €3
2 3 0 €4
avec Uy = U{, Uy = U4, Uy = s — us. Cette manipulation revient & multiplier a droite
A7 par une matrice inversible Py :
=1/ =/ =/
Uy Uy Ug
1 0 0\
Ay =A1P, avec Py = 0 1 -1 ﬁé
o o0 1)

A ce stade, on peut conclure que rang(A) = 2. On va maintenant utiliser une méthode de
type zéros échelonnés sur les lignes de As. Pour cela, on adopte une lecture horizontale
de la matrice As. Introduisons donc les vecteurs lignes o, U, U3, U4 de Ay relativement &

une base {1, 5,3} :

# /1 0 0

H»l 1 1 o
A=l 21 22 0
s \2 3 0

€1 & &

— Faisons apparaitre des zéros sur la premiére colonne & partir de la deuxiéme ligne :

s

gl

|

4
N o oo
N N =)
Moooo

avec U] = U1, Uy = U — 01, U4 = —%173 — %171, Uy = Uy — 205. Cette manipulation revient

a multiplier & gauche A’ par une matrice inversible Q1 :
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@ /1 0 0 0

—/
Al =Q1Ay avec Q= > P R
1= Wila2 L= 1)3’ -1/2 0 -1/2 0
Uy 0 -2 0 1
171 272 (R} 174

7o/1 0 0

=/
, Uy 0 1 0
A=3r10 0 o0
7 \0 0 0
g & &

avec U = U], U5 = Uy, U3 = U4 — U3, 0) = U; — Uy. Cette manipulation revient a
multiplier & gauche A} par une matrice inversible Q3 :

@ /1 0 0 0

. . 70 1 0 0
A :QQAl avec QQZ Ué/ 0 -1 1 0
g7 \0 -1 0 1

vy vy U3 U

En conclusion, on a obtenu

A= Q241 = Q2Q142 = Q2Q1 A1 Py = Q2Q1 AP Py,

o L

soit encore,enposant P=P Po= [0 —1 1 |etQ '=Q:0Q =
1/2 -1 -1/2
0 0 -1 1 _3 0

A =Q 'AP =

[esilen) New i
O Ol= O
O OO O

2. Vérifions sur I'exemple précédent 'égalité rang(*A) = rang(A). On a vu que rang(4) = 2.

Posons
11 -1 2
B="A=[21 0 1
4 3 -2 5
La méthode des zéros échelonnés fournit successivement les matrices équivalentes & B
suivantes :
1 0 0 O 1 0 00
Bi=12 -1 2 -3 puis Be=|2 -1 0 0
4 -1 2 -3 4 -1 0 0

Il est clair maintenant que rang(Bs) = 2 et donc que rang(B) = 2 = rang(A).
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REMARQUE.

L assertion rang(*A) = rang(A) signifie que rang de A coincide non seulement avec le rang
des vecteurs-colonnes de A mais également avec celui des vecteurs-lignes de A.

Corollaire 2.15 Soit A une matrice de rang r. On peut alors extraire de A une sous-matrice
carrée d’ordre r inversible et toute sous-matrice carrée de A d’ordre supérieur & r n’est pas
inversible. En d’autres termes, r est l’ordre mazximum d’une matrice carrée inversible extraite

de A.

DEMONSTRATION.

Soit A € Mypxn(K) une matrice de type p x n. Introduisons une base B, d’un K-espace vectoriel de dimension
p et un systéme de vecteurs S,, de n vecteurs exprimés dans la base B, selon la matrice A :

A = Mat(Sp; Bp).
1. Supposons A de rang supérieur ou égal a r :
rang(A) > r.

On sait que r < min(p,n). On a rang(S,) = r et il existe un sous-systéme libre S, de S, contenant r

vecteurs. Soit alors
A’ = Mat(S); By) € Mpsxr(K).

La matrice A" est de rang r : rang(A’) = . Il en est de méme de sa transposée : rang(‘A’) = r. Introduisons
a présent une base B, d’un K-espace vectoriel de dimension r et un systéme de vecteurs S, de p vecteurs
exprimés dans la base B, selon la matrice AN

A = Mat(S}’,; B,) € Myxp(K).
Comme rang(*A’) = r, il existe un sous-systéme libre S, de S;J contenant r vecteurs. Soit alors
A = Mat(S,; Br) € M, (K).

La matrice carrée d’ordre r A est de rang r, elle est donc inversible et il en est de méme pour la matrice
YA qui est extraite de A (voir Fig. 3.1).

r
—~ =
A P — A p —
n n
r
—~
ta’ }r—> A }r—> A }r—> tA }r
—_———— —— —— ——
D p r r

FIGURE 3.1 — Extraction d’une sous-matrice de A inversible (carrée d’ordre r)

2. Supposons A de rang inférieur ou égal a r :
rang(A) < r.

Tout sous-systéme S’ de S,, contenant plus de r vecteurs, disons ' vecteurs, est nécessairement lié. Il en
est bien stir de méme pour tout systéme dont les vecteurs sont déduits de ceux de S’ en ne conservant que
les coordonnées sur r’ vecteurs de la base B, (ces vecteurs appartiennent donc & un K-espace vectoriel de
dimension 7). Ainsi, toute matrice carrée d’ordre 7’ > r extraite de A n’est pas inversible.

3. En conclusion, si A est de rang r, A posséde une sous-matrice carrée d’ordre r inversible et toute sous-
matrice carrée de A d’ordre supérieur a r n’est pas inversible. a
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3 Exercices sur les matrices

Exercice 1 Soit A la matrice de M3(R) donnée par A = . On pose B=A — I.

S O =
O ==
— =

1. Calculer B™ pour tout n € N.
2. En déduire A™ pour tout n € N.

Exercice 2 Calculer A% pour la matrice donnée par A = (Z :g) .

011
Exercice 3 Soit A la matrice de M3(R) donnéepar A= |1 0 1
1 10

1. Calculer A% et I'exprimer en fonction de A et Is. En déduire que A est inversible et
déterminer son inverse A71.

2. Montrer que, pour tout n € N, il existe un couple de réels (ay, 8,) tels que A™ = a,, A +
Bnls. On trouvera des relations de récurrence entre o, Bn, n+1 €t Bnt1.

3. Ecrire une relation de récurrence entre Qn, Qi1 €t apya. Déterminer alors explicitement
ay et B,.

4. En déduire A™ pour tout n € N.

Exercice 4 On désigne par F le sous-ensemble de £ = M,,(R) des matrices de la forme

a b b b
b a b
My, = , ota,beR.
b a b
b b b a

1. Montrer que (F,+,.) est-un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel (E,+,.) dont on
donnera une base.

2. Montrer que (F,+, x) est-un sous-anneau de 'anneau (E, +, x).
3. Déterminer les éléments inversibles de F'.

4. Déterminer les noyaux, images et rangs des endomorphismes de R" associés aux matrices
non-inversibles de F'.

Exercice 5 (Exponentielle d’une matrice) On dit qu'une matrice carrée A est nilpotente
s'il existe un entier k£ > 1 tel que A* = 0. Le plus petit tel entier s’appelle indice de nilpotence
de A. Pour une matrice nilpotente A d’indice de nilpotence p, on définit son exponentielle par

poly ke
exp(4) =) FAT = > A
1=0 1=0
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ou la deuxiéme somme ne contient qu’'un nombre fini de termes non nuls.

Soit A et B deux matrices nilpotentes qui commutent.

1. Montrer que les matrices AB et A + B sont nilpotentes.

2. Montrer que exp(A + B) = exp(A) exp(B).

3. Montrer que exp(A) est une matrice inversible et déterminer son inverse [exp(4)]~!.

4. Montrer que si les matrices A et B sont semblables, alors il en est de méme pour les
matrices exp(A) et exp(B).

5. Soit A € M,(R) la matrice donnée par

0 1 0 0
0 0 1
A= 0
0 1
0 0 0

Calculer A® pour tout i € N. En déduire exp(A).

Exercice 6 (Trace d’une matrice) Soit K un corps commutatif. Pour toute matrice A =
(aij)1<ij<n de Mp(K), on appelle trace de A le scalaire

tr(A) = zn: (77
=1

1. Montrer que l'application tr : M, (K) — K ainsi définie est une forme linéaire sur le
K-espace vectoriel M, (K) dont on précisera le noyau.

2. Montrer que si A et B sont deux matrices de M,,(K), on a l'é¢galité tr(AB) = tr(BA).
Que peut-on dire des traces de deux matrices semblables ?

3. Existe-t-il des matrices A et B telles que AB — BA=1,7
4. Soit A = (ajj)1<i<m une matrice de M, ,(K). Calculer tr(*AA) et tr(A‘A).

1<jsn
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Chapitre 4

Déterminants

La notion de déterminant est bien connue en dimension 2 et utilisée

— pour caractériser la colinéarité de deux vecteurs {

i et ¥ sont colinéaires <= ad — bc # 0.

La quantité d’intérét est ad — be, appelée déterminant du systéme de vecteurs {i, v}
relativement & la base de référence {1,7};

.. . . .. . a c
— pour écrire I'inverse d’une matrice carrée inversible A = < b d> :

A est inversible <= ad — bc # 0.

La quantité d’intérét est de nouveau ad — be, appelée déterminant de la matrice A. Dans
le cas ou celle-ci est non nulle, 'inverse de la matrice A s’écrit

1 d —c
Atl= —— :
ad—bc<—b a>

, R , . C . axr + by = «
— pour résoudre des systémes (S) de deux équations linéaires a deux inconnues { 4 :

cx+dy=p"
(S) admet une unique solution <= ad — bc # 0.

Une fois de plus, la quantité d’intérét est ad — be, appelée cette fois déterminant principal
du systéme (S). De plus, dans le cas ou celle-ci est non nulle, la solution est donnée par

ad — Bb af — ac

r=—"— = —.
ad—be’ 7T ad—be

Elle fait apparaitre d’autres quantités analogues : ad — Bb et a8 — ac qui sont appelées

déterminants relatifs du systéme (S).

En dimension 2, le déterminant, considéré comme fonction de deux variables vectorielles, posséde
des propriétés de linéarité par rapport a chacune de ses variables ainsi que la propriété de
s’annuler lorsque ses variables coincident. Ces propriétés conduisent & introduire la notion de
forme bilinéaire alternée.

85
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Le définition du déterminant s’étend au cas de la dimension n et peut se faire au travers de
la notion de forme n-linéaire alternée. On définira successivement

— le déterminant d’un systéme de n vecteurs relativement & une base de référence fixée;

— le déterminant d’une matrice carrée d’ordre n ;

— éterminant d’'un endomorphi ;

le déte ant d’un endomorphisme ;

— le déterminant d’un systéme de n équations linéaires & n inconnues.
Puis on utilisera la théorie des déterminants :

— pour tester I'indépendance linéaire de n vecteurs;

— pour tester l'inversibilité d’une matrice carrée d’ordre n;

— pour résoudre un systéme de n équations linéaires & n inconnues.
Ce sera un outil d’un intérét plus théorique que pratique, puisque nécessitant un nombre colossal
de calculs des que n > 5, et des méthodes numériques beaucoup plus économiques lui seront
préférées. Cela étant, le déterminant présente 'avantage d’offrir une approche synthétique et
formelle aux problémes précédemment décrits.

On commencera par définir et traiter en détail les formes bilinéaires alternées en dimension 2

et les formes trilinéaires alternées en dimension 3 avant d’aborder le cas d’une dimension finie
quelconque.

1 Préliminaires : cas des dimensions 2 et 3

1.1 Formes bilinéaires alternées en dimension 2

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2.

Définition 1.1 1. Une application p : ExE — K est une forme bilinéaire
(@,7) +— ¢(u,0)
sur E lorsque les propriétés suivantes sont satisfaites :
— V7 € E, lapplication E — K est une forme linéaire sur E ;
i — (U, )
— Yu € E, Uapplication E — K est une forme linéaire sur F.
U — (U, )
2. Soit ¢ une forme bilinéaire sur E.
— La forme @ est alternée lorsqu’elle s’annule sur les couples de vecteurs identiques :

Vi € E, p(u,u) = 0.
— La forme ¢ est antisymétrique lorsque

Vi, T € B, (@, ) = —o(i, D).

Proposition 1.2 1. Une forme bilinéaire alternée est antisymétrique.

2. Si K =R ou C, une forme bilinéaire antisymétrique est alternée.

© Aimé LACHAL : cours de mathématiques



1. PRELIMINAIRES : CAS DES DIMENSIONS 2 ET 3 87

DEMONSTRATION.

Soit ¢ une forme bilinéaire sur F.

— -

1. Supposons ¢ alternée. Soit 4,7 € E. On a d’une part ¢(@ + U, @ + ¥) = 0. D’autre part,
par bilinéarité,

—

p(u

—

+ 0, U 4 0) = o(u, ©) + o(i, V) + @(V, ©) 4+ o(¥, V) = (i, V) + p(, 1),

)

<y

puisque (i, @) = p(V, ) = 0. Ainsi (@, ) + ¢(¥, @) = 0, soit encore ¢(¥, @) = —p(,
et ¢ est antisymétrique.

2. Supposons ¢ antisymétrique. Soit @ € E. On a ¢(4, @) = —p(d, @), donc 2p(d, ) = 0.
Cette derniére égalité entraine, lorsque K = R ou C, aprés multiplication par %, o(t, @) =
0 qui montre que ¢ est alternée. O

Cherchons 1 écriture d’une forme bilinéaire ¢ dans une base B = {z ]} de E. Soit @ = xi+1vj
et 7 =i + Y j. En utilisant les propriétés de bilinéarité de ¢, on trouve

(@, 0) = (i + yJ,0) = 20(i, 27+ y'7) + yo(J, 27 + y'7)

= 22/(i,7) + 2y’ 0(1, §) + 'y (5, 1) + vy’ (7, 7).

Dans le cas ou la forme bilinéaire ¢ est alternée, la formule précédente se simplifie en

La forme bilinéaire alternée ¢ est donc entiérement déterminée par la donnée du scalaire (i, 7).
On note
x

zy —a2'y = Y

c’est le déterminant du systéme de vecteurs {i, 7} relativement a la base {i,]}.

REMARQUE.

Dans le plan vectoriel euclidien orienté E = R? rapporté a sa base canonique orthonormée directe (; j) le
scalaire xy’ —x’y est I'aire algebrlque du parallélogramme construit sur les vecteurs 4 et U, celle du parallélogramme
construit sur les vecteurs 7 et j étant prise en référence égale a 1 (voir Fig. 4.1). En eﬁet introduisons les angles

- -

0 = (i, @) et o = (@, ), puis les normes ||@|| = r et |7]| = . On a 6 + ¢ = (i,7) et
x=rcosf, y = psin, ' =1 cos(0 + ), v =" sin(0 + ).

D’ou
xy — 2’y = rr'[cos 6 sin(f + @) — sin @ cos(f + ¢)] = rr' sinp

qui s’écrit de maniére plus geometrlque base>< hauteur. Notons que 1’on a aussi, en terme de produit vectoriel dans
I'espace E = R® en introduisant E=in 7

@NT = (zy —2'y)k.

1.2 Formes trilinéaires alternées en dimension 3

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3.
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<.
@y

-
S
~

] F--

F1GURE 4.1 — Aire d’un parallélogramme

Définition 1.3 1. Une application ¢+ EXExXxE — K est une forme tri-
(U, v,W) +— (d,u,w)
linéaire sur E lorsque les propriétés suivantes sont satisfaites :

— VU, 4@ € E, Uapplication E — K est une forme linéaire sur E ;
i — (U, v, )

— Yu,w € E, Uapplication E — K est une forme linéaire sur E ;
U — (i, U, W)

— Yu,v € E, lapplication E — K est une forme linéaire sur F.
wo— (U, v, W)

2. Soit ¢ une forme trilinéaire sur E.

— La forme @ est alternée lorsqu’elle s’annule dés que deux des trois vecteurs sonmt
identiques :

Vi, v € E, ¢(u,u,v) = p(i, v

— La forme ¢ est antisymétrique lorsque

Vil 7,0 € E, (@, i,7) = p@

=
]
N~—
I
RS
—~
=
&l
=
I
|
5
=
!
&

Pour une forme trilinéaire ¢, 'antisymétrie signifie que lorsqu’on échange deux vecteurs parmi
les trois, la valeur par ¢ est changée en sa valeur opposée. Lorsqu’on permute les trois vecteurs,
cela revient a effectuer deux échanges de deux vecteurs et la valeur par ¢ est inchangée :

Vi, v, € E, ¢(U,w, 1) = oW, d,v) = @i, v, ).
Comme dans le cas de la dimension 2, il y a équivalence, au moins lorsque K = R ou C, entre
« p antisymétrique » et «  alternée ».

Cherchons Pécriture d’ une forme trilinéaire alternee @ dans une base B = {z 7, k} de E. Soit

i =ai+yj+ 2k, 0=2ai+yj+2ketd=2"i+y"j+ 2"k En utilisant les propriétés de
trlhnearlte et le caractére alterné de ¢, on trouve

(i, 0, ) = (i + yj + 2k, ¥, D)
= (i, 2T+ YT+ 2k, @)+ yo(f, 2T+ ] + 2k, 8) + 20k, i + '] + 2k, @)
1

-
—

= aly'o (i, §, @) + 2o (@, k, @) + yl2' o, 8, @) + 2o, k, @)] + [’ o (k, 5, @) + y'o(, ], @)].
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Or, toujours d’apreés les propositions de ¢,

oiim = iR
(p(Z_,’]{_?',U_J’) = yllso(i_:]iﬂ.z’) _y”()o(z’{vl_f)
(g0, W) = 2"o(j,i,k) = —2"p(i,],k)
o(j, k@) = a"p(j. k) = a"p(i,],k)
@(E?éw) = y”@(@éz) = y”‘p@]:’@
o(k, 7, 7) x"p(k, j,1) —2"¢(i, 4, k)

d’out 'on déduit

-

/i /3 » =

—y(a'2" — ") + 2(2y" — 2"yY)e(i, ], K).

I/ /)

y z

-,

La forme trilinéaire alternée ¢ est donc entiérement déterminée par la donnée du scalaire (4, j, k).

On note
O
7 N "1 1 "o ’on "o
y ¥y oy o= a(y —y) -y’ —a"d) 4+ 2(ay" —2"y)
5 o
roon R . R
= €T —_— z
o Yy oM y/ y// )

c’est le déterminant du systéme de vecteurs {@, 7, @} relativement & la base {7, ], k}.

REMARQUES.Placons-nous dans le R-espace vectoriel euclidien euclidien orienté F = R3 rapporté a sa base
canonique orthonormée directe B = {i, 7, k}. Soit trois vecteurs @ = xi + yj + zk, ¥ = 2'i + y'j + 2’k et @ =
2"i+y"j+ 2"k de E.

1. Rappelons que le produit vectoriel de ¥ et @ est le vecteur donné par

’ " _INT "_r 1

GAT = (2" —y' )i+ (@ — 22+ &y —2"y)k

et que le produit mixte des trois vecteurs i, ¥, W est le réel donné par

" n_r o0 " /)

(AW =2(y 2" —y'2) +y@"2 —2'2") + 2(2'y" — 2"y).
On observe alors 1’égalité entre déterminant et produit mixte :
detg (4, v, W) = 4.(0 A W) = (4 A 7).
’ "
z
" o

2. Lescalaire |y oy %" | est le volume algébrique du parallélépipéde construit sur les vecteurs i, ¥ et 10,

z Z/ Z//

celui du parallélépipéde construit sur les vecteurs ;, fet k étant pris en référence égal & 1 (voir Fig. 4.2).

Ceci peut se voir facilement en introduisant 1'angle § = (Z A ¥, @) :

—

(A V)0 = ||gAD|| x (||T] x cos) = basex hauteur.

2 Formes n-linéaires alternées en dimension n

On va étendre les notions introduites précédemment au cas d’une dimension quelconque. Soit
FE un K-espace vectoriel de dimension n.
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i

~

FIGURE 4.2 — Volume d’un parallélépipéde

Définition 2.1 1. Une application p: Ex---xE — K est une forme
(ﬁl,...,ﬁn) — (p(ﬁl,. . ,l_[n)
n-linéaire sur E lorsque pour tout indice i € {1,...,n} et tous vecteurs iy, ..., U, € E,
Uapplication E — K est une forme linéaire sur E.
T ga(ﬁl, ey U1, U, ’17:7;+1, RN l_[n)
2. Soit p une forme n-linéaire sur E.
— La forme ¢ est alternée lorsqu’elle s’annule dés que deuzx des n vecteurs sont iden-
tiques :
Vi,j e {l,...,n} tels que i < j, Vi,...,u, € E, [U; = U
— La forme ¢ est antisymétrique lorsque

Vi, j € {1,...,n} tels que i < j, Viy,..., U, € E,

(p(ﬁl,...,’ljj,...,ﬁi,...,ﬁn):—g@('ljl,...,ﬁi,...,ﬁj,...,l_[n).

On prouve de maniére analogue au cas de la dimension 2 que les notions de forme n-linéaire
alternée et de forme n-linéaire antisymétrique coincident dans de nombreux cas.

Proposition 2.2 1. Une forme n-linéaire alternée est antisymétrique.

2. Si K =R ou C, une forme n-linéaire antisymétrique est alternée.

On va étudier l'effet d’un changement d’ordre dans le n-uplet de vecteurs (i, ..., 4,) produit
sur la valeur (i1, ..., dy,). A ce propos, rappelons qu’une permutation des indices 1,...,n est
une bijection de 'ensemble {1,...,n} sur lui-méme. On note &,, 'ensemble des permutations
de 1,...,n. Une transposition est une permutation qui échange deux indices, laissant les autres

invariants.

Proposition 2.3 Soit ¢ une forme n-linéaire alternée sur E. On a

N(o)

Vo € G, go(ﬁg(l), R ,ﬁg(n)) = (—1) (p(ﬁh e ,ﬁn),

ot N(o) est le nombre de transpositions nécessaires pour transformer [’ensemble d’indices
{o(1),...,0(n)} en l’ensemble ordonné {1,...,n}.

Cherchons maintenant ’écriture d’une forme n-linéaire alternée ¢ dans une base B = {é1,...,¢é,}
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n
de E. Soit 1; = g x;5€;, 1 < j < n, n vecteurs de E. Par n-linéarité, on trouve
i=1

n n
go(ul,...,un):g0< iy 1€y s g xinnein> = E Tig1 - Tipn P(Eiyy ey E5)).
1

1= in=1 1<t sin<n
Le caractére alterné de ¢ assure que (€j,...,€;,) = 0 dés que deux indices i; coincident et
alors que la somme ci-dessus se réduit & la somme portant sur les indices 41, . .., %, tous distincts,
c’est-a-dire les permutations de 1,...,n :

(i1, ..., Uy) = Z To(1)1 - - To(n)n P(€x(1)s - - - » €o(n))-
O’GGn

On obtient finalement ’écriture suivante.

Théoréme 2.4 Soit ¢ une forme n-linéaire alternée sur E et B = {é1,...,€y,} une base de
E.
_ ~ N o o
(U, ..., Uy) = Z (-1) (U)xo(l)l Ty | P(EL, s €.
ceG,
Ainsi, la forme ¢ est entiérement déterminée par la donnée du scalaire p(€1,...,Ey).

Il en découle immédiatement le résultat important suivant.

Corollaire 2.5 Deux forme n-linéaires alternées sont proportionnelles.

Dans le reste de ce chapitre, on attache un intérét particulier au cas de la forme n-linéaire
alternée, prise en référence, telle que (e, ..., €,) = 1. Elle seule suffit & représenter toutes les
autres formes n-linéaires alternées (qui lui sont proportionnelles) définies sur le méme espace
vectoriel.

3 Déterminants

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et B = {€1,...,&,} une base de E.

3.1 Déterminant d’un systéme de n vecteurs

Définition 3.1 Le déterminant relativement a la base B est ['unique forme n-linéaire alternée
© sur E telle que ¢(€1,...,¢e,) = 1. On note cette forme detg et pour un systéme de vecteurs
S ={t,...,U,}, on note detp(S) = detp(i1,...,up).

REMARQUE.

On prendra garde & bien respecter l'ordre dans lesquels apparaissent les vecteurs dans le
systéme S, puisque le signe du déterminant en dépend.
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Soit S = {u1,...,u,} un systéme de n vecteurs de E exprimés dans la base B selon u; =
n
injgi, 1 < j < n. D’aprés le théoréme 2.4, on a explicitement, en introduisant la notation
=1

matricielle ci-dessous,

r11 ... Tin

detB(S) = = Z (_1)N(U)xa(l)1 < TLo(n)n-
Tpl -+ Tpn €6y
Signalons immeédiatement que cette formule, tout aussi explicite soit-elle, est trés rarement
employée en pratique, car elle comporte un trés grand nombre d’opérations (rappelons que
card(&,) = n!). Méme avec les ordinateurs les plus puissants, une telle formule occasionne-
rait un temps de calcul et un cott fort élevés voire complétement déraisonnable, et d’autres
méthodes de calcul sont utilisées. On en présentera quelques-unes ultérieurement.

Le principal résultat qu’on utilisera par la suite est le suivant.

Théoréme 3.2 Soit S un systéme de n vecteurs de E. Le systéme S est une base de E si et
seulement si detg(S) # 0. Dans ce cas, on a

1

dets(B) = m

DEMONSTRATION.

Posons § = {u1,..., Uy}

1. Supposons le systéme S 1ié. Un vecteur de S est donc combinaison linéaire des autres
n—1

vecteurs de S ; disons par exemple que @, = g a; ;. On a alors
i=1

n—1
detg(S) = Z a;detg(dy, ..., Up—1,;).
i=1

Il est clair que pour tout ¢ € {1,...,n—1}, detp(ds,...,U,—1,U;) = 0 puisque le systéme
{tr,...,Uy—1,U;} comporte deux vecteurs identiques, et donc detp(S) = 0.

2. Supposons le systéme S libre. Puisqu’il contient n vecteurs et que dim(E) = n, c’est une
base de E. On peut donc considérer la forme n-linéaire alternée detgs et la comparer & detg.
En vertu du corollaire 2.5, toutes les formes n-linéaires alternées sont proportionnelles et
alors il existe un scalaire A\ € K tel que detg = Adets. Le coefficient de proportionnalité
A est non nul car les formes detg et dets sont non identiquement nulles. En effet, elles
valent 1 respectivement en B et S, ce qui donne

detp(S) = Adets(S) =X et 1 =detp(B) = Adets(B),

d’ou 'on tire
1 1
= t =_=——. 0
detg(S) =A#0 et detg(B) N~ dots(S)
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APPLICATION : EQUATION CARTESIENNE D’UN PLAN VECTORIEL EN DIMENSION 3.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3, B = {Z, f, E} une base de E et @ = ai + bj'—i— ck
et @ = d'i + V'] + ¢k deux vecteurs de E non colinéaires. On cherche une caractérisation du
plan vectoriel P engendré par les vecteurs @ et @ : P = vect({@, @'}). Soit T = xi + yj + zk un
vecteur générique de E. On a les équivalences suivantes :

a a =z
T € P <= le systéme (i, 4, V) est lié <= detg(d,@,7) =0<=|b V y|=0
c d z

ce qui conduit a la représentation cartésienne de P :

Ar+By+Cz=0 avec A=bd —btc, B=dc—acd, C=ab —ab.

Proposition 3.3 Soit B, B’ deuz bases de E et S un systeme de n vecteurs de E. On a

detB/(S) = detlg/(B) X detg(S).

DEMONSTRATION.

Les formes n-linéaires alternées detp et detp sont proportionnelles : il existe u € K tel que
detg = pdetp et le coefficient de proportionnalité p est précisément detp (B). O

3.2 Déterminant d’une matrice carrée

En s’inspirant de la formule du théoréme 2.4, on peut définir le déterminant d’une matrice
carrée indépendamment de tout contexte vectoriel.

Définition 3.4 Soit A = (a;j)1<ij<n € Mn(K). Le déterminant de la matrice carrée A est
le scalaire
ayy ... Qip
det(A) = = Z (_1)N(0)a0(1)1 < Qg(n)n-

anl ... Qpn o€6n

On peut interpréter le déterminant de A comme étant le déterminant du systéme de n vecteurs S
dont la matrice des coordonnées relativement & une base B d’un K-espace vectoriel de dimension
n est précisément A : si A = Mat(S; B), alors

det(A) = detp(S).

EXEMPLE.

Le déterminant d’une matrice triangulaire (ou diagonale) est égale au produit de ses termes
diagonaux :

ailr a2 ... Qin all 0 N 0
0 a2 ... Qa2n as1 a2 0 n
= . . . = H Q-
: =1
0 0 ... apn anl Ap2 ... Gpn
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En particulier, det(1,) = 1. En effet, supposons par exemple que A soit une matrice triangulaire
supérieure. Si o est une permutation des indices 1,...,n autre que l'identité, il existe un indice
i tel que o(i) < i et donc ay(;); = 0. Sinon, on aurait pour tout i € {1,...,n}, o(i) > i, c’est-
a-dire (1) > 1,...,0(n) > n, inégalités qui entraineraient successivement o(n) = n,o(n —1) =
n—1,...,0(1) =1, et o serait en fait I'identité. Ainsi, la somme définissant det(A) ne contient
au plus qu’un terme non nul, celui correspondant a o = id, c’est le produit aqy ... Gnp,.

Proposition 3.5 Soit « € K et A, B € M,(K). On a

det(ad) = o™ det(A), det(AB) = det(A)det(B), det(*A) = det(A).

DEMONSTRATION.

1. On a trés simplement

det(@d) = Y (=) (aayy1) - . (g )

0’6671,
= a" Z (—I)N(U)aa(l)l Ay = " det(A).
O'EGTL
On peut aussi utiliser le caractére n-linéaire du déterminant : si A = Mat({u1, ..., u,}; B),

alors aA = Mat({ay,...,at,}; B) et
det(A) = detg(adly, ..., at,) = a"detp(uy, ..., u,) = " det(A).

2. Le calcul de det(AB) est plus délicat et nécessite une interprétation judicieuse du produit AB.
— Supposons A inversible. On peut donc considérer A comme étant la matrice de passage d’une base
B = {é1,...,én} de E vers une autre B’ = {é],...,€,} : A = Ps_p. On considére ensuite B
comme étant la matrice d'un systéme de vecteurs S = {#1,...,4,} relativement & la base B’ :
B = Mat(S; B'). Le produit AB est alors la matrice du systéme de vecteurs S relativement a la base
B : AB = Mat(S; B). En effet, dans ce contexte, on a

n n
1 - - —
€ = E i€, Uj = E b€},
i=1 k=1
et donc
n n n
ﬁ]‘ = E aikbkj a = E Cijé’i
i=1 \ k=1 i=1
ol c¢;; est le terme générique de la matrice AB. Ainsi, en utilisant la proposition 3.3,

det(AB) = dets(S) = dets(B') x detp/ (S) = det(A) x det(B).

— Supposons A non inversible. On a det(A) = 0. La matrice AB est nécessairement non inversible. Sinon,
il existerait une matrice C telle que (AB)C = I, soit encore A(BC') = I, et A serait inversible. Donc
det(AB) = 0 et finalement det(AB) = det(A) det(B) également dans ce cas.
3. Par définition,

det(tA) = Z (71)1\](0)0,10(1) - Ono(n)-

€Sy,
Remarquons que le produit ais(1)...ane(n) ordonné relativement & l'indice de ligne, peut s’écrire, en
réordonnant cette fois relativement & 'indice de colonne,

(110(1) e am,(n) = (la.—1<1>1 ce ag—l(n)n

et donc
N N(o'
det(tA) = E (—1) (U)a(,_l(l)l N aa—l(n)n = E (—1) (@ )ag/(l)l e ao/(n)n

ceEG, oG,

ot I'on a effectué dans la derniére somme le changement d’indice o’ = o~ et utilis¢ N(o') = N(o). On
récupére ainsi le déterminant de A. a
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REMARQUE.

Voici une démonstration directe du deuxiéme point utilisant la définition intrinséque du déterminant d’une
matrice :

N(o
det(AB) = Z (—1) ( )Co'(l)l < Co(n)n
oceS,
= D EDY Y agpmbrat - D Gotmknbran
oeG, ki1=1 kn=1
_ Z (_1)N(0) Z Go(1)k1 k11 - -+ Qo () ke Dknn
oe6y 1<k, s kn<n
= Z Z (—1)N(U>ag(1)kl ...aa(mkn bk11 bknn
1<k,...,kn<n ceGy
Observons que si l'on interpréte A comme étant la matrice d’un systéme de vecteurs {@1,..., U, } relativement
a une base B, la somme Z (—1)N(0)ag(1)kl ... Qu(n)k, Teprésente le déterminant dets(dy,, ..., Uk, ). Ce dernier
cEG,
comporte deux colonnes identiques, donc s’annule, dés que deux indices k; coincident et pour qu'’il soit non
nul, il est nécessaire que les indices ki, ..., k, soient une permutation de 1,...,n. Dans ce cas, on peut écrire
ki =7(1),...,kn =7(n) avec 7 € &, et alors, succinctement,
_ N(o)
det(AB) = > | D DV Pasyra) - Goimyrin ] br)1 -+ brinyn
T7€G, L oG,
N(o
= Z Z (=1 ( )a(UOT_l)(l)l"'a(dof—l)(”)n]bT(l)l"'b"'(n)n
T7€S, L oe6,
= 2| 2 )T agan. -4ao'<n)n]bf<1>1 +-brayn
T7€6, L o'eq,
N N
= Z (—1) (G)a(,(l)l . ag(n)n:| |: Z (—1) (T)bq—(l)l o bT(n)n]
ocecGy TEG,
= det(A) det(B).
Corollaire 3.6 1. Soit A € My(K). La matrice A est inversible si et seulement si
det(A) # 0 et dans ce cas,
1
det(A™) = ———.
(47) det(A)

2. Deux matrices semblables ont méme déterminant.

DEMONSTRATION.

1. — Si A est inversible, il existe une matrice B telle que AB = I,,. On a alors det(A) det(B) =
det(AB) = det(I,) = 1 ce qui montre que det(A) # 0. En fait B = A~! et on voit par
ce raisonnement que det(A~1) = 1/det(A).

— Si A n’est pas inversible, rang(A) = r < n et A est équivalente & la matrice diagonale

I Oy p— ) ) . . )
A = ( 5 r OT ner > . il existe des matrices carrées d’ordre n inversibles P et
n—rr n—r

Q telles que A = QA’P~1. On a alors det(A) = det(Q) det(A’) det(P)~! = 0 puisque

det(A’) = 0.
2. Si A et B sont semblables, il existe une matrice carrée d’ordre n inversible P telle que
A= PBP~!. On a alors det(A) = det(P) det(B) det(P)~! = det(B). 0
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REMARQUE.

Une autre démonstration de la caractérisation d’inversibilité en terme de non-nullité du dé-
terminant peut se faire en interprétant A comme étant la matrice des coordonnées d’un systéme
de n vecteurs S relativement & une base B d’un K-espace vectoriel de dimension n. Dans ce
contexte, A est inversible si et seulement si S est une base et 'on a vu (théoréme 3.2) que cette
derniére assertion est équivalente a detp(S) # 0, soit encore det(A) # 0.

3.3 Déterminant d’'un endomorphisme

Définition 3.7 Le déterminant d’un endomorphisme f de E est le déterminant de sa matrice
relativement & une base (quelconque) B de E :

det(f) = detg(Mat(f; B)) = dets(f(B)).

Cette définition est cohérente car 1’égalité ci-dessus s’avére étre indépendante de la base B. En
effet, si B’ est une autre base de E, on sait que les matrices de f relativement aux bases B et
B’ sont semblables : il existe une matrice de passage P telle que Mat(f;B) = PMat(f; B )P,
elles ont donc méme déterminant d’aprés le corollaire 3.6. Les propriétés des proposition 3.5 et
corollaire 3.6 s’étendent sans difficulté au cas des endomorphismes.

Proposition 3.8 Soit f et g des endomorphismes de E. On a

det(f o g) = det(f) det(g).
L’endomorphisme f est un automorphisme de E si et seulement si det(f) # 0 et dans ce cas

1

et = G

3.4 Calcul d’un déterminant

3.4.1 Développement par rapport a une ligne ou une colonne

Théoréme 3.9 (Développement par rapport a la j¢ colonne) On a pour n’importe
quel j € {1,...,n}

n
det(A) = g aijAi; avec Ay = (—1)"" det ((ai/j/)lgi/,j/@).
] i1 1,5/
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Le scalaire A;; est le cofacteur du terme a;; dans ce développement et le déterminant M;; =

det (Wj’) 1<i!,j'<n
i/ #4,5 #j

ligne et j° colonne. Cofacteurs et mineurs sont reliés par A;; = (—1)itJ M;;.

DEMONSTRATION.

est le mineur relatif & a;;. Ce dernier est obtenu en retirant a det(A) les

En utilisant la linéarité du déterminant par rapport a la j¢ variable (j fixé) ainsi que le caractére alterné, on

obtient

det(4) =

n

=1

Z(—l)n_jaij detg(ﬁh N

n
E Qij detB(U1, ey Uj—1,64, U541, - - .,un)
=1

_, _,
s Uj—1, U1,y - - -

, Un, €;).

Le déterminant dans la somme précédente peut s’écrire en modifiant 'ordre des vecteurs de la base B comme

suit :
detB(’l_jl,...
OﬁBiZ{gl,...

n

3€i—1,€541,y. ..

yUj—1, Uj+1, .-

Jn, €) = (—1)" 'detg, (@1, . . .

,€n, €}, et donc

y Uj—1, Uj+1, .-

7ﬁ7L7€i)

det(A) =Y (1) ai; My avec My =detp, (i, ..., 1 1,8j41,- .., Un, &).

i=1

On a plus précisément,

Le déterminant étant une forme alternée, A;; est invariant lorsqu’on rajoute aux vecteurs 1, . .

aii

Ai—11
Ai4+11

an1
ai1

-
Uj—1

aij—1

Aj—15—1
Ai4+1j5-1

An j—1
Qg j—1

_,
Uj+1

arj+1

Ai—1 541
Ai+1 541

anj+l
@i j+1

une combinaison linéaire de €; ; en introduisant les vecteurs

~ - —
Uy = U1 — A31€4, ..

on a

—/ 7. . > —/ = L =
. 7uj_1 =Uj—1 — aljflel,Uj_Q,l = Uj+1 — Aij4+1€4, - -«

Mij = detgi (ﬁll,

Ceci s’écrit plus clairement selon

—/

Uy

aii

ai—11
Ai4+11

an1

soit encore, en changeant de notations,

=/

j—1

aij—1

Ai—1j5—1
Ait15—-1

Qan j—1

0

a/ )
oy Uj—1,Ujy1ye -

=/
Uj+1

a1j+1

Ai—1j5+1
Ai41 541

Qn j+1
0

bin—1

bn—l n—1

0

A1n

Ai—1n
QAi+1n

Ann

LU, ).

=/

n

Ain

QAi—1n
Ai+1n

Ann

0

0
1

€i—1
€it1

@y
l:l

&

5 - -
n — Un — Qin€q,

L
o U1, Ujgds - -

—

7un
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En invoquant la formule sommatoire du déterminant et en observant que la derniére colonne de M;; ne comporte
qu’un seul terme non nul (qui vaut 1), il vient

Mij = Z (_1)N(0>b0(1)1 ‘”ba(n—l)n—L

c€S:0(n)=n

La somme ci-dessus porte sur les permutations de {1,...,n} laissant n invariant : o(n) = n puisque bg(n), = 0
si o(n) #n et bynyn =1 si 0(n) =n (les by(n)n sont les termes de la derniére colonne du dernier déterminant).
Cela revient a ne prendre en compte que les permutations de {1,...,n — 1} :
Mij = Z (_1)N(U)bo'(1)1 cee ba‘(n—l) n—1,
€6, 1

et ’on reconnait en cette derniére somme le déterminant d’ordre n — 1

ail G,lj_1 a1j+1 A1n
a;—11 a;—15—1 A;—1 441 Q;—1
M =|" o T T =det { (@) <o gr<n |-
Qit11 oo Qitlj—1  Qitlj4+1 -.. Qitln i ki g g
an1 e An j—1 QAn j+1 . Ann
On obtient bien le développement requis. a

Par transposition, puisque det(*A) = det(A), on peut également développer det(A) par rap-
port a une ligne quelconque.

Théoréme 3.10 (Développement par rapport a la i© ligne) On a pour n’importe quel
ie{l,...,n}

n
det(A) = Z aijAij avec Ay = (—1)"" det ((ai/j/) Kifd-/gn).
i i/ #1,5' 4]

EXEMPLE.
x :L,/ 1
Déterminant d’ordre 3 : considérons la matrice A = [ y 3" 3" | et développons son dé-
z Z/ Z”
terminant par rapport & sa premiére colonne :
/ /! / ! / "
oz
det(A) = az + By + 7z avec a=|" =— = .
(A4) By + v PARVAE B AN Y gy

On récupére la formule déja obtenue en préliminaire de ce chapitre. A titre de vérification,
développons maintenant ce déterminant par rapport a sa premiére ligne :

y v
z 2

1
Yy 'y
Pl

roon
vy
oM

/_
, O = —

"o_
7a -

det(A) = ax + o'z’ + o"2"  avec a=

Un simple calcul montre 1'égalité des deux résultats.

3.4.2 Meéthode des zéros échelonnés

Une méthode fortement recommandée consiste & remplacer certaines lignes ou colonnes par
des combinaisons linéaires d’autres lignes ou colonnes de maniére a faire apparaitre des zéros a
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I’aide de la méthode des zéros échelonnés. Cette méthode repose sur les deux résultats suivants
qui découlent aisément de la propriété de n-linéarité et du caractére alterné du déterminant ;
on pourra rapprocher ces deux résultats de ceux énoncés dans les propositions 4.21 et 4.22 du
chapitre 1. On obtient a la fin de cette procédure le déterminant d’une matrice triangulaire qui
est trés simple a évaluer.

Proposition 3.11 Soit {u1,...,4,} un systétme de wvecteurs de FE, ai,...,0;_1,
Qitly -+ 0 € K et ﬁi’ = U + E aji; pour un i fivé. Le déterminant du systeme

1<5<n

i
de vecteurs {uy, ..., U} est inchangé lorsqu’on remplace u; par @, :

- — — JEN iy —
detp(ty, ..., Ui, ..., Up) = detp(Ui, ..., U, ., Up).
DEMONSTRATION.

En utilisant la linéarité par rapport & la i° variable de detg, on obtient

— 7 - — - - - - -
detg(ty, ... U, ... Uy,) =detg(ty,...,Uy,...,Uy) + g ajdetp(ts, ..., Uj,. .., 1Uy).
1<j<n
i . Tl
1© place
Le systéme de vecteurs {1, ..., U1, Uj, Ujt1, - - -, Un} comportant au moins deux fois le vecteur
@ lorsque j # 14, le déterminant figurant dans la somme précédente s’annule et le résultat annoncé
s’ensuit aussitot. O

En appliquant ce principe plusieurs fois, on obtient le suivant qui repose sur une méthode de
zéros échelonnés avec des pivots pris égaux a 1.

Proposition 3.12 Soit (aij)1<i<]‘<n un tableau triangulaire supérieur de scalaires et 11']' =

j—1

uj + g a;ji; pour 1 < j < n (d] = ). Alors les déterminants des systémes de vecteurs
i=1

{ty,...,un} et {uf,...,q}} sont identiques :

detg(iy, . .., 1i,) = detg (i, . . . ,ﬁé).

Ce résultat subsiste avec un tableau triangulaire inférieur de scalaires (aij)1<j<i<n et les vec-

n
teurs U; = tj + E a;jt; pour 1 < j <n (d), =ip,).
i=j+1

REMARQUES.

1. On ne peut pas remplacer simultanément les vecteurs w7, ..., 4, par n’importe quelles
combinaisons linéaires de ces vecteurs. Par exemple, si on choisit @] = iy + U2 et @} =
U + 11 on aurait bien sar detp(iy, ..., 4, ) = 0 alors que detp(i1, ..., i,) pourrait ne pas
étre nul.

2. Si on prend des pivots différents de 1, la valeur du déterminant s’en trouve modifiée. Par

exemple, si on choisit @] = 2u; + U + -+ + Uy, Uy = Ua, . .., U, = Uy, alors

detB(ﬁ{, e 767/) = 2detp(u1, ..., Uy).
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EXEMPLE.
1 1 -1
Soit la matrice A = 0 —1 1 |.En écrivant dans un contexte vectoriel évident A =
-1 2 0
Mat ({1, ti2, s }; B) et en choisissant i = iy — @y et W4 = U + w1, on obtient d’abord

1 0 0
A = detp(ty, uy,d5) = 0 -1 1
-1 3 -1
Puis en prenant s = @4 + w3, il vient
1 0 0
A = detg(tiy, ug,u5)=| 0 -1 0|=-2.
-1 2 2

4 Applications

4.1 Inverse d’une matrice carrée

On dispose pour une matrice inversible d’une représentation explicite de son inverse en termes
de déterminants. Cela étant, cette représentation n’est exploitable que dans les cas les plus
simples, notamment lorsque la matrice étudiée comporte beaucoup de termes nuls.

Proposition 4.1 Soit A une matrice inversible (donc det(A) # 0). Son inverse est donné

par
- 1, (A
' = g (o)) avee co(d) = (Aihicisen.

La matrice co(A) est la matrice des cofacteurs de A, c’est la comatrice de A.

DEMONSTRATION.

On va vérifier que “(co(A))) est l'inverse de A en effectuant le produit A x *(co(A)) pour montrer que

1
det(A)

“(co(A)) = I,. Cela revient & vérifier que

1
AX Get(a)

S f det(A) sii=j
;““Ajk{ 0 sii ]

Le cas ¢ = j correspond au développement de det(A) par rapport a la ¢ ligne comme cela a été vu dans le
paragraphe précédent :

n
Z aipAir = det(A),
k=1
n
Lorsque i # j, la somme ZaikAjk représente le développement par rapport & sa ¢° ligne du déterminant de la
k=1
matrice déduite de A en remplagant sa j° ligne par sa i®. Cette derniére matrice a donc deux lignes identiques
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(les i¢ et j°), elle n’est pas inversible et son déterminant est nul :

aii cee a1 k-1 a1 k+1 cee QAin
a 2 a; a; a; a;
ZaikAjk _ Z(_l)j+kaik j—11 j—1k—1 j—1k+1 j—1n
aj+11 ... Qj4+1k—1 Aj+1k+1 .- Qj+ln
k=1 k=1
ani “ee An k-1 Qn k+1 .. QAnn
ai ce a1 k—1 a1k a1 k+1 ce Q1n
a;1 cee Qi k—1 Aik A k+1 cee Ain
= | , . . S ol=0 O
j—11 . Qj—1k—1 Qj—1k Qj—1k+1 ... Qj—1n
ai1 cee Qi k—1 Aik A5 k+1 cee Ain
aj+11 .-+ Qj+1k—1 Qj+1k  Qj+1k+1  --. Qj+in
an1 cee An k-1 Qnk Qn k+1 cee Ann
EXEMPLE.
1 0 -1
Soit A = 0 —1 1 |. La liste des cofacteurs de A est la suivante :
-1 2 0
-1 1 0 1 0 -1
Ay = =—2,  Ap= =1, A= =-1
11 92 0 ’ 12 -1 0 ) 13 1 92 )
0 —1 1 -1 1 0
0 -1 1 -1 1 0
Az = =-—1, Agy=-— =1, Az3= =—1.
31 1 1 ) 32 0 1 ) 33 0 —1

On obtient alors le déterminant de A par développement par rapport & la premiére ligne par

exemple :
det(A) =a11A11 + a12A12 + a13413 = —1.

Ce déterminant est non nul et la matrice A est alors inversible. On peut vérifier a titre d’exercice
que les développements par rapport aux autres lignes donnent le méme résultat :

a1 A2y + agpAzs + a3 Asz = az1 Asi + aspAsze + azzAss = —1,

ainsi que ceux par rapport aux colonnes :

a11Ai1 + a1 421 + az1 Az = a124i12 + ax Ao + azaAse = a13Ais + agsAas + azz3Asz = —1.

Ecrivons ensuite la comatrice de A :

-2 -1 -1
co(A)=1| -2 -1 -2
-1 -1 -1

et enfin la matrice inverse de A :
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4.2 Rang d’une matrice et déterminants

D’aprés le corollaire 2.15, on a la caractérisation suivante du rang en termes de mineurs
extraits.

Proposition 4.2 Le rang d’une matrice est égal a l'ordre maximum d’un mineur non nul
extrait de cette matrice :

rang(A) = max{p : det(A") # 0, A" € M,(K) extraite de A}.

EXEMPLE.

Considérons la matrice de type 4 x 5

1 0 1 1 1
0O 1 1 -1 2
A= 1 -1 0 0 3
1 -1 0 1 1
Les mineurs d’ordre 4 de A sont les déterminants
1 0 1 1 1 0o 1 1 (|1 0o 1 1} |11 1 1 0 1 1 1
0 1 1 -1 0 1 1 2 0o 1 -1 2 01 -1 2 1 1 -1 2
1 -1 0 11 -1 0 31’1 -1 0 3|’(1 0 31"|1-1 0 3|
1 -1 0 1 1 -1 0 1 1 -1 1 1 1 0 1 1] |-1 0 1 1

On vérifie qu’ils sont tous nuls et la matrice A a un rang strictement inférieur a 4. Il est en fait
inutile de calculer la totalité des mineurs d’ordre 4, il suffit de calculer les mineurs d’ordre 4
« glissants » car, si ceux-ci sont nuls, tous les autres le sont également. Dans cet exemple, ce
sont les déterminants suivants :

1 0 1 1 0 1 1 1
0 1 1 -1 1 1 -1 2
1 -1 0 0| * |[-10 0o 3|
1 -1 0 1 -1 0 1 1
1 1 1
Par ailleurs, le mineur de A d’ordre 3 |1 —1 2| est clairement non nul et le rang de A est
0 0 3

supérieur ou égal a 3. En conclusion, rang(A4) = 3.

APPLICATION : REPRESENTATION CARTESIENNE D’UN SOUS-ESPACE VECTORIEL.

Soit F un K-espace vectoriel de dimension n, {€1,...,€,} une base de F et F' le sous-espace
vectoriel de E engendré par le systéme libre de vecteurs {1, ..., 4, } donnés par

U] = a11 €1+ +an1én

Uy = a1p €1+ + apr €y
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Pour obtenir une représentation cartésienne de F' = vect({u,...,4,}), on utilise la caractérisa-
tion suivante :

al] ... Q1 X1
U € F < rang{uy,..., Uy, 0} =r <rang | ! : =

apl .. Qpr Ty

Examinons d’abord deux cas particuliers trés importants.

ail ... QAin-1
— Cas d’un hyperplan vectoriel H : on a dim(H) = r = n—1. La matrice
Gpl ... Qpn-1
étant celle d’une base de ‘H est de rang n — 1. On a alors
ailr ... Qp-1 T1 ail ... Qip-1 T1
rang | L | =re ] L | =0
Gpl ... Qpn-1 Tn Gpl ... Qpn-1 Tn

En développant le déterminant ci-dessus par rapport a la derniére colonne, on voit que H
peut étre représenté par une seule équation cartésienne qui a la forme suivante :

[Avay + Agzy + -+ Ay, = 0.

— Cas d’une droite vectorielle D : soit D la droite engendrée par le vecteur ai€; + --- +
an€p. On a dim(D) = r = 1 et D est caractérisée par les équivalences suivantes (en ne
considérant que les mineurs « glissants ») :

ap I
— . . 3 x
i €D <<= rang | : : =1<=Vke{l,...,n—1}, Fl=o.
Ak+1  Thk+1
an  Tp
Elle admet donc une représentation cartésienne & n — 1 équations :
ay xro — ags xr1 = 0
ag r3 — a3z ro = 0
Up—1Tp — ap Tp—1 = 0
ail air T1
Reprenons le cas général. La matrice est de type n x (r+1) avec r < n, et la matrice
an1 - Anr In
ail . ailr
extraite étant celle d’'un systéme libre est de rang r. Ainsi, d’aprés la proposition 4.2, la
an1l e Anr
aiil . alr
matrice : . est de rang r si et seulement si tous les mineurs d’ordre r + 1 (donc contenant toutes
an1 ... Qnr
les colonnes) sont nuls. En termes mathématiques, cela s’écrit
ail o air T1 Gg(1)1 R Qo (1)r To(1)
rang =r<=Vo € Gryin, =0
anl1 ... Qnr Tn Qg(r4+1)1 -+ Qo(r41)r To(r41)
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ol S,41,» est 'ensemble des applications de {1,...,r+1} dans {1,...,n} strictement croissantes. En fait, comme
cela a été signalé plus haut, il est inutile d’envisager tous les mineurs d’ordre r + 1, il suffit seulement de garder
en mémoire les n — r mineurs d’ordre r 4 1 glissants, ce qui conduit & la représentation cartésienne de F'an —r
équations suivante :
ak 1 e Qg r Tk
teEF<Vke{l,...,n—r}, : : D=0

Ak+r1 cee Ak+rr TkAr

4.3 Systémes d’équations linéaires

Le déterminant est un outil théorique important pour I’étude qualitative des systémes linéaires
d’équations. Il permet également dans certains cas de résoudre ce type de systéme. Les théories
de Cramer et de Rouché-Fontené présentées ci-aprées vont dans ce sens. Cela étant, de nombreuses
situations conduisent & des systémes linéaires comportant de trés grands nombres d’équations et
d’inconnues, et des méthodes numériques lui seront avantageusement préférées. Une telle méthode
(méthode de Gauss) est présentée a la fin de ce paragraphe.

Considérons le systéme linéaire avec second membre de p équations & n inconnues suivant :

a11 1+ a2 o + - +ay, Ty = by
o1 T1 +ao o+ -+ + asy T, = bo

(S)
ap1 1 +(1p2332+"' +apn35n = bp

dans lequel les coefficients a;j, 1 < ¢ < p,1 < j < n, et b;, 1 <7 < p, sont des scalaires de
K donnés et les xy,...,z, sont des scalaires inconnus. L’'inconnue du systéme (S) est en fait le
n-uplet (x1,...,2,). Deux questions se posent :
— le systéme (S) admet-il des solutions, et dans l'affirmative, combien en admet-il ? On verra
qu’il y a trois possibilités : (S) admet zéro, une seule ou une infinité de solutions;
— quelle est la solution de (S) lorsqu’elle est unique, et quelle est la forme générale des
solutions de (S) lorsqu’il y en a une infinité ?
Lorsque les by, ...,b, sont tous nuls, on dit que (S) est un systéme homogeéne. Un tel systéme
admet au moins une solution, la solution nulle : (z1,...,z,) = (0,...,0).

4.3.1 Interprétations

— Interprétation vectorielle : introduisons les n vecteurs w7y, ..., #, exprimés dans une base
B ={éi,...,é} d'un K-espace vectoriel £ de dimension p selon

Uy = a1 €1+ + ap €

Up = aln€1+"' +apn€p

ainsi que le vecteur
v=="breL+--- +bp€p.

Le systéme (S) s’écrit

3
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Cette égalité signifie que le vecteur ¢ est la combinaison linéaire des vecteurs w71, ..., iy,
dont les coefficients sont les inconnues. Ainsi, (S) admet des solutions si et seulement si
U € vect({u1,...,U,}). On peut faire alors la discussion suivante relativement au systéme
de vecteurs § = {uy,...,Up} :
(i) si S est libre (n < p), (S) admet au plus une solution (x1,...,zy);
(ii) si S est générateur de E (n > p), (S) admet au moins une solution (z1,...,z,). Il
admet soit une solution unique, soit une infinité de solutions;

(iii) si S est une base de E' (n = p), (S) admet une solution unique (z1,...,z,).

— Interprétation fonctionnelle : soient E et F' deux K espaces vectoriels rapportés a des
bases respectives {€1,...,é,} et {€1,...,&p}, f € L(E, F) I'application linéaire donnée
par

f(&1) = anéi+-- +apép

f(gn) = a1n51 + - +apngp
et les vecteurs € FE et ¥ € F donnés par
Le systéme (S) s’écrit, @ étant le vecteur inconnu,
f(a) =7,
Cette égalité signifie que I'ensemble des solutions est I’ensemble des antécédents de ¥ par
[ f7Y{@}). Ainsi, (S) admet des solutions si et seulement si ¥ € Im f. On peut faire

alors la discussion suivante relativement a la qualité de f :
(i) si f est injective (n < p), ¥ admet au plus un antécédent par f et (S) admet au plus

une solution (x1,...,2y);

(ii) si f est surjective (n > p), ¥ admet au moins un antécédent par f et (S) admet au
moins une solution (x1,...,zy). Il admet soit une solution unique, soit une infinité de
solutions ;

(iii) si f est bijective (n = p), ¥ admet exactement un antécédent par f et (S) admet une
solution unique (x1,...,2y,).

— Interprétation matricielle : soit A € Mpyn(K), B € Mp1(K) et X € M,,;1(K) les matrices
données par

ai] ... Qip b1 X1
A= , B= , X =

apt ... Qpp by Tn

Le systéme (S) s’écrit, X étant la matrice inconnue,
AX =B.
La discussion se fait a présent relativement a la matrice A :
(i) si la matrice A est inversible (n = p), on a X = A7'B et (S) admet une solution
unique (z1,...,%,);

(ii) si la matrice A n’est pas inversible, il est plus difficile de conclure.

Lorsque le systéme (S) est homogeéne, il admet une unique solution (la solution nulle en I'occur-
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rence) si et seulement si la matrice A est inversible.

Définition 4.3 Le rang du systéme linéaire (S) est le rang commun du systéme de vecteurs
S, de lapplication linéaire f et de la matrice A :

rang(S) = rang(S) = rang(f) = rang(A4).

4.3.2 Systéme de Cramer

Définition 4.4 Le systéeme linéaire (S) est un systéme de Cramer?! lorsque rang(S) = n = p.

Le systéme linéaire (S) est un systéme de er si et seulement si le systéme de vecteurs S est une
base de E, on encore ’application linéaire f est bijective, ou encore la matrice A est inversible :
det(A) # 0. Dans ce cas, il est possible d’exprimer la solution de maniére explicite a I’aide de
déterminants.

Supposons donc que (S) soit un systéme de Cramer. Calculons le déterminant du systéme de
vecteurs déduit de S en remplacant le i® vecteur u; par U :

n
detp(dy,...,Ui—1,V,Uit1,...,Up) = detg(dy,..., U—1, E XU, Uitt, - -, Un)
Jj=1
n
= E xjdetg(ul,...,ui_l,uj,ui+1,...,un).
j=1
Lorsque j # 14, le déterminant detg (1, . .., Ui—1,U;, Uit1,- - -, Un) contient deux fois le vecteur ;

et il s’annule. On a alors
detg(ty, ..., Ui—1, U, Uit1y--,Up) = x;detg(Uy, ..., Ui—1, Ui, Wity - -, Un)-

Le systéme d’équations (S) étant de Cramer, le systéme de vecteurs S est une base de E et son

déterminant est non nul : detg(w1, ..., u,) # 0. On obtient ainsi la solution unique de (S) :
detg(@1, ..., Ui—1,7, Uit1,y...,U ,
z; = 280 A ) 1<ign
detp(i,. .., Uy)
EXEMPLES.

1. Systéme de deux équations 4 deux inconnues : soit

) { axr+ by =c (E)

dr+by=c (E)

1. Cramer, Gabriel : mathématicien suisse (Genéve 1704-Bagnols-sur-Céze 1752)
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: . b .
Le systéme (S) est de Cramer si et seulement si Z, b # 0. Dans ce cas, la solution
I a b c b a
s’écrit, en posant A = AL A, = R Ay = i
A,  be—-bl Ay, ad —dc
r= —-—= —— = = = —
A al —ab’ Y=A T av —ab

On retrouve ainsi la solution obtenue par la méthode élémentaire des « multiplicateurs » :

e en multipliant les équations (E) par o’ et (E') par a, puis en les soustrayant, on trouve
(abl — d'b)y = ad — d'c;

e en multipliant les équations (E) par V' et (E) par b, puis en les soustrayant, on trouve
(abl —a'b)x =V'c— bl

2. Systéme de trois équations & trois inconnues : soit

arx+ by+ cz=d
(S) dr+bVy+ dz=4d.
a//x+b//y+c//z: d//

Le systéme (S) est de Cramer si et seulement si | a’ b’ # 0. Dans ce cas, en posant

a/l b/l cl/

a b ¢ d b c a d c a b d
A=\|d V |, Ay=|d V |, Ay=|d d |, A, =|d bV d]|,
a// b// c// d// b// C// a// d// c// a// b// d//

la solution s’écrit

_ A A A
Jf—A, y—A, Z—A.

4.3.3 Théorie de Rouché-Fontené

Dans ce paragraphe, on se place dans le cas ol la matrice A n’est pas inversible. Notons r
son rang. D’apreés le corollaire 2.15 on peut extraire de A une sous-matrice carrée A’ d’ordre r
inversible. Supposons pour simplifier les notations que A" = (a;;)1<i j<r-

— Casr =p < n :lesystéme (S) a plus d’inconnues que d’équations. Ecrivons-le sous la

forme

a1 1+ +apTy = bl —a1pp1 Tpr1 — 0 — A1 Ty
() :

Ap1 X1+ +appTp = bp_app+1mp+1_"' — Qpn Ty

Le systéme (S') (dit principal) est un systéme de Cramer relativement aux inconnues
(dites principales) 1, ..., xp, il admet donc une unique solution (z1,...,x,) s’exprimant
en fonction des autres inconnues (non principales) 41, ..., 2, que l'on peut considérer
comme parameétres. Ainsi, le systéme (S) admet une infinité de solutions dépendant de
n — p parametres.
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— Casr =n < p : le systéme (S) a plus d’équations que d’inconnues. Réécrivons les n

premiéres équations (dites principales) du systéme (S) :

a1+ +aypx, = by
(S")

Ap1 1+ + app Ty, = by

Le systéme (S’) (dit principal) est un systéme de Cramer, il admet donc une unique
solution (x1,...,y). Il reste & voir si cette solution vérifie également les p — n derniéres
équations (non principales) du systéme (S) :

(Ei) AGi1T1 4+ QG an = bi, n+1<i<p.

On a l'alternative suivante :
e ou bien toutes les équations non principales sont vérifiées et le systéme (S) admet une
solution unique. On dit que le systéme (S) est compatible ;
e ou bien 'une des équations non principales n’est pas vérifiée et le systéme (S) n’a pas
de solution. On dit que le systéme (S) est incompatible.
La compatibilité peut bien str se vérifier en remplagant directement la solution (z1, ..., x,)
dans les équations non principales, a condition de ’avoir calculée. Néanmoins, il est pos-
sible d’opérer cette vérification sans détermination de la solution (z1,...,x,). Une carac-
térisation d’'un systéme compatible est la suivante. Le systéme (S) est compatible si et
seulement si les p — n déterminants suivants (appelés bordants) sont nuls :

ailp ... Qip b1
Vie{n+1,...,p}, || - : “l=0.

Apl .. Qpnp bn

a;1 ... Qip bi

En effet, en adjoignant au systéme (S') I'équation (E;), on obtient le systéme

b1

a1 1+ + aQin Tn

(S) :
An1 1+ + Qnn Tn = by
@11+ + QinTn = by

que 'on peut interpréter, en introduisant les vecteurs (d’un K-espace vectoriel de dimension n+ 1 de base
/ —/ —/
B ={e],....e1})
=/ —/ =/
Uy = a11€1 + -+ + an1 €, + Qi1 €nyqq

—/ —/ —/
Uy = A1n €7 “+ .- +ann€n+ainen+1

ainsi que le vecteur
/ —/ ! !
U =biéel+-- +bné, +bichy1,

selon 1’égalité vectorielle
n
1 o
E IL’j’uz‘j =U;.
i=1

Le systéme d’équations (S}) est donc compatible si et seulement si le vecteur ¥ est combinaison linéaire
des vecteurs i1, ..., 1,. Par hypothése, la matrice A du systéme (S) est de rang n ainsi que la matrice
principale A’; cela assure que le systéme de vecteurs {@1,...,u,} est de rang n, et dans ces conditions :

177;1 S vect({ﬁzfl, ey ﬁ[n}) — rang({ﬁi’l, e 712{”7 ’171/}) =N < detB/ (ﬁ,"h ey ’II,L/,,“T};’) = O,

et I’on débouche sur la caractérisation énoncée en termes de bordants.
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— Cas r < min(p,n) : réécrivons les r premiéres équations (dites principales) du systéme

(S) :

a1 x1+-- F a1, T = b1 —a1p41 Trgp1 — - — A1In Tny
(S")

Ar1 X1+ + Qpp Ty = br_a'rr—i—ll"r—&—l_"' — Qrp Tn

Le systéme (S') (dit principal) est un systéme de Cramer relativement aux r inconnues
(dites principales) z1,...,x,, il admet donc une unique solution (z1,...,x,) s’exprimant
en fonction des autres inconnues (non principales) x,41,...,%, que 'on peut considérer
comme paramétres. Il reste & voir si cette solution vérifie également les p — r derniéres
équations (non principales) du systéme (S) :

(E) a1 1+ + Qi Ty = by — Qipgp1 Typ1 — 0 — Qin T

Comme dans le cas précédent, on a l'alternative suivante :
e ou bien toutes les équations non principales sont vérifiées et le systéme (S) admet une
infinité de solutions dépendant de n — r paramétres. Le systéme (S) est compatible ;
e ou bien 'une des équations non principales n’est pas vérifiée et le systéme (S) n’a pas
de solution. Le systéme (S) est incompatible.
De la méme maniére, la compatibilité du systéme (S) peut se tester en calculant des
bordants. Le systéme (S) est compatible si et seulement si les p — r bordants ci-dessous

sont nuls :

ai;y ... Qip b1

Vie{r+1,...,p}, ' : | =0.

arl ... Qpp| by

a;1 ... Qgp bz‘
En effet, introduisons les vecteurs, (d'un K-espace vectoriel de dimension 7+1 de base B’ = {€&1,...,&/11})
pour r+1 <7< p,

ﬁi’l = a11 g{ +-- +arn é;,,l + a1 é‘,ﬁ+1

7 s/ 7
U = A1r €1 + -+ arr €r + air €ri1

et
7 7 7 7
v; = b161 -+ +b7~6,«+bier+1.
Le systéme de vecteurs {@;,,. .., U, } est de rang r et alors la compatibilité du systéme (S')—(E;) se traduit
par
—/ —/ —/ —/ —/
Ty = Qirp1tipg1 — -+ — Qinllin € vect({Usy, - - -, Uir})
1/ - —/ —/ _
<= rang({di1, ., Ui, Uy — Cirp1Uipqr — 0 — Qinllgn}) =7
7 IV _»/ 7
> detp (i1, .-, Ui, Vi — Qirp1Uipr1 —+ — Qinliy) = 0.

Par linéarité par rapport & la derniére variable du déterminant, on a

d —/ —/ —/ —/ —/
etp (uil, vy Uiy Uy — Qipp 1 U g1 — * 00 — ainuin)
—/ —/ —/
= detg (Uj1,..., Ui, U;)
—/ —/ —/ —/ —/ —/
—a;rp1detp (Ti1y . ooy iy Ui py1) — - — aindetpr (U, - -y Uiy, Uin)
—/ —/ —/
= detg (Uj1,..., Ui, ;).

La derniére égalité découle du fait que la matrice A est de rang r et donc que tous les mineurs extraits
de A d’ordre r + 1, ici représentés par detp: (1, . . ., @iy, 4;;), 7 +1 < j < n, sont nuls. En conclusion, la

compatibilité du systéme (S) est équivalente a detp/ (]y, . . ., d;r, ;) = 0 pour r < ¢ < p, comme annonce.
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Résumons l'analyse faite.

Théoréme 4.5 (Théorie de Rouché ?-Fontené?) Soit (S) un systéme de p équations a n
inconnues de rang r. Alors,
— sir=p=mn, (S) est un systéme de Cramer et il admet une solution unique ;
— sir = p < n, le systéme (S) admet une infinité de solutions dépendant de n — p
parametres ;
— sir =n <p, soit le systéme (S) admet une unique solution, soit il n’en admet pas;
— sir < min(p,n), soit le systéme (S) admet une infinité de solutions dépendant de n—r
parametres, soit il n’en admet pas.
Dans les deuz derniers cas, on choisit un systéeme principal de r équations a r inconnues et
lon évalue les p — r bordants du mineur principal choisi. Le systéme (S) est alors compatible
st et seulement si ces p — r bordants sont nuls.

EXEMPLES.
1. Considérons le systéme de trois équations a trois inconnues suivant ot a est un parameétre
réel :
3x+2y—>Hz=1
(S1) r— y+5z=0.
T+ y—3z=a

3 2 =5
La matrice associée & (S;)est Ay =1 -1 5 ; elle est de rang 2. La matrice carrée
1 1 -3
, . , 3 2 . . . , 3 2
d’ordre 2 extraite de Aj : =l 4 ) est inversible puisque det(A4]) = 1 -1 =

—5 # 0. On peut donc choisir z et y pour inconnues principales et les deux premiéres
équations comme équations principales :

3z +2y= 5z+1
rT— y= -5z ’

On a affaire & un systéme de Cramer d’inconnues z,y dont la solution est

5z4+1 2 3 5z+1

—52 —1 +1 1 -5z 4 +1
YT 2 T Ty YT 2 T T

1 -1 1 -1

Enfin, pour voir si le systéme est compatible, on calcule le bordant de A} (développement
par rapport a la troisiéme colonne) :

3 2|1

1 -1 3 2
1 -1/ 0 ‘1 1‘ al _1‘—2—50“
1 1 a

Le systéme (S;) est donc compatible si et seulement si le bordant ci-dessus est nul :
a = 2/5. En conséquence, son ensemble de solutions est {(—z + £,4z + 1,2), z € R}
lorsque a = 2/5 et vide lorsque a # —2/5.

2. Rouché, Eugéne : mathématicien francais (Sommicres 1832-Lunel 1910)
3. Fontené, Georges : mathématicien francais (Rousies 1848— Paris 1923)
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2. Soit le systéme de deux équations a trois inconnues :

22 -3y+ 2z =2
(82) {—x+ y+3z=1

2 =3

1 .
11 3> qui est de rang 2. On peut

Ce systéme est associé a la matrice Ay = (

2 -3
-1 1
On peut donc choisir x et y pour inconnues principales et les deux équations du systéme
sont principales :

extraire de A une matrice carrée d’ordre 2 inversible ; par exemple A, = (

20 -3y = —z+2
-+ y=-3z+1"
Ceci est un systéme de Cramer d’inconnues x,y dont la solution est
’—2—1—2 —3‘ ‘2 —2—1-2‘
-3z+1 1 -1 —-3z+1
T = =10z — 5, Yy = =Tz —4.
2 =3 2 -3
-1 1 -1 1

Il n’y a pas de probléme de compatibilité et le systéme (Sz) admet une infinité de solutions
données par (10z — 5,7z — 4,2), z € R.

3. Soit le systéme de trois équations & deux inconnues de paramétre réel b :

z+2y =1
(S3) rT— y=2.
r—2y=2»
1 2
Ce systéme est associé a la matrice A3 = | 1 —1 | qui est de rang 2. On peut extraire
1 -2

. . . 1 2
de Az une matrice carrée d’ordre 2 inversible; par exemple A = <1 _1>- On peut

donc choisir et y pour inconnues principales et les deux premiéres équations comme
équations principales :

r+2y =1
r— y=2
On a affaire & un systéme de Cramer d’inconnues x,y dont la solution est
1 2 11
2 -1 5 1 2 1
r = —— — it y = = ——,
1 2 3 1 2 3
1 -1 1 -1

Enfin, pour voir si le systéme est compatible, on calcule le bordant de A% (développement
par rapport a la troisiéme colonne) :

1 2 1
1 -1 1 2 1 2

1 -1 2 :‘ ‘—2‘ '+b‘ ‘:7—317.
1 -2 1 -2 1 -1

1 -2 b

Le systéme (S3) est donc compatible si et seulement si le bordant est nul : b = 7/3. En
conséquence, il admet une unique solution (z,y) = (g, —%) lorsque b = 7/3 et n’admet
pas de solution lorsque b # 7/3.
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4.3.4 Meéthode de Gauss

La résolution d’un systéme de Cramer par la méthode des déterminants nécessite une quantité
de calculs absolument faramineuse dés que la taille du systéme est élevée. En effet, le dévelop-
pement d’un déterminant d’ordre n selon sa formule sommatoire demande n! — 1 additions et
(n — 1)n! produits, ce qui fait nn! — 1 opérations pour un seul déterminant. La méthode de
Cramer pour un systéme de n équations & n inconnues fait intervenir n + 1 déterminants et
nécessite (n + 1)(nn! — 1) ~ n(n 4+ 1)! opérations. Pour n = 2,3,4,5, cela fait respectivement
9,68,475,3594 opérations.

nn+1/267

Evaluons ce nombre pour n = 100 par exemple. L’approximation de Stirling n! ~ /27 " permet

d’effectuer cette estimation : avec e 100 = 10710010810 ¢ ~ 1074343 op trouve

100 x 101! ~ 100 x 101 x 100'°%% x 107***3/27 ~ 9,4 x 10'%'.

Un ordinateur fonctionnant & 100 mégaflops (effectuant 108 opérations par seconde) pourrait réaliser 108 x 365 x

86400 ~ 3,1 x 10*® opérations par an. Il faudrait environ 3 x 1046

années pour faire résoudre ce systéme, tout en
sachant que I’Univers a quinze milliard d’années d’age, il faudrait 2 x 10'3¢ fois 1’age de 1'Univers pour obtenir la

solution...

D’ou la nécessité de trouver des méthodes de résolution plus économiques en calculs. On en

présente une ci-dessous : la méthode du pivot (ou d’élimination) de Gauss?.

— Principe de la méthode : la méthode de Gauss raméne la résolution a celle d’un systéme
triangulaire. Son principe est le méme que celui de la méthode des zéros échelonnés et
consiste & faire apparaitre progressivement des coefficients nuls dans chaque équation &
I'aide de combinaisons linéaires judicieuses des équations du systéme (S). Plus précisé-
ment, en supposant par exemple que r < min(p,n), on se raméne & un systéme (S’)

équivalent a (S) de la forme

/ / / / ! / / / / ! / /
aj ¥ +apry+ajgrs+o fap o +ag,z, = by (E1)
! ! / ! ! ! ! ! !/ /

Q99 Ty + g3 Ty + -+ +ag, Ty + -+ +ay, T, = by (E3)

! ! / / ! ! ! /

azg g+ -+ +ag, T+ +ag, T, = by (E3)

o / ro_
arrmr—’—"'—’—arnxn*br T
_ / /

0= r+1 ( r+1)

_ / /
0=20, (Ep)

ou les coefficients aqy, ..., a/, sont tous non nuls et x7,...,x, est une permutation éven-
tuelle des inconnues x1, ..., z,. Le systéme étant de rang r, les p — r équations restantes

ne contiennent plus d’inconnue et constituent de fait des égalités soit vraies soit fausses;
ce sont les conditions de compatibilité. Supposons les égalités (E;,;)-(E;,) satisfaites. Le
systéme est donc compatible. Sa résolution se fait de maniére progressive en exprimant
x, en fonction de z/_,...,x, grace a (E,) :

/ / / o

2! = br T Qppy 1 Tpqp T T QT
= - ,
Qpp

4. Gauss, Carl Friedrich : astronome, mathématicien et physicien allemand (Brunswick 1777-Gdottingen 1855)
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que l'on reporte dans (E,_1), équation de laquelle on tire z/_; :

/ / / / /
/ r—1 " Gp_1pTp — " T Qp_1 Ty
Tp_1 = / ’
Ap_1r-1

et on remonte ainsi de suite jusqu’a (E;) pour en tirer z{ :

! ! / / !
by — aqo®y — +++ — a1, Ty,

/
131 —
!/
a11
. . . / / . / ,
On obtient ainsi 7, ...,z en fonction de ;. 1,..., 2.

— Détails de la méthode : indiquons les étapes de 'algorithme partant du systéme initial

a1 Ti+ai2ra+ - +am Ty = by (E1)
s) ag1 T1 4+ ag T2+ - + agp Ty = by (E2)
Gp1 T1+ Ap2 X2+ + Qpp Tn, = bp (Ep)
e Posons ailj =a;;, bl =b; et (El) = (E;) pour 1 <i<p, 1<j<n
e Supposons ai; # 0. On conserve I'équation (Ei). On remplace les équations (E!),
1
Qa:
2 <i<p,par (E?) = (E}) — a%l (E}) ce qui fournit les coefficients
11
2 | a4
aij - GZ]—%G1],2<1<p72<]<n7
a11
1
b = b~ b, 2<i<p,
11

et le systéme correspondant

ajy @1+ ap v+ +aj, v = bl (Eq)
() a3y xo+ - + a3,z = b3 (E3)
a§2x2+--~ —i—afmxn = bf, (EI%)

Si ah = 0, on permute les équations (E%), cee (EIl)) ou les inconnues x1,...,x, de

fagon que le premier coefficient de la premiére équation soit non nul (et on peut alors
le choisir comme pivot).
e Supposons a3, # 0. On conserve les équations (E?) et (E3). On remplace (EZ), 3 <

i < p, par (EY) = (E?) — a—f (E2) ce qui fournit les coefficients
a

22
3 5 G
a;; = a;;— —5 a3, 3<i<p, 3<j<n,
)
a’
b} = b7 — 23, 3<i<p,
)
puis le systéme
alyz1+alg o +alyzs + - +al, v, = b (Ed)
a§2x2+a§3x3+--- +a§nxn = bé (E3)
(S?) a3z 3+ +az, Ty = by (E3)
3 3 _ 33 3
Up3 T3+ -+ + Apy Tn = by (E;)
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Si a2, = 0, on permute les équations restantes ou les inconnues restantes de fagon a
remplacer a3, par un coefficient non nul (que 1’on peut alors choisir comme pivot).
e Supposons que l'on ait ainsi construit au bout de k étapes le systéme

a%1x1+a%2x2+a%3x3+--- + a%kxk—k--- + a%nxn = b% (E%
aGpwy+ajywst o+ Ay et ag, e = b3 (E3
LR R L (E3
Sk :
o dpaitoo b dba = Y (Ef
k k _ pk k
Gy Tet s Fap e = by (Bgy)
a’;kxk+--~+ a’;nxn: bl; (Elg
L’étape suivante consiste & éliminer le coefficient de z, dans les équations (E;), k+1 <
i < p. Supposons af, # 0. On remplace (EX), k +1 < i < p, par (EFt?) = (E¥) —
k
a’
,ik (EF) dont les coefficients valent
AL,
k
a’”
afft = afi— —Eaf k+1<i<p k+1<j<n,
J J a’ék J
ak
Bt = - R k+1<i<n
Ay,

On reproduit ainsi les étapes précédentes jusqu’a la ¢ équation pour obtenir un systéme
(S*) triangulaire équivalent & (S) :

ai; T1+ajyza tajgzz+ - +aj, z + - +ai, zn = b (Ed)
a5y @2+ g T3+ oo Az, Tt g, T = b (E3)
@33 T3+ @, Tt ag, T = (E3)

gr ; .
() ay. Tp + - +ay, T, = b (EX)
0= 0714 (Efi1)
\ 0=t (Ep)

ot les coefficients af,,...,a;.,. sont tous non nuls.

Coiit de la méthode : le nombre d’opérations effectuées au cours de la résolution d’un

N

systéme de Cramer de n équations & m inconnues par cette méthode est de 'ordre de
2n3 /3 lorsque n est grand. Par exemple pour n = 100, un ordinateur fonctionnant & 100

mégaflops prendra 6,7 ms pour réaliser ce calcul.

En effet, évaluons le nombre exact d’opérations effectuées. Lors du passage de la k° a la (k + 1)° étape, le
calcul des affl en fonction des afj nécessite une division (de a¥, par a’,ﬁk) commune & toute la ¢ équation,
une soustraction et une multiplication pour chaque i, j. De méme pour le calcul des bf“ en fonction des
bk, En faisant varier j de k+1 & n, cela donne pour la i¢ équation 2(n — k) + 1 opérations, puis en faisant
varier ¢ de k + 1 & n, la ke itération demande (n — k)(2(n — k) + 1) opérations. Enfin, en faisant varier k
de 1 & n — 1, le nombre d’opérations utilisées par ’algorithme de transformation du systéme est

n—1 n—1 n—1

2 _ 2 _(n—=Dn@n-1)  (n—1)n _2n* n® n
;[Q(n—k)—l—(n—k)]_Q;k—&-kZ::lk‘— 3 te =g g
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Par ailleurs, la résolution du systéme triangulaire obtenu utilise pour le calcul de zx en fonction de
Tk—1,...,r1 une division, n — k multiplications et n — k soustractions, soit au total

n

Z[Q(n—k)+1]z(n—l)n+(n—1):n2—1,

k=1
3 2 3
2
d’ou le cott final de % + % — % — 1~ % opérations.

EXEMPLE.

Reprenons 'exemple du paragraphe précédent :

3r+2y—5z=1 (Ed)
(1) r— y+5z=0 (Ed)
r+ y—3z=a (EL)

Les combinaisons linéaires des équations (Ei)—(E3) suivantes :

(E3) = (BY) — 3 (B]) et (B3)=(E}) - 3 (ED

conduisent au systéme (S?) équivalent & (S!)

3r+2y— 5z =1 (Ed)
(S?) 5y—20z = 1 (E2)
y— 4z =3a—-1 (E2)

puis la combinaison linéaire des équations (E3) et (E%) suivante :

1

(E3) = (B3) -  (E3)

conduit au systéme triangulaire (S®) équivalent a (S!)

3z4+2y— 5z =1 (ED)
(S?) 5y—20z = 1 (E2)
0 =5a—2 (E3)

La condition de compatibilité est 5a — 2 = 0. Supposons donc que a = 2/5. On tire de (E3)
y = 4z +  puis, en reportant dans (E}), 2 = —z + 1.
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5 Exercices sur les déterminants

Exercice 1 Soit a, b, ¢, d des nombres réels. Calculer les déterminants suivants (on exprimera
leur valeur sous une forme factorisée) :

b d
1 1 1 a—b—c 2a 2a CCL d Z b
b+c c+a a+bdj; 2b b—c—a 2b ; .
b a d c
bc ca ab 2c 2c c—a—>b
d ¢ b a
a —-b —c —d
. b a d —c ‘ . L
Soit A = e -d a bl Calculer YA A puis en déduire det(A).
d c —b a
Exercice 2 Soit a1, as, ..., ay, a et b des nombres réels. Calculer les déterminants
a b b b
a, ap ap ... a
ar as Gy ... Qa9 b a . b
a, ay asg ... as et
b . a b
ay ay a3 ... Qap b b b
Exercice 3 (Déterminant de Vandermonde ®) Soit a1, as, ..., a, des nombres réels.
1. Calculer le déterminant
1 ap a2 ay~t
1 ay a3 ay~!
-1
Dy(ay,as,...,a,) =1 a3 aj ... ay
1 a, a2 ... a'!
Indication : si #; représente la ¢® colonne, alors
det(ﬁl, ﬁg, e ,ﬁn) = det(ﬁl,ﬁQ — anﬁ'l, e ,’lj:i — anﬁi_l, N ,ﬁn — anﬂfn_l),
ce qui fournit une relation de récurrence pour la suite (Dy(a1,a2,...,an))n>1-
Résultat : Dy (a1, az,...,a,) = H (aj — a;).
1<i<j<n
2. Application 1.
(a). En développant D, (a1, as,...,a,) considéré comme un polynéme de la variable a; par

rapport a la j© ligne, calculer le (i,5)¢ cofacteur de ce déterminant. On utilisera les
relations entre coefficients et racines d’un polynoéme.

5. Vandermonde, Alexandre-Théophile : mathématicien frangais (Paris 1735—Paris 1796)
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(b). On suppose les réels aq, ag, ..., a, tous distincts. En déduire la solution du systéme
de Cramer
x1+ To+ -+ Tp = «
ajr1+ asxa+--+  apz, = 0
a%xl—k a%x2+--'+ a%xn =0
a?*i x1 + agff T+ +a" %z, = 0
ad oy tal e+ tal e, = B

3. Application 2.
On désigne par F le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R. On dit qu’un systéme
infini § de vecteurs de F est libre si tout systéme fini extrait de S est libre.

Pour tout a € R, on définit le vecteur e, de E par Vo € R, e,(z) = e*. Montrer que le
systéme infini de vecteurs {e,,a € R} est libre.

Exercice 4 Soit n € N\ {0,1} et {€1,¢€3,...,€éy} une base du R-espace vectoriel R™.

1. Etudier, en fonction du paramétre réel a et de la parité de I'entier n, le rang du systéme
de vecteurs {1, ug, ..., Uy} défini par

Uy = €1 + aé, et Vi€{2,3,...,n}, U = a€;_1 + €.

2. Déterminer, suivant les valeurs des réels by, bs, ..., b, et la parité de n, le nombre de
solutions du systéme linéaire

{%’4- Tig1= b, 1<i<n—1,

1+ xn = by.
3. Application.
Dans le plan réel rapporté a un repeére (O; Z, ;), déterminer
(a). les triangles ayant pour milieux des cotés les trois points A(1,0), B(0,0) et C(0,1);

(b). les quadrilatéres ayant pour milieux des cotés les quatre points A, B, C et D(1,1).
Plus généralement, de quel type doit étre le quadrilatére ABC' D pour qu’il existe des
quadrilatéres ayant ABCD pour milieux des cotés ?
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Chapitre 5

Diagonalisation

1 Position du probléme

L’objectif de ce chapitre et de proposer une méthode de calcul des puissances d’une matrice
carrée. Notons tout d’abord un cas trés simple pour lequel ce calcul est facile : il s’agit du
cas des matrices diagonales. Si D = diag(A1,...,\,), alors pour tout entier positif m, on a
D™ = diag(A", ..., A\"). Considérons maintenant une matrice carrée A € M,,(K) et introduisons
le contexte vectoriel associé : soit FZ un K-espace vectoriel de dimension n, B une base de référence
de E et f € L(F) un endomorphisme dont la matrice relativement a B est Mat(f; B) = A.

Supposons qu’il existe une base B’ = {€7,..., €.} de E relativement a laquelle f admette pour
matrice
A 0 .00
Mat(f:8)=D=| *
0 ... ... A\

Le lien entre les deux matrices A et D est bien connu : A = PDP~! ou P est la matrice de
passage de la base B vers la base B’ (les matrices A et D sont semblables). Si une telle base B’
existe, on a nécessairement

Vi e {17' * '7n}7 f(é;/) = Alé’ll'

Ceci s'écrit (f — Nidg)(€]) = 0 ou encore &/ € Ker(f — \;idg) ; les noyaux Ker(f — \;idg) ne sont
donc pas réduits au vecteur nul et 'endomorphisme f — \;idg n’est pas injectif. On dit que les
Ai sont des valeurs propres de f et les € des vecteurs propres associés aux \;. En conséquence,
pour qu’il existe une base de E relativement & laquelle la matrice de f soit diagonale, il faut
pouvoir construire une base constituée de vecteurs propres de f. Une telle base ainsi construite,
il devient facile de calculer la puissance m® de ’endomorphisme f définie par f™ = fo..-o f :
—

m fois
AP0 L. 0
Mat(fm8) = pm = | 0 M .
0 o am
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puis celle de A :
A™ = Mat(f™; B) = PD™ P!

Ce chapitre fournit des conditions nécessaires et suffisantes pour que cette opération puisse étre
réalisable.

2 Valeurs propres, vecteurs propres

Soit E un K-espace vectoriel et f € L(E) un endomorphisme de E.

Définition 2.1 1. — Un scalaire X € K est une valeur propre de f lorsque l’endomor-
phisme f — Aidg n’est pas injectif, soit encore

37 € E\ {0}, f(@) = M.
— Si E est de dimension finie n,
A est une valeur propre de f <= det(f — Aidg) = 0.

La fonction Ay : K — K est une fonction polynomiale sur K de
A — det(f — Nidg)
degré n dont les racines sont les valeurs propres de f. Elle est appelée polynéme
caractéristique de f.
— L’ensemble des valeurs propres est appelé spectre de f.

2. Soit A\ une valeur propre de f.
— Un vecteur non nul @ € E\{0} est un vecteur propre associé a \ lorsque f (@) = \i.
— L’ensemble des vecteurs propres associés a A est appelé sous-espace propre associé
a A, c’est le sous-espace vectoriel Ey = Ker(f — A\idg).

En dimension finie, si A est la matrice de f relativement & une base de E, on parle indifféremment
des valeurs propres et des polynomes caractéristiques de f ou de A. La définition matricielle est
cohérente puisque si B est la matrice de f relativement & une autre base de FE, les matrices A et
B sont semblables : il existe une matrice de passage P telle que A = PBP~! et dans ce cas,

Ax(N) = det(A — \I,) = det(PBP~! — APP™') = det(P(B — A\I,)P™!)
= det(P) x det(B — M) x det(P)~" = det(B — M,,) = Ag()\).

Ainsi, A et B ont méme polyndme caractéristique et les définitions matricielles ne dépendent pas
du choix de la base de référence.

Enoncgons quelques propriétés sur les valeurs propres et sous-espaces propres.

Théoréme 2.2 Soit A1,..., \; des valeurs propres distinctes de f dans K. La somme des
sous-espaces propres associés est directe :

E>\1+"'+E>\k:E>\1@"'@E>\k'
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DEMONSTRATION.

Soit i € Ky, + --- + E),. Le vecteur & admet une décomposition @ = w + --- + U avec
(U1,...,U) € Ex, x --- x Ey,. Montrons que cette décomposition est unique. Appliquons f
plusieurs fois de suite a cette décomposition. Puisque f(u1) = A\, ..., f(dx) = A\, cela
conduit au systéme d’équations vectorielles, en rappelant la notation fé = fo---o f,

——

1 fois
U = U+ + U
fl@) = XN+ + AUy
) = N+ + A
PN = AT e T
1 ... 1
Al o A
2 2
La matrice de ce systéme est Mo A , c’est une matrice de Vandermonde dont le
k-1 k-1
AT A
déterminant est donné par
1 ... 1
Al oo A
2 2
)‘1 /\k = H ()\j_/\i)-
: : 1<i<j<k
k—1 k—1
AT A
Il est non nul puisque les valeurs propres A, ..., A\x sont supposées distinctes. Le systéme précé-
dent est donc un systéme de Cramer et admet une solution unique pour le k-uplet (@, .. ., u). Les
vecteurs iy, ..., sont d’ailleurs des combinaisons linéaires des vecteurs i, f(i),..., f*~1(i).
Ainsi, la somme E), + --- 4 E), est directe. O

Les valeurs propres sont les racines du polynoéme caractéristique de f. Ces racines peuvent
étre multiples. On appelle multiplicité d’une valeur propre sa multiplicité dans le polynome
caractéristique.

Théoréme 2.3 Soit \; une valeur propre de f de multiplicité n;. On a 1 < dim(Ey,) < n;.

DEMONSTRATION.

Notons m; la dimension de E),. Soit F' un sous-espace vectoriel supplémentaire de E), dans
E : F = FE), ® F. Introduisons des bases By, de F), et Br de F'; la réunion B = B), U B est
une base de E relativement a laquelle la matrice de 'endomorphisme f a la forme

f(Bx)  f(Br)
( Mo, | A ) 5,
On—mi,mi B BF
avec A € Moy, (n—m,)(K) et B € M, (K). On déduit, en développant le déterminant de cette
matrice successivement par rapport & ses premiéres colonnes, que le polynéme caractéristique de
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f peut se factoriser selon

Ai — A 0 0
0 Ai — A 0 4
0 0 ... A=A ,
Ar(A) = 0 . 0 =\ =A)™Ap(N)
0 0 0

ou Ap est le polynome caractéristique (de degré n — m;) de la matrice B. Cette factorisation
prouve que la multiplicité de la racine \; est au moins m;. Par hypothése, celle-1a est égale a n;
et donc m; < n;. O

3 Diagonalisation

On suppose dorénavant que E est un K-espace vectoriel de dimension finie n.

Définition 3.1 1. L’endomorphisme f de E est diagonalisable lorsqu’il existe une base
de E relativement a laquelle la matrice de f est diagonale, ou encore de maniére équi-
valente, lorsque que E admet une base formée de vecteurs propres de f.

2. La matrice carrée A est diagonalisable lorsqu’elle est semblable a une matrice diagonale.

Théoréme 3.2 L’endomorphisme f de E est diagonalisable si et seulement si ses sous-
espaces propres sont supplémentaires dans E, i.e., si A\1,..., . sont les valeurs propres dis-
tinctes de f dans K,

E=FE, ® - -®LE),.

DEMONSTRATION.

1. Supposons f diagonalisable. Soit B’ une base de E constituée de vecteurs propres de f.
En rassemblant dans B’ les vecteurs propres de f associés a la valeur propre \;, ceux
associés a la valeur propre Ag, etc., on obtient une partition de B’ en Ly, U---U Ly,
les £y, étant formés de vecteurs propres associés a \;. Pour chaque i € {1,...,k}, Ly,
est un systéme libre de vecteurs de E), (puisque contenu dans une base), il engendre un
sous-espace vectoriel F), de E),. La relation B = £, U---U L), entraine

E:F)\l EB--'@F)\k CE)\l —i—-"—l-E)\k.
D’autre part, on sait que la somme Ey, +--- + E), est directe (théoréme 2.2), d’ou
E:E)\l@-“@E)\k.

On en déduit d’ailleurs que F)\, = Ej, et que L, est en fait une base de E), pour chaque 1.
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2. Supposons réciproquement que E = FE), @ --- @® E), . Notons m; la dimension de E},
pour tout i € {1,...,k}. Soit By,,..., By, des bases respectives de Ej,,...,E),, puis
B = By, U---UDB,,. Le systéme de vecteurs B’ est une base de E et la matrice de f
relativement a B’ est

f(Bz\l) f(B)\z) s f(B)\k)
M, | O %) B,
O )\QImQ O B/\Q

ol chaque bloc diagonal est une matrice carrée d’ordre m; diagonale :

Ai ... O
0 ... N
La matrice Mat(f; B') est diagonale et ’endomorphisme f est alors diagonalisable. O

De ce théoréme, on déduit une condition nécessaire et suffisante importante en pratique pour
qu’un endomorphisme soit diagonalisable.

Corollaire 3.3 L’endomorphisme f de E est diagonalisable si et seulement si son polynome
caractéristique admet toutes ses racines dans K et, si \i,..., A\ sont les valeurs propres dis-
tinctes de f de multiplicités respectives nq,...,ng, Vi € {1,...,k}, dim(E),) = n;.

REMARQUE.

La condition dim(E),) = n; peut encore s’écrire rang(f — A\;idg) = n—n,. Cette derniére peut
se vérifier a ’aide de la méthode des zéros échelonnés et évite la recherche de la détermination
explicite du sous-espace propre Ey;.

DEMONSTRATION.

Notons tout d’abord que nq + -+ 4+ nr = n puisque le polynéme caractéristique de f se
k

factorise selon Af(\) = 1_[(/\Z —A)". On a
i=1

E=E\ & ---®FE), <= dm(E))+ --+dim(E),)=n=n1+ --+n
< [n —dim(Ey)] + -+ [ng — dim(Ey, )] = 0.

D’aprés le théoréeme 2.3, les nombres n; —dim(E}y,), 1 < ¢ < k, sont positifs ou nuls. Leur somme
est donc nulle si et seulement si ils sont tous nuls, soit :

E:EAI@"'EBE)% <:>V’L'€{1,...,k‘}, dim(E)\i):ni,

ce qui permet de conclure grace au théoréme 3.2. O
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EXEMPLE.

2 0 0
Soit A= -3 —1 3 | et f I'endomorphisme de E = K? dont A est la matrice relative-
3 3 -1
ment & la base canonique B de E : A = Mat(f; B).
— Recherche des valeurs propres : le polynéme caractéristique de A est donné par

2-X 0 0
AsN=| =3 —1-x 3 [=(2-))x
3 3 —1-A

—1-A 3 9
3 1o =(2=XN)(—4-\).
La matrice A admet donc la valeur propre simple —4 et la valeur propre double 2.
— Recherche des sous-espaces propres :
e pour la valeur propre —4, on a

6 0
A+ 413 =Mat(f +4idg; B) = | -3 3
3 3

w w o

Le sous-espace propre associé est le noyau Ker(f + 4idg) caractérisé par le systéme
d’équations
6x =0
—3z4+3y+32=0
3z+3y+32=0

ou encore x = 0 et y + 2z = 0. Ainsi
E_; =vect{(0,1,-1)};

e pour la valeur propre 2, on a

0 0 O
A—2I3=Mat(f —2idg; B)=| -3 -3 3
3 3 =3

Cette matrice est clairement de rang 1 qui coincide avec 3 — 2, ce qui montre que
la matrice A est diagonalisable en vertu de la remarque suivant le corollaire 3.3. Le
sous-espace propre associé est Ker(f — 2idg) caractérisé par le systéme d’équations
{ —3x—-3y+32=0

Sr+3y—32=0 ou encore x +y — z = 0. Ainsi, 5 est le plan vectoriel

Ey = vect{(1,0,1),(0,1,1)},

et I'on vérifie de nouveau que la matrice A est diagonalisable puisque dim(Es) coincide
avec la multiplicité de la valeur propre 2.
— Diagonalisation : on obtient une base de E formée de vecteurs propres de A en réunissant
une base de E_4 et une base de Fy : B’ = {(0,1,-1),(1,0,1),(0,1,1)}. On pose alors

—4

1 0 00
P=Pg g = 0 1 et D=Mat(f;B)=] 0 2 0
-1 1 1 0 0 2

et 'on a A= PDP~!. On veillera a bien respecter le méme ordre dans lequel sont écrits
les valeurs propres dans D et les vecteurs propres dans P.
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CAS PARTICULIERS.

1. Si les valeurs propres de f sont simples, leur multiplicité vaut 1 et coincide avec la di-
mension de leur sous-espace propre associé (qui est une droite vectorielle dans ce cas).
L’endomorphisme f est diagonalisable. Si A1,...,\, sont ses valeurs propres distinctes,
la matrice de f dans une base de vecteurs propres est la matrice diagonale

Alo... 0
0 ... A\
2. Si dim(E) = 2, 'endomorphisme f a une matrice relativement a une base de E de la

forme A = (a “). Son polynome caractéristique est donné par Aa(A\) = A2 — (a + d)\

b d

+(ad — be), soit encore, indépendamment des coefficients de la matrice,

As(N) = A2 — tr(A)\ + det(A).

— Si A admet deux valeurs propres distinctes A, u dans K, elle est diagonalisable et

semblable & la matrice diagonale i

— Si A est une matrice réelle (a,b,c,d € R) admettant deux valeurs propres complexes
non réelles, celles-ci sont nécessairement conjuguées. Notons-les A + ip et A — iu avec
. (A +ip 0
AeRpuelR etposonsD-( 0 A—ip
base de vecteurs propres a coordonnées complexes conjuguées : (a + i,y + id) et
(. — i,y —id) o a, B,7,0 € R vérifient ad — v # 0 conduisant a une matrice de
a+if a—if
yH+id oy —id
de A sur C suivante : A = PDP~!. En décomposant P et P~! selon

(o B 1 1 1 1 1 —i o —p
P50 L)« im0 ()
on trouve la factorisation
a=f(@ ) (0 I (M 0 Y[ ()8
v 4 i =i 0 A—ip 2(ad — py) \1 i -y«
B 1 a B " 1 1 A+ip 0 1 —i " 6 —p
2(s—py)\y 9 i —i 0 A—ip)\1 i -«
B 1 a f Ao 6 =B
Cad—py\y )\ A\ a )’
On débouche ainsi sur la décomposition réelle de A suivante :

A=PDP ! avec ]5:<a B) et ]_T):<)\ ’u).
v 9 - A

>. On peut également trouver une

passage de la forme P = < ) On obtient dés lors la diagonalisation

Les matrices P et D sont réelles, P représente la matrice de passage de la base initiale
vers la base de vecteurs a coordonnées réelles (a,7) et (3,6), D représente dans une
base orthonormée la matrice d’'une similitude plane directe i.e. la composée d’une
homothétie vectorielle par une rotation vectorielle.
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— Si A admet une valeur propre double A dans K, elle est diagonalisable uniquement
lorsque A = Ay, c’est-a-dire lorsque f est une homothétie vectorielle. En effet, si

0 .

0 )\> = A et il
existe une matrice de passage P telle que A = P(AL)P~! = AI5. Si f n’est pas une

A est diagonalisable, elle est semblable a la matrice diagonale <

0 A
effet, on peut choisir une base {, v} relativement a laquelle f admette T" pour matrice ;
elle est telle que f(@) = A\ et f(¥) = @ + AU. Ainsi, @ € E) et ¥ € (f — Aidg) ().
On dit que ¥ est un vecteur spectral.

homothétie vectorielle, A est semblable a la matrice triangulaire T = (A 1 ) En

3. De maniére plus générale, lorsque dim(E) = n, on peut écrire
Ax(N) = (=A)" 4+ tr(A) (=Nt 4+ - - 4 det(A).

Notons au passage que, d’aprés les relations entre coefficients et racines d’un polynoéme,
si A admet toutes ses valeurs propres Ap, ..., A, (éventuellement confondues) dans K,

n

mw:iMa;mm:HM
=1

i=1

Signalons également que A est non inversible si et seulement si elle admet la valeur propre
nulle, et que le rang de A est égal au nombre de valeurs propres non nulles (répétées avec
leur ordre de multiplicité) a condition qu’elles soient toutes dans K.

4. Pour les matrices symétriques réelles, on dispose d’un résultat particuliérement intéres-
sant. On se place dans un R-espace vectoriel E de dimension finie muni d’un produit
scalaire (on parle d’espace vectoriel euclidien ).

Définition 3.4 Soit P € M,,(K). La matrice P est orthogonale lorsque P x'P ='Px P = I,,
ce qui est équivalent o ‘P = P71,

n
SiB = {€1,...,€n} est une base orthonormée de E et P = Mat({é7,...,¢,}; B) ou €] = Z i€,
i=1

1<j<n,ona

k
px P = L = (—’/ AT
X = AkiQy = ei-ej)lgz,gg'm
k=1

1<i,g<n

et alors la matrice P est orthogonale si et seulement si (€] -5;)1@',3‘@ = I, ou encore
.. Y .. . —/
Vi,j€{l,...,n}, e;.€; =0sii#j et [é&] =1

Les relations ci-dessus expriment que le systéme de vecteurs {€],...,€,} est une base orthonor-
mée de E (cf. chapitre 6). On a ainsi prouvé le résultat suivant.

Proposition 3.5 Soit B une base orthonormée de E, B’ une base de E et P = Pg_p la
matrice de passage de la base B vers la base B'. La matrice P est orthogonale si et seulement
si la base B' est orthonormée.

1. Euclide : mathématicien grec du III®siécle av. J.-C.
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La relation P~! = 'P gécrit également Py _,3 = ‘Pp_.p, cette derniére égalité exprime que
le tableau (aij)i<ij<n, non seulement lu verticalement fournit les coordonnées des vecteurs
de B’ en fonction de ceux de B (comme d’habitude), mais lu aussi horizontalement fournit
les coordonnées des vecteurs de B en fonction de ceux de B’. Enoncons enfin le résultat fort
important concernant les matrices symétriques réelles.

Théoréme 3.6 Soit A une matrice symétrique réelle. Alors, toutes les valeurs propres de A
sont réelles et les sous-espaces propres associés sont deuxr & deuxr orthogonauz. En d’autres
termes, E admet une base orthonormée constituée de vecteurs propres de A, ou encore la
matrice A est diagonalisable via une matrice de passage orthogonale.

EXEMPLE.

Considérons la matrice symétrique réelle A =

— Recherche des valeurs propres : évaluons le polynéme caractéristique de A. Dans les calculs
qui suivent, le deuxiéme déterminant se déduit du premier en remplagant la premiére
colonne par la somme des trois colonnes, et le troisiéme se déduit du second en retranchant
la premiére ligne aux deuxiéme et troisiéme lignes :

3-x 1 1 5—X 1 1
AyN=| 1 3=X 1 |=|56-X3-Xx 1
1 1 3-) 5—-A 13-
5-X 1 1
= 0 2—=X 0 |[=6G-N2-))~%
0 0 2-2)

On voit donc que la matrice A admet la valeur propre simple 5 et la valeur propre double
2 ; toutes ses valeurs propres sont réelles.
— Recherche des sous-espaces propres :
e pour la valeur propre 5, on a

A-53=( 1 -2 1

Le sous-espace propre associé est caractérisé par le systéme d’équations

—2z+ y+ z2=0
z—2y+ z=0
z+ y—2z2=0

ou encore x = y = z, c’est la droite vectorielle
E5 = vect{(1,1,1)};

e pour la valeur propre 2, on a

A— 2@ =

—_ = =
—_ =
—_ = =
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Le sous-espace propre associé est caractérisé par I’équation x +y+ 2z = 0, c’est le plan
vectoriel

By = vect{(1,~1,0), (0,1, —1)}.

La dimension de E5 coincide avec la multiplicité de la valeur propre 2 et ceci montre
bien que A est diagonalisable.

— Diagonalisation : on constate effectivement que les sous-espaces propres E5 et Es sont
orthogonaux. On peut donc choisir une base orthonormée formée de vecteurs propres, que
I'on va construire & partir de la base de vecteurs propres {(1,1,1),(1,—-1,0),(0,1,—1)}.
Cherchons un vecteur (z,y, z) du plan vectoriel Fy orthogonal au vecteur propre (1, —1,0) :

T —y =0 =z

z+y+2z=0

Par exemple, (1,1, —2) est un vecteur orthogonal a (1, —1,0) appartenant a Es. Les trois

vecteurs (1,1,1),(1,—1,0), (1,1, —2) sont donc des vecteurs propres deux a deux orthogo-

naux. Pour en déduire une base orthonormeée, il suffit de les normer. La norme (1,1, 1) est

V3, celle de (1,—1,0) est v/2 et celle de (1,1, —2) est v/6; il suffit alors de les multiplier

respectivement par 1/v/3, 1/v/2 et 1/v/6. Cela donne la matrice de passage orthogonale

qui se simplifie selon { y

il vérifie le systéme d’équations )
il véri ystém qu 1n{ Y~ oy

11 1

V3 V2 V6

p_| L 1

R V2 V6
1 0 _2
V3 V6

et la décomposition recherchée de A est donc
5 0 0
A=PD'"P avec D=0 2 0] et P! ='P.
0 0 2

COMPLEMENTS

On suppose jusqu’a la fin de ce paragraphe que K = C.
1. Trigonalisation, réduction de Jordan
Lorsque ’endomorphisme f n’est pas diagonalisable, il est toutefois possible de trouver une base relative-
ment & laquelle la matrice de f est triangulaire. On dit que ’endomorphisme f est trigonalisable. Notons
A1, ..., Ak les valeurs propres complexes distinctes de f et ni,...,n leurs multiplicités respectives. La
théorie de Jordan? stipule qu'il existe une base de E relativement & laquelle la matrice de f est

Iai,m 0] (0]
0] Iag,no
T =
0] coo | Iagng

ou les blocs diagonaux sont donnés par des matrices de Jordan :

i €in 0 0
0 >\i 67;72
Iaing = 0 € M, (K),
Ai Eimn;—1
0 0 i

2. Jordan, Camille : mathématicien frangais (Lyon 1838-Paris 1922)
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les €;,5, 1 < j < m; — 1, valant 0 ou 1. De maniére plus précise, en posant m; = dim(E},),

JV1 o ... o0
0 J(?)

Inim; = A
o DA

ot les J g ) sont des matrices de Jordan élémentaires de la forme

A1 0 0
0 X 1

0

Ao 1

0 0 N

On peut écrire la matrice triangulaire 7' comme étant la somme d’une matrice diagonale D et d’une
matrice triangulaire N n’ayant que des zéros sur la diagonale (décomposition de Dunford®) : T = D + N

avec
Alp, (0] 0] N, ny O O
O AQIWQ O N)\Q,’VLQ
D= et N =
0] Aelny, O v | Naging
ol
0 &i,1 0
Najmi = Jrgms — NI = | = 7 € M. (K).
: - Eimny—1
0 0

Globalement, N est de la forme

0 E1 0
N=|" o ' € M, (K)
. En—1
0o ... ... 0
ol les €1,...,&, valent 0 ou 1. Les matrices Ny, n, sont nilpotentes : N;;i,ni = On,, et il en est de méme
pour la matrice N : en posant m = max(ni,...,ng), on a N™ = O,. De plus, les matrices D et N
commutent, cette information est cruciale pour pouvoir calculer les puissances de T' a ’aide de la formule
du binéme.
EXEMPLES.
2 1 =2
(a). Considérons la matrice A = | 15 6 —11 |. Introduisons le R-espace vectoriel E = R3 rapporté
14 6 -11

a sa base canonique B et f € L(E) 'endomorphisme dont la matrice relativement & B est A : A =
Mat(f; B). Calculons le polyndme caractéristique de A. On a indiqué & chaque étape les opérations

3. Dunford, Nelson : mathématicien américain (Saint-Louis 1906-Sarasota 1986)
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effectuées sur les lignes ou colonnes :

2—A 1 —2 (LzﬁliszS) 22 1 9
As(N) =] 15 6-x —11 4 A N
o6 —ll=A 14 6 —11—2X
2oty (développement par
C§%Ci§+02)l 2 I A 1+ 28\ — )\2 —01 ra(;porlt TE 2e iignc) ) ' Lioao )\2 » ‘
14 64+ 14X  —5— )\ 6+14\  —5— )\
C C1—2C5) (factorisation
(22 oo 1 | Y pylrr
h 164160 54\ - 16 5+ A
(e} C1—4C3%) (factorisation
17ermae2 par 14X)
= “l=a L 11
3 (1+>\)‘7474)\ 5H’ SN2, 5H‘
= —(1+ )%

La matrice A admet la valeur propre triple —1. Il est clair qu’elle n’est pas diagonalisable sinon elle
serait semblable & —I3 et serait donc égale a —I3 ce qui n’est pas le cas. Déterminons le sous-espace

3 1 =2
propre associé & —1. Ona A+Is = | 15 7 —11 | et E_; est caractérisé par le systéme ci-dessous :
14 6 -—10
3x+ y— 22=0
. 3r+ y= 2z o
152+ 7y—11z2=0 <:>{ 153+ Ty = 112 = r=y=2z/2.

14z 4+ 6y —10z2= 0

Le sous-espace propre E_; est donc la droite vectorielle engendrée par (1,1,2). La théorie de Jordan

-1 1 0
nous enseigne que la matrice A est semblable soit a la matrice 0 -1 0 soit & la matrice
0 0 -1
-1 1 0 -1 1 0 -1 0 0
0o -1 1 (notonsque | 0 —1 O | estsemblablea | 0 -1 1 comme cela se
0 0o -1 0 0 -1 0 0 -1

voit aisément par échanges de lignes et de colonnes). La premiére matrice conduit & un sous-espace
propre de dimension 2, elle est par conséquent & exclure. Recherchons donc une base B’ = {u, v, w}

-1 1 0
de FE relativement a laquelle f admette pour matrice T = 0 —1 1 |. Les vecteurs i, v, w
0 0o -1
vérifient nécessairement les équations
fla) = —u
f@W) = —v+4 .
fW) = —w+7
La premiére équation signifie que & € E_;. Prenons par exemple @ = (1, 1,2). Cherchons ¥ = (z,y, z)
tel que f(¥) = —v' + 4. Cela conduit au systéme
3x+ y— 2z=1 m:i—i—l
Br+Ty—1lz=1 2 .
14z + 6y — 10z = 2 y=35-2
Par exemple, ¥ = (1, —2,0) convient. Cherchons enfin @ = (z, y, 2) tel que f(W) = —wW+ 7. On a cette
fois le systéme
3r+ y— 2z2=1 x:z+3
15z +Ty—1lz= —2 < L2
1l4x + 6y —102= 0 Y= 5

qui fournit par exemple @ = (2,—3,1). Il reste a vérifier que le systéme de vecteurs {@, ¥, W} est
une base de E. Il suffit de voir qu’il est libre. On peut le vérifier soit directement & partir des
expressions numeériques des vecteurs i, ¥, W, soit & partir des équations satisfaites par i, ¥, W. Adoptons
la deuxiéme approche qui a le mérite de pouvoir se généraliser le cas échéant. Soit «, 3,7 € R tels que

il + BT + v = 0.
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Appliquons (f +idg) a cette égalité. Puisque (f +idg)(@) = 0, (f +idg)(?) = @, (f +idp) (@) = 7,
on trouve

BT 4 yiw = 0.
Appliquons une deuxiéme fois (f +idg) : cela donne v = 6, d’ot1 l'on tire v = 0, puis successivement
B =0et a=0.Le systétme B’ = {@, ¥, W} est donc une base de E et la matrice de passage de B vers
B’ est donnée par

1 1 2
P=|1 -2 -3
2 0 1
On a ainsi obtenu la factorisation
1 1 2 -1 1 0 2 1 -1
A=PTP' avec P=|1 -2 3|, T=(0 -1 1|, P'=7 3 -5
2 0 1 0 0 -1 -4 -2 3
-5 -2 3
. Considérons la matrice A = 8 3 —6 ]. Son polyndéme caractéristique s’évalue comme suit :
0 0 -1
—5—-A —2 3 (C1—=C1-2C2) | —1 — X\ —2 3
AsN)=| 8 3-) -6 = 242\ 3-X  —6
0 0 —1-A 0 0 —1-A
(factorisation par X + 1 —1 -2 3 rgi;épv:rlé)[;pleam;en:ig:;) 1 9
= A+1)| 2 3-Xx -6 = A+ 3_/\‘
0 0 —1-A
= —(A+1)%.

On voit que A admet la valeur propre triple —1 et comme dans le cas précédent, A n’est pas diago-
nalisable. Le sous-espace propre E_; est caractérisé par

—4x —2y+32=0

<~ 4 2y — 3z = 2z.

{ 8z +4y —62=0 T2y —32=2z

Le sous-espace propre E_; est donc le plan vectoriel engendré par les vecteurs (3,0,4) et (1,—2,0).

D’aprés la discussion faite dans le cas précédent, il ressort que cette fois A est semblable & la matrice

-1 0 0
T = 0 —1 1 |. Cherchons donc une base {#, ¥, w} de F relativement a laquelle f admette
0 0o -1
T pour matrice. Les vecteurs @, ¥, W vérifient le systéme
fla) = —u
f(@) = —v

f(@) = —w+ v
11 apparait clairement que %, ¥ € F_1. Choisissons par exemple @ = (3,0,4) et ¥ = (1,—2,0) (en fait
ce choix n’est pas complétement arbitraire), puis cherchons W = (z,y, z) tel que f(W) = —w + ¥. On
tombe sur le systéme

—4xr—2y+3z=1
8r+4y —62= -2 <= 4dr+2y—3z=-1.
0=0
Signalons que la derniére équation du systéme ci-dessus (0 = 0) limite larbitraire du choix du vecteur
U'; sa troisiéme coordonnée devait étre nécessairement nulle. Maintenant, on choisit @ = (0,1,1). On
peut démontrer par une méthode similaire & celle précédemment utilisée que le systéme de vecteurs
{u, ¥, W} est une base de E. Une autre technique consiste a remarquer que, puisque @ € E_1,
f(@) = =0 + 7 <= (f +idp)(@) = T = (f +idp)* (@) = 0 = @ € Ker(f + idg)*>.

2

-4 -2 3
Ici, (A4 I3)? = 8 4 -6 = O3 et donc Ker(f +idg)? = E. Ceci améne & choisir @ €
0 0 0

Ker(f +idg)? \ Ker(f +idg), par exemple @ = (0,1, 1), puis poser 7 = (f + idg) (@) = (1, —2,0), et
I'on trouve une base convenable. D’ot la décomposition

3 1 0 -1 0 0 (2 1 -1
A=PTP™" avec P=[0 -2 1|, T=(0 -1 1 |,P'= (-4 -3 3
4 0 1 0 0 -1 -8 —4 6
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2. Théoréme de Cayley-Hamilton

Si P est un polynéme défini par P(\) = Zai)\i, on peut étendre la définition de ce polyndéme aux
i=0

matrices carrées M en posant P(M) = Z aiM’.
i=0

Théoréme 3.7 (Théoréme de Cayley *-Hamilton ®) Pour toute matrice carrée A, on a Aa(A)=0.

DEMONSTRATION.
k k

Utilisons la forme factorisée du polynome A4 : Ag(N) = H()\L —A)". OnaAs(A) = H()‘i[" — A)™,
i=1 i=1

Invoquant la décomposition de Jordan précédente, on trouve

N, ny O [0)
0] Ny n +()\2 —)q)]n .
A I, = 2,n2 2 7
0] NAkﬂlk +(Ak*)\1)1nk
et donc, puisque Ny, =0,
On, (0] (0]
(0] (N)\ n + (AQ - )\I)In )nl
(A _ Alln)nl — 2,M2 2
O (N)\k,nk + Ak —Al)lnk)nl
De méme,
(Nag,ng + (A1 = A2) 1, )2 0] e O
(0] On,
(A= XaIp)™ =
O (Nkkank +()\k _)\2)[7%)”2
et ainsi de suite jusqu’a
(N/\177L1 + (>\1 - )\k)Inl)nk O - O
" o (N>\2,’ﬂ2 + (>\2 - Ak)['ng)nk
(A= Xplp)"™ =
O e e On,,

Finalement, effectuer le produit (A — A1) X (A — X2l)™2 X -+ X (A — ApIn)™" revient a effectuer k
produits de blocs diagonaux, chacun de ces produits contenant un bloc nul : tous ces produits sont nuls.
D’ou

Aa(A) = (“D"(A=MIL)" X (A= Xalp)™ X -« X (A= Xen)™ = On. ad

APPLICATION : EXPRESSION POLYNOMIALE DE L'INVERSE D’UNE MATRICE

En utilisant la forme développée de A 4, on trouve la relation

As(A) = anA" + an 1 A"+ +aol, = On

4. Cayley, Arthur : mathématicien anglais (Richmond 1821-Cambridge 1895)
5. Hamilton, sir William Rowan : astronome et mathématicien irlandais (Dublin 1805-Dublin 1865)
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avec
an = (—1)", an_1 = (=1)"""tr(A),- -, a0 = det(A).

Supposons la matrice A inversible; on a donc det(A) # 0. La relation précédente fournit une expression

polynomiale de A™!. En effet, en écrivant

A x [anAnf1 tan AV arl,]) = —det(A)I,,
on tire

1

,1_7
AT = det(A)

[anAn71 + an—lAn72 + -+ aljn]~

REMARQUE.

En identifiant les formes factorisée et développée de A4, on voit que le coefficient a; est 'opposé de la
somme des produits des valeurs propres de A prises (n — 1) & (n — 1), soit encore le produit de toutes
les valeurs propres multiplié par la somme des inverses des valeurs propres. Or cette derniére n’est autre
que la trace de T~'. Comme A est semblable & T, A™! est semblable & 77! et tr(T™') = tr(A™'). En
conséquence, a; = — det(A)tr(A™1).

UN EXEMPLE DE MATRICE NILPOTENTE

Une matrice carrée A d’ordre n est nilpotente lorsqu’il existe un entier m € N* tel que A™ = O,. Un

endomorphisme f associé & une matrice nilpotente est dit nilpotent ; il vérifie de méme f™ = 0 pour un

certain entier m. Soit A € M,,(C) une matrice nilpotente et f un endomorphisme (nilpotent) de E dont

A est la matrice relativement a une base de E.

— Soit A une valeur propre de f. Il existe un vecteur @ € E \ {6} tel que f(#) = Au. En appliquant
(m — 1) fois f a cette égalité, on trouve la relation 0 = f™ (@) = \™@ de laquelle on tire A = 0. On
en déduit que 0 est la seule valeur propre de A et qu’elle est donc de multiplicité n. La matrice A
est diagonalisable uniquement dans le cas ol elle est nulle. Le polynéme caractéristique de A s’écrit
simplement A 4(A\) = (=\)" et le théoréme de Cayley-Hamilton assure alors que A" = O,,. Le plus
petit entier m € N* tel que A™ = O,, est I'indice de nilpotence de A, on voit qu’il est nécessairement
inférieur ou égal a 'ordre n de la matrice A.

— Supposons la matrice A d’indice de nilpotence exactement n; on a donc A" = O,, et A"~ ! #£ O,,, ou
encore f™ =0 et f"7' # 0. On va construire une base de E relativement a laquelle la matrice de f
est trés simple. Dans ce but, choisissons un vecteur @, € E \ Ker(f"il)7 puis posons successivement

ﬁn—l = f(ﬁ")7

ﬁn72 = f(ﬁnfl) (ﬁn)7

= f2
Uy = [f(lin-2)= f*(Tn-1) = f>(tn),

B = [(@) = fs) = () = = [ (@),

Notons que f(i1) = f™ (i) = 0 et que, ayant choisi @, € E \ Ker(f" '), on a @ = f""*(i@n) # 0.
Cette remarque permet de voir que le systéme de vecteurs B’ = {@1,...,4,} est une base de FE. En
effet, il contient n vecteurs et il est libre : si a1, a2, ..., a, sont des scalaires tels que a1 + aziie +
-+ + anily, = 0, alors en appliquant f plusieurs fois de suite, on obtient

a1ty + aztiz + -+ aptln =0 = a2t +azlz + -+ Qpiin-1 =

= sl + aatis + -+ Qpln—2 =

= Qn_1l1 + apiia =0

—— anﬂl = 6
On a signalé que 41 # 0 et par conséquent «, = 0. En remontant ensuite les égalités précédentes,
on déduit de proche en proche que tous les a; sont nuls. Par ailleurs, par construction des vecteurs

1,...,1n, la matrice de f dans la base B’ est donnée par
0 1 o ... 0
0 O 1 :
Mat(f;B) = | : 0
0 1
0 0 0
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C’est une matrice de Jordan élémentaire a laquelle est semblable la matrice A (qui était nilpotente
d’indice de nilpotence n).

4 Applications

4.1 Puissances d’une matrice, suites récurrentes linéaires

Si A et B sont des matrices semblables, A™ et B™ le sont aussi via la méme matrice de
passage : si A= PBP™1,

A™ = pBmp~1L

— Si A est diagonalisable, on a une décomposition de la forme A = PDP~! avec D =
diag(A1, ..., A\n). On a déja vu que

A™ = PD™P! avec D™= | : o
0o ... A"
— Si A est trigonalisable, on a une décomposition de la forme A = PTP~! avec T = D+ N,

D étant diagonale, N triangulaire nilpotente, vérifiant DN = ND. On peut appliquer la
formule du binéme :

min(m,n—1)
A" =PT™P~' avec T"= >  CED™FNF
k=0

APPLICATION : SYSTEMES LINEAIRES DE SUITES RECURRENTES.

Considérons le systéme de suites récurrentes donné par

ufi)ﬂ = an U%) +-- 4+ ap ugz?)

ugﬁll = Gnuly) o+ g uly)

Le systéme ci-dessus exprime une dépendance linéaire entre les termes de rangs m et m+1 des n

suites (u,(n))meN, . (ufﬁ))meN. Les coefficients a;j, 1 < 7,7 < n, sont des scalaires donnés ainsi

que les conditions initiales u((J ), . ,u((]n). Introduisons les matrices

ailr ... Qin Um,
anl o ann um
Le systéme s’écrit sous forme matricielle

Um_|_1 - AUm

11 s’agit d’une suite géométrique matricielle (ou vectorielle) de raison la matrice A et de premier
terme Uy. En itérant cette derniére relation, il vient aisément

Un = A"Uj.
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D’ou 'intérét de savoir calculer A™.

EXEMPLES.

1. Récurrence linéaire a trois indices : soit (um,)men la suite définie sur C par la relation
de récurrence umi2 = aUmit1 + buy, avec données initiales ug et u;. On raméne cette
récurrence a un systéme de suites récurrentes & deux indices en introduisant une suite
auxiliaire vy, = Um41, ce qui conduit a

Um+1 = Um
Umtl = DU +avy,
R s . 0 1 . e
Ce systéme est associé & la matrice A = b ool Son polynoéme caractéristique est

AA(N) = A2 —aX—b. Les valeurs propres sont donc les racines de I’équation caractéristique

X2 —aA—b=0] (EC)

— Si (EC) admet deux racines distinctes A et p, la matrice A est diagonalisable sur C :

. 1 o 1 1 o A 0 -1 1 ILL —1
A=PDP avec P—()\ i , D= 0 , P —f_)\ o1 )
On trouve

m m—l_ 1 AT 0 K -1
an = o= (1) x < o)< (500

1 <)\M(Am1 umh — ™ >

©w— Y )\H(/\m m) Mm—f—l Al
puis
1 /\,u()\m’1 _ umfl) um —\™m ug
— m —
U = A0 =% ( Au(X™ — )t amtt )y )
En fait, on a seulement besoin de u,, qui est le premier terme de la matrice U,, ; on
le sort de celle-1a en effectuant le produit (1 0) X Up,. Ainsi,

B 1 /\,U()\m_l _ Mm—l) Mm — £\ i
(um) - ©w— )\ (1 0) ( /\M()\m o Nm) Mm+1 _ /\m—l—l X w1

AT A AT m
= (- M ),

A— A—

Le résultat est de la forme

’um =a\™ —i—ﬁum.‘

— Si (EC) admet une racine double A, la matrice A est n’est pas diagonalisable, en
revanche elle est trigonalisable sur C :

- 1 (10 (A1 1 (1 0
A=PTP avec P_<)\ 1>,T—<0 A\ , P~ = 1)

On a

m_ oemp-1_ (10 AT ATl 1 0\ [(@=mA"™ mx!
AT =PTTP _()\ 1>X<0 amo )N en 1) Tt (4 1)am
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puis

(um) = (1 0) (“_;&’}ﬁ;n (n’;”ﬁ;m) x (Z(1J> = (1 — m)A\™up + mA™ .

Le résultat est de la forme

| = (am + B)A™. |

2. Emission d’un signal binaire dans un canal bruité : une source émet des signaux binaires
a travers un canal bruité. La proportion de 0 émis est p (p €]0, 1[) et celle de 1 émis est
1 — p. Cette répartition fréquentielle induit un modéle probabiliste de Bernoulli® pour
I’émission d’un signal générique : la probabilité d’émettre un 0 est p et celle d’émettre un
1 est 1 — p. Le canal est constitué d’une succession de m émetteurs-récepteurs identiques
reliés en série qui, agissant comme des sortes de boites noires, déforment les signaux avec
une certaine probabilité e €]0,1[ : un 0 (resp. 1) requ est réémis sans transformation avec
probabilité ¢ = 1 — ¢ et réémis avec modification en 1 (resp. 0) avec probabilité e (voir
Fig. 5.1). On cherche & évaluer les proportions 0 et 1 a la sortie du canal, ainsi que la
proportion de signaux correctement restitués.

X() X1 X2 Xm—l Xm
o 4 .45 92 0o 1 .
e € €
entrée . sortie
€ € €
1 — 1 —— 1 1 —— 1
q q q

FIGURE 5.1 — Emission d’un signal binaire dans un canal bruité

Notons Xy le signal émis par la source a l’entrée du canal et pour 1 < ¢ < m, X; le
signal regu a l'issue du #° émetteur-récepteur. Ce sont des variables aléatoires prenant les
deux valeurs 0 et 1. Le probléme posé consiste & déterminer les probabilités P(X,,, = 0),
P(X,, =1) et P(X,, = Xp). Le transit du signal dans cette i boite est schématisé par la
probabilité conditionnelle

o o\ _Jq sta=b
IP’(XZ—b|XZ_1—a)—{5 Siatb
Rappelons la définition d’une probabilité conditionnelle :

P(AN B)

P(AIB) = —p 5y

lorque P(B) # 0.
En écrivant la partition
A=AN(BUB)=(ANB)U(ANB)
ol B dénote le complémentaire de B, on déduit la formule des probabilités totales

P(A) = P(AN B) + P(ANB) = P(A|B)P(B) + P(AB)P(B).

6. Bernoulli, Jakob : mathématicien suisse (Béale 1654-Béale 1705)

© Aimé LACHAL : cours de mathématiques



4. APPLICATIONS 137

Appliquons cette relation aux événements A = (X; = a) pour a € {0,1} et B = (X;_1 =
0) :

IP)(XZ = CL) = IP(XZ == CL|XZ'_1 == O)P(Xl_l = 0) + [P(XZ == CL|XZ'_1 = 1)P(XZ_1 = 1)

D’aprés les données, cela donne, en posant u; = P(X; = 0) et v; = P(X; = 1),

U; = qUi—1 + €V avec ug = p
Vi = €Ui—1 + qUi—1 v=1-p

ou encore sous forme matricielle

U, =AU;—

[ W _ (4 ¢ _ p
(3 0= (2 ) (2,

On a U,, = A™Uy. Le polynome caractéristique de A est As(A) = A2 — 2g\ + (¢% — €?),
ce qui fournit les valeurs propres : ¢ +¢ = 1 et ¢ — e = 2¢g — 1. La diagonalisation de A
donne A = PDP~! avec

(1 -1 (1 0 4 111
P‘<1 1>’D_<0 2q—1>’P _2(—1 1)'

avec

On a
m o 1/1 -1 1 0 11
A™ = PD P1_2<1 1>><<0 (Qq—l)m>x<—1 1>
_ 1(1+(2q—1)m 1—(2q—1)m)
T o2\1-(2¢—-1)™ 1+(2¢q—1)™
et alors
Uy _1((1—p)[1+(2q—1)m]+p[1—(2q—1)m]>_(%—(p—é)@q—l)m)
m — 0o— = — ]
2\ (0 =p)t =~ (g =D +pll+ 20—~ ) \5+ @5 1)"

On obtient ainsi la loi de probabilité du signal regu a la sortie du canal :

- <p—;>(2q—1)m
+ <p—;>(2q—1)m'

Statistiquement, la proportion de 0 en sortie est de % —(p— %)(2(] — 1)™ et celle de 1
est de % + (p— %)(Zq — 1)™. Notons que lorsque m — +o00, ces proportions tendent
vers % puisque [2¢ — 1| < 1 et donc, quelques soient les proportions initiales de 0 et 1,
les proportions finales sont équilibrées pour m grands et le signal a été complétement
brouillé.

1
2
1
2

Evaluons enfin la probabilité que le signal initial soit correctement restitué en sortie :

P(Xm=Xo) = P((Xpn=0)N(Xo=0))+P((Xn=1)N(Xo=1))
= P(X;n =0|Xo = 0)P(Xo =0) + P(X, = 1| Xo = )P(Xo = 1).
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On est amené a calculer les probabilités P(X,, = 0/Xo = 0) et P(X,, = 1| Xy = 1).
Posons a cet effet u; = P(X; = 0/ Xy = a) et v; = P(X; = 1|Xy = a) pour a € {0,1}.
On va utiliser une formule des probabilités totales conditionnelles. Partant de la partition
ANB=(ANBNC)U(ANBNC), on tire

P(ANB) = P(ANBNC)+P(ANBNC)
= P(AIBNC)P(BNC)+P(AIBNC)P(BNC)
= P(A|BNC)P(C|B)P(B) + P(A|BNC)P(C|B)P(B),
puis
P(AN B)
P(B)

L’application de cette derniére relation aux événements A = (X; =b), B = (Xo =a) et

C = (X;—1=0) (a,b € {0,1}) conduit a

P(A|B) = — P(A|B N C)P(C|B) + P(A|B N C)P(C|B).

IP)(XZ' = b’XO = a) = IP)(XZ' = b’Xz;l =0et Xo = G)P(Xifl = O‘Xo = a)
—{—P(Xz = b|XZ',1 =let Xg= CL)]P)(Xl',l = 1|X0 = CL).

En supposant que chaque signal en sortie du ¢ émetteur-récepteur ne subit que I'influence
de ce dernier et non des précédents, on peut écrire

P(Xl = b|Xi,1 =cet Xog= a) = P(Xl = b|Xi,1 = C) pour c € {0, 1}
D’autre part,

q sia=b

]P)(XZ:MXZ1:a):P(X1:b|X0:CL):{ c sia;«éb‘

Pour b =0 et b =1, cela donne

Ui = qUi—1 + €Vi—1
Vi = EUi—1 + qU;—1

On est ainsi confronté au méme systéme de suites récurrentes mais avec des conditions
initiales différentes. Ici,

_ 1 sia=0 ¢ _ 0 sia=0
=10 sia=1 ¢ TV 1 sia=1"

La solution est donnée cette fois par

()= (6) = 3(1 ) o=
()= (2) = 3 ) et

La probabilité P(X,, = 0/Xy = 0) correspond a u,, avec a = 0 alors que la probabilité
P(X,, = 1|Xo = 1) correspond a vy, avec a = 1. En conséquence,

P(X,, =0/Xo=0)=P(X;, =1|Xo=1) = % 1+ (2¢—1)™]

d’otu 1l vient immédiatement
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4.2 Exponentielle d’une matrice, systémes différentiels linéaires

Rappelons la définition de I’exponentielle d’une matrice carrée A (on admettra la convergence

de la série) :
oo

1 m
exp(A) = Z poor A™.
m=0
Si A et B sont des matrices semblables, exp(A) et exp(B) le sont aussi via la méme matrice de
passage : si A= PBP™!,

- 1 m - 1 m —1
exp(A):ZmA —P(Zm!B )P ,
m=0 m=0

soit encore

exp(A) = Pexp(B)P~L.

— Si A est diagonalisable, on a une décomposition de la forme A = PDP~! avec D =
diag(A1, ..., \n), et alors
eM o0
exp(A) = Pexp(D)P~! ou exp(D) = _ o
0 ... e\
— Si A est une matrice carrée d’ordre 2 réelle admettant deux valeurs propres complexes non
réelles (elles sont alors nécessairement conjuguées, notons-les A +ipu et A —ip avec A € R,
u € R*), alors elle est diagonalisable sur C via une matrice de passage P contenant deux

vecteurs conjugués et 'on a A = PDP~! avec D = diag(A+ipu, A—iu). En introduisant la
1

: ~ ~ 1 . .
matrice de passage réelle P telle que P = P ( ; —i> (ou encore de maniére équivalente

p=1p : ! ), on débouche sur
2 1 i

. -1 _ ~ 1 ]. )\ =+ Z,u O 1 1 —1 ~_ 1
exp(A)=Pexp(D)P™ " = [P (Z _Z>] exp ( 0 r—in) |2\ i P
a1 /1 01 M 1 —i\]| 5.1 ap( cos(p) sin(u)\ 51
= [2(2 —i) ( 0 e’\_i“> <1 7 >]P =oF —sin(p) cos(u) P
Par ailleurs, en écrivant
-1 50 A 1\ pot
A=PDP =P ( ) P

on voit par identification que

X op\ s cosu)  sin()
P <—u A) — e <— sin() cos(p) )’
— Si A est trigonalisable, on a une décomposition de la forme A = PTP~! avec T = D+ N,

D étant diagonale, N triangulaire nilpotente, vérifiant DN = ND. On a aussi dans ce cas
exp(A) = Pexp(T)P~!. On peut appliquer la formule du produit de deux exponentielles :

n—1

exp(T') = exp(D + N) = exp(D) exp(N) avec exp(N) = Z — N™.
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La matrice triangulaire 7" est constituée de blocs de Jordan du type

A1 0 ... 0
0 X 1 :
J=]: o | =M+ Jo e Mi(K).
: A1
0O ... ... 0 X

Calculons ’exponentielle d’un tel bloc :

exp(Jx) = exp(AL; + Jo) = exp(Al;) exp(Jo).

On a d’une part

e . 0
exp(AL;) = =Ml
0 e
et d’autre part, en observant que
0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 O 1 0 0 0
JO = 5 Jg = 0 P
1 0 0 1
0 1 : 0 0
0 0 0 0 O
0 0 1 0
0 0 1
0 1 .
i—2 . i—1 : 0 i
"’JO = : 0 7(]0 = et J():Oi,
0 Lo 0
0 0
il vient
1 1 1 1 S
w2 =21 GO
0 1 i 2! (i—2)!
i-1
exp(Jo) = > — Ji' = SR L
m=0 1 1
L5 2
1 1
0 0 1

et finalement

exp(Jy) = e exp(Jo).

APPLICATION : SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS DANS C.

Considérons le systéme différentiel suivant :

z (t) ann z1(t) + -+ + ap xp(t)

x, (t) = aprz1(t) + -+ + app Tn(t)
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Le systéme (S) exprime une dépendance linéaire entre les n fonctions x1, ..., x, et leurs dérivées.
Les coefficients a;j, 1 < 4,j < n, sont des nombres complexes donnés ainsi que les conditions
initiales z1(0),...,z,(0). Introduisons les matrices
ai] ... Qip :Cl(t)
A= | = : et X(t) =
Gnl ... Qnpn ()

Le systéme (S) s’écrit sous forme matricielle
X'(t) = AX(t). (E)

Il s’agit d’une équation différentielle matricielle (ou vectorielle) linéaire d’ordre 1 & coefficient
constant (le coefficient est la matrice A € M,,(C)).

— Premiére approche : dans le cas de la dimension 1, on sait que la solution s’exprime
a l'aide d’une fonction exponentielle. Par analogie, on va utiliser I’exponentielle d’une

0o
matrice. Faisons un calcul préliminaire : dérivons exp(tA) = Z %Am. Cela donne,
sans se soucier de problémes de convergence, =

d = tml N

S lexp(tA4)] = mzl S A™ = ;0 — A™ = Aexp(tA) = exp(tA)A.

En remarquant alors que %[exp(—tA)X(t)] = exp(—tA)[X'(t) — AX(t)], I'équation (E)

d
s’écrit %[exp(—tA)X (t)] = O,, d’ou 'on déduit aisément

| X () = exp(tA)X(0). |

On a ainsi exprimé la solution de (E) en fonction de X (0). Si I'on précise des conditions
initiales pour z1(0),...,z,(0), la solution correspondante s’en déduit aussitot. Cette for-
mule justifie notre intérét pour la fonction ¢ — exp(tA) et il est important de savoir
calculer exp(tA).

— Deuxiéme approche : il est souvent possible de transformer le systéme (S) en un systéme
plus simple dans lequel les équations ne contiennent qu’une fonction inconnue, et ne pas
avoir & utiliser ’exponentielle d’'une matrice.

e Cas diagonalisable : on suppose A diagonalisable de valeurs propres Ay, ..., A, donc
yi(t)
A= PDP~!avec D = diag(\1, ..., \,). Posons X (t) = PY (t) avec Y (t) = :

Yn(t)

On a X'(t) = PY'(t) que l'on reporte dans ’équation (E) :

Y'(t) = P71X'(t) = P71AX(t) = (P"'AP)Y (t) = DY (t).

En écrivant X'(t) = AX(t) <= Y'(t) = DY (t), on tombe sur un systéme différentiel
simple, dans lequel les équations ne comportent qu’une seule fonction inconnue,

n(t) = Ay(t)

yh(t) = Ana(t)
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dont la solution est donnée par

y1(t) = ag et
,O(l,...,OénE(C7
y/ (t) = ay, e)‘”t
1 0 0
1 0
soit encore, en posant K1 = | . | ,Ee=| . |,....E.=1] . |,
0 0 1

Y(t) =1 e>\1t Ei+ a9 e/\zt Es+- - +a, e/\nt E,.

On récupére la solution générale du systéme différentiel (S) en reportant la solution
précédente dans X (¢) = PY (t) en observant que PE; = V; n’est autre que la matrice-
colonne du ¢ vecteur propre de A choisi dans la matrice de passage P :

X(t) = Z a; MtV avee AV, = \; Vi
i=1

Si l'on recherche un solution vérifiant des conditions initiales fixées au préalable (en
t = 0 par exemple), on aura & déterminer les constantes aq, ..., a, telles que

zn: Oti‘/% = X(O)
=1

n a1
Il est facile de voir que Z%Vi =Pl : et donc que ce probléme se raméne a
i=1 o
I'inversion de la matrice de passage P.
e Cas non diagonalisable : lorsque la matrice A n’est pas diagonalisable, elle est trigo-
nalisable, soit A = PTP~!. La méme méthode conduit & des systémes différentiels

intermédiaires, pour chaque bloc de Jordan

A1 0 0
0 X 1
Iy = 01l € MZ‘((C),
: A1
0 0 A
de la forme
yi(t) = Ayi(t) +y2(t)

ys(t) = Aya(t) +ys(t)
ul (1) = Mg (t) + uilt)

yi(t) = Aw(t)

que ’'on résout progressivement en partant de la derniére équation jusqu’a la premiére.
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COMPLEMENT : SYSTEMES DIFFERENTIELS AVEC SECOND MEMBRE.

Considérons le systéme différentiel avec second membre
X'(t) = AX(t) + B(¢t),

ol
— t e R+— X (t) € Mp1(C) est la fonction inconnue,
— A € M,,(C) est une matrice constante donnée,
— t € R+— B(t) € My1(C) est une fonction donnée.
En introduisant le facteur intégrant exp(—tA), on écrit ce systéme sous la forme

< exp(~14)X ()] = exp(~tA)[X'(1) — AX (1] = exp(~tA)B(1)

de laquelle on tire

exp(—tA)X (t) = X(0) + /Ot exp(—sA)B(s) ds.

La solution est donc

X(t) = exp(tA) X (0) + /0 exp((t — 5)A)B(s) ds.

EXEMPLES.

1. Portraits de phases en dimension 2 sur R.
(a). Neeud. Considérons le systéme

{ Z(t) = 3z(t)+ 3y(t)
3

') — : (S)
y(t) = =3x(t) + 13y(1)

. . 3 .
La matrice associée est A = (_ 3 1 3>. Son polynoéme caractéristique est donné par
Aa(N) = A2 — 16X + 48. On trouve les valeurs propres 4 et 12, puis les sous-espaces

propres
Ey=vect{(3,1)} et Ej2=vect{(1,3)}.

Introduisons donc la matrice de passage P = ( > ainsi que la matrice diagonale

1 3
401, 4 g one (TON _ p (uld) ‘ ‘
<O 12> a laquelle est semblable A, et posons (y(t)> =P <U(t) . Les nouvelles

fonctions inconnues u, v satisfont au systéme différentiel

dont la solution est
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ol o, B sont des constantes réelles. Finalement, la solution générale du systéme (S) est

{ z(t) = 3aet + Bel?

, a, B eR.
y(t) = aett +33e2

Dans la base intermédiaire, les courbes admettent des représentations cartésiennes de

la forme 3
v=40 <“> ,
o

elles ont une allure parabolique et passent toutes par 'origine O qui est appelée nceud
(voir Fig. 5.2).

FIGURE 5.2 — Neeud

En adoptant ’approche exponentielle, on aurait obtenu, partant de la décomposition
A— 3 1 « 4 0 y 1/3 -1
—\1 3 0 12 s§\—-1 3 /)’

1/3 1 et 0 3 -1 1/ 9™ —e'?t 3¢t 4 3e!?
EXP(tA):g 1 3 0 el2 13 ) T3\ gett _getzt it g2 |-

La solution du systéme (S) est directement donnée par

z(t)\ _ 1 [ 9e* —e'?  —3e* 43" z(0)
y(t) - ] 3e4t _ 361215 7€4t + 961215 y(o) )

ou encore .
2(t) = 5 [(92(0) - 3y(0)) "+ (—2(0) + 3y(0)) ']
1
y(t) = 5 1(32(0) —4(0)) e + (=32(0) + 9y(0)) %]
qui coincide avec l'expression précédemment obtenue en prenant o = é(Sx(O) —y(0)) et B =

£ (2(0) +3y(0)).

(b). Point selle ou col. Soit le systéme différentiel
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. . —4 .
Sa matrice associée est A = <2 B 6>’ elle admet pour polynoéme caractéristique
AA(N) = A2 43X — 10. On trouve les valeurs propres 2 et —5, puis les sous-espaces
propres

Ey =vect{(4,1)} et Eg=vect{(1,2)},

4 1

1 2

) et la matrice diagonale <(2) O5>

ainsi que la matrice de passage P = (

correspondantes. En posant (igg ) =P <ZE3 >, on voit que les nouvelles fonctions

inconnues u, v satisfont au systéme différentiel
u(t) = 2u(t)
V'(t) = =5v(t)

La solution de ce dernier s’écrit

{ u(t) = ae?
v(t) = Be

ou a,  sont des constantes réelles. Enfin, la solution générale du systéme (S) est

{ z(t) = dae? + Be P

, a, B eR.
y(t) = ae? +28e7d p

Dans la base intermédiaire, les courbes admettent des représentations cartésiennes de

la forme
u\ 572
)
«

elles ont une allure hyperbolique de centre l'origine O. Le point O porte le nom de col
ou de point selle (voir Fig. 5.3).

FIGURE 5.3 — Point selle
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(c). Autre nceud. Considérons le systéme

(S)

-1

-9 5
AA(N) = A2 — 4)\ + 4. On tire la valeur propre double 2, puis le sous-espace propre
Ey = vect{(1,3)}. La matrice A n’est donc pas diagonalisable. La théorie de Jordan

nous enseigne que la matrice A est toutefois trigonalisable et qu’elle est semblable & la
2 1

0 2
vectoriel R? dont la matrice relativement & la base canonique est A, on est amené a
rechercher une base {u, 7} relativement a laquelle la matrice de f est T'. Ceci donne
les équations f(u) = 2u + ¥ et f(¢) = 2. Il suffit de choisir pour ¢ un vecteur propre
de f associé a la valeur propre 2, e.g. ¥ = (1,3), puis de trouver un vecteur 4 tel
que (f —id)(@) = U. Par exemple, @ = (0,1) convient. La matrice de passage de la
10
31

La matrice associée a (S) est A = < >, dont le polynéme caractéristique est

matrice triangulaire T' = ( ) En introduisant 'endomorphisme f du R-espace

base canonique vers la base {u, v} est P = ( ) Effectuons le changement de

fonctions (gg;) =P <ZE§§> Les nouvelles fonctions inconnues u, v satisfont au

systéme différentiel

t) = 20(t)

De la deuxiéme équation on tire v(t) = B e que I'on reporte dans la premiére :
/ _ 2t
uw(t) =2u(t) + Be.

La solution de I'¢quation homogene associée u’ (t) = 2u,(t) est u, (t) = ae*. Le
second membre 3e? étant solution de I’équation homogéne, on est dans le cas de
résonance et 'on doit rechercher une solution particuliére de la forme u, (t) = vt €.
On trouve facilement v = 3, d’ou

{ u(t) = (a+ Bt)e*
v(t) = Be?

ot «, B sont des constantes réelles. La solution générale du systéme (S) est alors

{ z(t) = (a+ pt) e

y(t) = (Ba+ B +36t) e’ o, B eR.

On a en général
t
im Y0 _ g

t500 () et lim [y(t) — 3x(t)] = oo.

Les courbes ont une allure asymptotiquement parabolique et l'origine O porte de
nouveau le nom de nceud (voir Fig. 5.4).

A Daide de la factorisation

I (10 (21\ . (1 0
A=PTP avec P—<3 1>,T—(0 2)7P —<73 1>7
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<
=

FIGURE 5.4 — Noeud

et de la décomposition

0 1

I'approche exponentielle conduit successivement a

. 0 1 oo 0 1 (et te
exp(tT)_exp(Qtlg)Xexp{t(o 0>}—e [[2+t<0 0)]—(0 o2t )

exp(iA) 1 0\ (e te* 1 0\ _ [(=3t+1)e* te*t
U= 3 1) o e )\=3 1)~ —9te®  (3t+1)e* )

On récupére la solution en fonction de la condition initiale :

()= (T @) (0),

puis a

ou encore
a(t) = [(=3(0) +y(0))t + z(0)]
y(t) = [(=92(0) + 3y(0))t +y(0)] e**

qui coincide avec ’expression de la premiére partie avec a = z(0) et 8 = —3z(0) + y(0)).

. Foyer. Soit le systéme différentiel

a'(t) = x(t) - 5y(t) s)
y'(t) = 4a(t) +5y(t)
1
4
tique est A (A) = A2 — 6 + 25. On obtient les valeurs propres complexes conjuguées
3+ 4i et 3—4i et donc la matrice A est diagonalisable sur C. Ses sous-espaces propres
sont

. . ) .
Le systéme (S) est associé a la matrice A = ( 5 ), dont le polynéme caractéris-

Esiq4; = vect{(1 —2i,—2)} et FE3_4; = vect{(1+ 2i,—2)}.

En introduisant la matrice de passage P = (1 :22Z 1 j221) ainsi que la matrice
. 3+ 4i 0 z(t)) _ u(t) .
diagonale ( 0 3 4i ) , et en posant <y(t) > =P <v(t) , on trouve le systéme
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différentiel complexe intermédiaire

La solution de ce dernier s’écrit

{ u(t) — g e(B3+4i)t

oty = pets-an BPEC

La solution générale du systéme (S) sur C est alors

(1 —2i)a e+t 4 (1 + 24)b B340

be C.
y(t) = —2a B+ — op (B4t Pe

—
8

=

~—
I

Le systéme (S) étant initialement écrit sur R, il est naturel de ne conserver que les
solutions réelles. En écrivant

eBHIt — 3 cos(4t) +isin(4t)] et eG4 = 3cos(4t) — isin(4t)]
on trouve

z(t) = [(1—2i)a+ (1 + Qz)b} e3t cos(4t) +i[(1 — 2i)a — (1 + 21)b] et sin(4t)
[(a+b) — 2i(a — b)] €3 cos(4t) + [2(a + b) + i(a — b)] €3 sin(4¢) . a,beC.
y(t) = —2(a +b) e cos(4t) — 2i(a — b) €3 sin(4t)

soit encore, en posant a +b = « et i(a — b) = f3,

{ z(t) = &3t [(a — 2) cos(4t) + (2a + 3) sin(4t)]

y(t) = —2¢€3! [ cos(4t) + 3 sin(4t)] , a,8eC.

Enfin, pour que la solution générale soit réelle, il est nécessaire que z(0),y(0) € R, ce
qui impose les contraintes a+3,a— 8 € R, i.e. a, 8 € R. On récupére donc la solution
générale sur R en limitant le domaine de variation des constantes a et 5 a R :

{ z(t) = 3 [(a — 28) cos(4t) + (2a + B) sin(4t)]
)

(t) = —2¢e3 [ cos(4t) + 3 sin(4t)] P ER

Une autre approche consiste & introduire une base intermédiaire constituée de vecteurs réels. Pour
cela, on isole les parties réelle et imaginaire du vecteur propre (1 — 2i, —2) associé a la valeur propre
3+ 4

(1-2¢,-2)=(1,-2)+1i(—2,0) =@+ avec «=(1,-2), = (-2,0).

On a, en utilisant ’endomorphisme f € £(R?) associé & la matrice A,
f@+i0) = (34 44) (€ + 0) = (3d — 49) + (44 + 37)
et, en séparant parties réelles et imaginaires,

F() = 3@ — 47, f(¥) = 4i + 30

La matrice de f dans la base {u, U} est alors (_34 g

_ pop-1 = (1 =2 (3 4 5-1_ 170 2
A= PBP avec P_<72 0>,B_<74 3),P = 4<2 1).

). Cela conduit a la factorisation
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Comme @) )
3¢ [ cos(4t sin(4t
exp(tB) = e < —sin(4t) cos(4t) ) ’
on trouve (41) (41) (41)
1 34 (4 cos(4t) — 2 sin(4t —5 sin(4t
exp(tA) = e ( 4 sin(4t) A cos(4t) + 2 sin(4t)> :

La solution du systéme (S) est directement donnée (sous forme réelle) par
x(t) 1»‘(0)>
= exp(tA ,
(36 ) = (565

a(t) = iegt[élx(()) cos(4t) — (2z(0) + 5y(0)) sin(4t)]

soit, explicitement,

y(t) = %eBt[Qy(O) cos(4t) + (2x(0) + y(0)) sin(4t)) '

Afin d’analyser le comportement asymptotique des courbes intégrales, il est utile de se placer dans
la base {@,v}. Dans cette derniére la fonction Y (t) = (zgg) = Q7' X(t) est donnée par Y (t) =
exp(tB)Y (0), soit
u(t) = ¥ [u(0) cos(4t) + v(0) sin(4t))
v(t) = €*[v(0) cos(4t) — u(0) sin(4t)]
En posant u(0) = Acos ¢ et v(0) = Asing, il vient plus simplement
u(t) = Ae* cos(4t — @)
v(t) = —Ae sin(4t — )
Sous cette forme, on voit que la courbe a un mouvement de rotation dans le sens des aiguilles d’une

montre et que ]
w(t)® 4+ v(t)® = [1(0)* + v(0)?] €.

Cette derniére relation montre que

t_l)ir_noo[u(t)2 +o®)? =0 et lim [u(t)® +v(t)?] = +oc.

t——+o0

La courbe a une allure de spirale s’enroulant autour de l'origine O lorsque ¢ — —o0. Le point O est

appelé foyer (voir Fig. 5.5).

FIGURE 5.5 — Foyer
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(e). Autre foyer. Le systéme différentiel

(S)

-3
-5 3
AA(N) = A2 + 16, et ses valeurs propres sont les nombres complexes conjugués 4i et
—4i. La matrice A est diagonalisable sur C. Ses sous-espaces propres sont

est associé a la matrice A = < > Son polynéme caractéristique est donné par

Ey = vect{(5,3+4i)} et FE_4 = vect{(5,3 —4i)}.

Par une méthode similaire a celle utilisée dans ’exemple précédent, on introduit la base
intermédiaire {u, U} construite a partir des parties réelles et imaginaires des vecteurs
propres conjugués (5,3 + 4i) et (5,3 —4i) : @ = (5,3),¥ = (0,4). L’endomorphisme
f € L(R?) associé a la matrice A vérifie

F(@ + i0) = 4i (i + iT) = —47 + 4

soit encore

f(d) = —40, f(v) = 4a.

4
La matrice de f relativement la base {1, v’} est alors | 0/ Dans cette méme base,
X VT x(t) u(t) 5 0
le systéme différentiel s’écrit, en posant y(#) o(t) avec P = 3 4)

{ u(t) = 4o(t)
V() = —du(t)

Une dérivation fournit des équations différentielles linéaires du second ordre ne com-
portant qu’une seule fonction inconnue :

u’(t) = —16u(t)
Vv'(t) = —16v(t)
dont les solutions générales sont
u(t) = a cos(4t) + y sin(4t
(t) (4t) +~ (),a,ﬁ,%&eR.
v(t) = B cos(4t) + § sin(4t)

En reportant ces expressions dans le systéme du premier ordre, on trouve des relations
entre les constantes «, 5,7, d, & savoir v = —f et § = «. D’out

{ u(t) = a cos(4t) — [ sin(4t) aBER
v(t) = B cos(4t) + « sin(4t)
puis '
{ z(t) = ba cos(4t) — 5 sin(4t) aBeR
y(t) = (Ba+45) cos(4t) + (4o — 3) sin(4t)

Il est clair que les fonctions u, v vérifient

u?(t) +0%(t) = o + 3,
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ce qui entraine
522(t) — 6z(t)y(t) + 5y3(t) = ¢

pour une certaine constante c. Cela montre que les trajectoires sont portées par des
ellipses concentriques de centre commun le point O appelé encore dans ce cas foyer

(voir Fig. 5.6).

<

FIGURE 5.6 — Foyer

2. En dimension 3 sur R.

(a). Trois valeurs propres réelles distinctes. Considérons le systéme

a'(t) = () +y(t) +22(t)

y'(t) = 2x(t) (S)
Z(t) = =) —y(t)
1 1 2
La matrice associée est A= [ 2 0 0 |. Son polynéme caractéristique est donné
1 -1 0

par Aa(A) = A3 — A2 — 4)\ + 4. On trouve les valeurs propres 2, 1 et —2, puis les

sous-espaces propres

Ey =vect{(1,1,0)}, E; =vect{(1,2,—-1)}, E_o=vect{(1,—1,—-1)}.

1 1 1
Introduisons donc la matrice de passage P = | 1 2 —1 | ainsi que la matrice
0 -1 -1
20 0 x(t) u
diagonale [ 0 1 0 | alaquelle est semblable A, et posons | y(t) | =P | v
00 —2 2(t) w(t)

Les nouvelles fonctions inconnues u, v, w satisfont au systéme différentiel
u'(t) =  2u(t)
V'(t) = v(t)
w'(t) = —2w(t)
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dont la solution est

u(t) = ae?
v(t) = Bet
w(t) = ye 2t

ol «, 3,7 sont des constantes réelles. Finalement, la solution générale du systéme (S)
est
z(t) = ae? + Bel +ye 2

y(t) = ae? +2Be —ye 2, a,8,7 € R.
Aty = - Bel—ye®

En adoptant ’approche exponentielle, partant de la décomposition

1 1 1 2 0 0
A=(1 2 —-1|x|0 1 O X
0 -1 -1 0 0 -2

on aurait obtenu ’exponentielle

(111 e 0 0 3 0 3
exp(tA) = 3 1 2 -1 0 e 0 -1 1 =2
0 -1 -1 0 0 2 1 -1 -1

32t _ gt 4 o2 ot o2t 32t _ 9ot _ o2t
362 —9¢l — 72 2ot 42t 32t _ gt 4 o2
—2 —2 —2
et —e % —et e 2 2¢et 472

La solution du systéme (S) est directement donnée par

x(t) 1 382t _ 6t + 6—27: 67: _ 672t 3627: _ 26t _ 8—2t ZC(O)
y) | = 3 3e? —2e' —e™H 2¢e' fe7? 3 — 4ol 47 y(0) |,
t)

—2 —2 —2
el —e —et e 2 2et + e 2

£() = (2(0) + 2(0)* + 3 (~2(0) +y(0) ~ 22(0) ¢’ + 3 (2(0) — y(0) — 2(0)) e
y(t) = (@(0) + 2(0)) € + 5 (~22(0) +2y(0) — 42(0)) ¢’ + 5 (~2(0) +y(0) + (0)) e
(1) = 3 (2(0) = y(0) +22(0)) ¢ + 5 (~2(0) +y(0) + 2(0)) e~

qui coincide avec 1’expression précédemment obtenue en choisissant pour coefficients o = z(0) + z(0),

B = 5 (=a(0) +y(0) ~ 22(0)) et 7 = 3 (2(0) ~ y(0) — 2(0)).

. Deux valeurs propres réelles distinctes (cas diagonalisable). Considérons le systéme

() =z(t)+ y(t)+22(t)
y'(t) = 2y(t) : (S)

1 1 2
La matrice associée est A= | 0 2 0 |. Son polynéme caractéristique est donné
1 -1 0

par As(A) = A% — 3)%2 + 4. On trouve la valeur propre double 2 et la valeur propre
simple —1, puis les sous-espaces propres

Esy =vect{(2,0,1),(1,1,0)} et E_; =vect{(1,0,—1)}.

© Aimé LACHAL : cours de mathématiques



4. APPLICATIONS 153

2 1 1
Introduisons donc la matrice de passage P = [ 0 1 0 ainsi que la matrice
1 0 -1

8

2.0 0 (t)
diagonale [ 0 2 0 | alaquelle est semblable A, et posons | y(t) | = P | v(t)
00 -1 z(t)

Les nouvelles fonctions inconnues u, v, w satisfont au systéme différentiel

(t)

w'(t) = —w(t)
dont la solution est

u(t) = ae?

v(t) = Be?

w(t) = ye !

ol a, 3,y sont des constantes réelles. Finalement, la solution générale du systéme (S)

est
z(t) = 2a+B) et + et

y(t) = /Bth ) Oé,,B,’YG]R.

z(t) = ae — et

y'(t) = a(t) +y(t). (S)
Z(t) = y(t)
100
La matrice associée est A = | 1 1 0 |. Son polynéme caractéristique est donné

010
par A4(A) = A3 —2XA2 + . On trouve la valeur propre double 1 et la valeur propre
simple 0, puis les sous-espaces propres

E, =vect{(0,1,1)} et Ey=vect{(0,0,1)}.

A T'aide de la réduction de Jordan, en introduisant le vecteur intermédiaire (1,1,0)

entre les vecteurs propres (0,1,1) et (0,0,1) puis la matrice de passage correspon-
010

dante P= [ 1 1 0 |, on trouve que A = PTP~! ou T est la matrice triangulaire
1 01
110 x(t) u(t)
0 1 0].Posonsalors [ y(t) | =P | v(t) |. Les nouvelles fonctions inconnues
0 00 z(t) w(t)
u, v, w satisfont au systéme différentiel
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dont la solution est
u(t) = ae + Btet

v(t) = Bet
w(t) =~

ol «, 3,7 sont des constantes réelles. Finalement, la solution générale du systéme (S)
est

x(t) = Bet
y(t) = ((a+B) +pt)e', a,B,v €R.
2(t) = (a+pBt)el + v

. Une seule valeur propre (cas non diagonalisable). Considérons le systéme

1 1
La matrice associée est A = 0 2
-1 1 3
par Aa(\) = A3 —6A2+12X—8. On trouve la valeur propre triple 2, puis le sous-espace
propre

2
1 |. Son polynéme caractéristique est donné

Ey = vect{(1,1,0)}.

A Taide de la réduction de Jordan, en rajoutant les vecteurs intermédiaires (1,0, 1)
et (—1,0,0) au vecteur propre (1,1,0) puis la matrice de passage correspondante

1 1 -1
P=|10 0 |, ontrouve que A = PTP~! ou T est la matrice triangulaire
01 0
2 10 x(t) u(t)
(0 2 1 |.Posons alors | y(t) | = P | v(t) |. Les nouvelles fonctions inconnues
0 0 2 z(t w(t)
u, v, w satisfont au systéme différentiel

u'(t) = 2u(t)+ v(t)
V(t) = 20(t) + w(t)
w'(t) = 2w(t)
dont la solution est
u(t) = ae? + pte? + iyt? e
v(t) = Be?t +yte
w(t) = vye
ol o, 3,7 sont des constantes réelles. Finalement, la solution générale du systéme (S)
est
2(t) = ((a+B8—7)+ B+t + 37t%) e
y(t) = (a+ Bt + g7t%) e , a,B,7 €R.
2(t) = (B+1) e
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4. APPLICATIONS 155

En adoptant ’approche exponentielle, partant de la décomposition

1 1 -1 2 1 0 0 1 0
A= 0O Ix[0 2 1|]x| 0 01
0 0 0 2 -1 1 1
-1 1 0 0 1 0 0 1 0
0 | x([2{0 1 +10 0 1] x| 0 0 1
0 0 0 0 0 O -1 1 1

on aurait obtenu ’exponentielle

=

0
0
1

Il
7/~
o
_ O = = O

11 -1 1t i 0 10
exp(tA)= (1 0 0 |xe*{0 1 ¢t |x| 0 01
01 0 00 1 -1 1 1
It P L2t
2t 2 1,42 %2 212
—t t t+1

La solution du systéme (S) est directement donnée par
z(t) —3tP—t+1 P4+t P +2t\ [x(0)
y(t) | = & -1 1 P+t y(0) |,
2(t) —t t t+1 z(0)

x(t) = {% (—2(0) + y(0) + z(0)) £* 4 (—z(0) + y(0) + 2 2(0)) t + x(O)} e

soit encore

t) = | (=0(0) +5(0) + (0) ¢ + A0) e+ 30)|
2(t) = [(=2(0) + y(0) + 2(0)) t + 2(0)] *

qui coincide avec I’expression précédemment obtenue en choisissant les coefficients a = y(0), 8 = z(0)
et v = —x(0) + y(0) + 2(0).

. Une valeur propre réelle et deux valeurs propres complexes non réelles conjuguées.

Considérons le systéme

2'(t) = x(t) +22(t)
y'(t) = =(t) +y(t) : (S)
Z(t) = y(t)
1 0 2
La matrice associéeest A= [ 1 1 0 |.Son polyndéme caractéristique est donné par

Aa(N) = A3 —2)\2 4+ X\ — 2. On trouve la valeur propre réelle 2 et les valeurs propres
complexes conjuguées i et —i, puis les sous-espaces propres

Ey =vect{(2,2,1)}, E;=vect{(1+1,—i,—1)}, FE_;=vect{(1—1,i,—1)}.

2 1447 1—4
Introduisons donc la matrice de passage P = | 2 —1 1 ainsi que la matrice
1 -1 -1
2.0 0 x(t) u(t)
diagonale [ 0 i 0 | alaquelle est semblable A, et posons | y(t) | = P | v(t)
00 —i z(t) w(t)

Les nouvelles fonctions inconnues & valeurs complexes u, v, w satisfont au systéme

différentiel
u'(t) = 2u(t)

V() = ()
w'(t) = —iw(t)
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156 CHAPITRE 5. DIAGONALISATION

dont la solution est

u(t) = ae?
v(t) = Bett
w(t) = ye

ou «, B3, sont des constantes complexes. Finalement, la solution générale du systéme
(S) sur C est

x(t) = 2ae”+( +i)Be + (1 —d)ye™

y(t) = 2« iB et + ive ™™ a,3,v€C.

2(t) = « th — Beit — ye i

puis la solution générale sur R, en remarquant que l'’ensemble des combinaisons li-
néaires des vecteurs t — ((1+1) e, —ie®, —e) et t — ((1—4)e ¥ ie”, —e~) coin-
cide avec celui des combinaisons linealres des vecteurs ¢ — (cos(t)—sin(t), sin(t), — cos(t))
et t — (cos(t) + sin(t), — cos(t), —sin(t)) :

£(t) = 20e% 4 (8 +7) cos(t) + (B +7) sin(t)
y(t) = 2ae? — v cos(t) + Bsin(t), a, 3,7 € R.
2(t) = ae? — 3 cos(t) — v sin(t)

En adoptant ’approche exponentielle, partant de la décomposition

2 144 1—i 2.0 0 Lt 1 1
A=1|2 —i i x| 0 i 0 x| g—i gl —2—
1 -1 -1 0 0 —i 140 -5 —2+4i

ou encore, en introduisant les parties réelle et imaginaire de la matrice de passage, la décomposition
sous forme réelle

1 2 1 1 1 0 O 2 0 O 1
A= 5 2 0 -1 0 1 1 x10 ¢« O X 0
1 -1 0 0 i —i 0 0 —i 0
2 0 0 2 0 0 1
2 1 1 0 ¢ O 0
1 T —1 0 0 —2 0
2 1 1 2 0 1 1 1
2 0 —-1]1]o I
1 -1 0 0 -1 0 2 -3 2
on aurait obtenu ’exponentielle

(211 e* 0 0 11 1
exp(tA) = 3 2 0 -1 0  cos(t) sin(t) 1 1 —4
1 -1 0 0 —sin(t) cos(t) 2 - 2

4

2e? + 3 cos(t) +sin(t) 2e** —2 cos(t) — sm(t) 2¢e?' — 2 cos(t) + 6 sin(t)
= = | 2€* —2cos(t) +sin(t) 2 th +3 cos(t) + sm(t) 2 th — 2 cos(t) — 4 sin(t) | .
e?* — cos(t) — 2 sin(t) — cos(t) + 3 sin(t * + 4 cos(t) — 2 sin(t)

N|=N= O
|
RIS e © ikl ©
v
1 |
[IEN [e]
~ S
v
/
N~ = TN
[J S
w
o e
N
~

z(t) z(0)
La solution du systéme (S) est directement donnée par (y(t ) = exp(tA) ( (0 )) , soit encore
2(t)

t 2(0)
2(t) =
2 (2(0) +y(0) + 2(0)) € + £ (32(0) — 29(0) — 22(0)) cos(t) + 3 (x(0) — 1y(0) + 6 2(0)) sin(?)
y(t) =
2 (2(0) + y(0) + 2(0)) € — £ (22(0) ~ 3y(0) +22(0)) cos(t) + £ (2(0) +y(0) ~ 42(0)) sin()
(1) =
£ (@(0) +9(0) +2(0)) ' — 2 (2(0) +5(0) — 42(0)) cos(t) — 5 (22(0) ~ 3y(0) +22(0)) sin(?)
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4. APPLICATIONS 157

1
qui coincide avec l'expression précédemment obtenue en choisissant o = g (z(0) + y(0) + 2(0)),

§= 5 (@(0) +y(0) — 42(0)) et 7 = 5 (2(0) — 3y(0) +22(0)).

4.3 Reéduction des coniques

Considérons, dans un repére orthonormé direct (O, i, j) du plan, la conique (C) d’équation
az? + 2bxy + cy?® + 2dx + 2ey + f =0, (E)

ot a,b,c,d, e, f sont des réels, a, b, c, étant non tous nuls. Posons q(x,y) = ax? + 2bzy + cy? et
réécrivons ¢(z,y) comme suit :

_ _ ar +by\ _ a b x
q(z,y) = z(az + by) + y(bz + cy) = (z y) (baz—i—cy) =(z y) <b c) (y) .
On a commis un léger abus d’écriture dans les égalité précédentes puisque les deux premiers
membres sont des réels alors que les deux derniers sont des matrices de type 1 x 1 (comportant

un unique terme). On identifiera donc les deux objets : (z) = z. Introduisons X = (;) et

A= (Z IC)) Ceci prend la forme matricielle suivante :

q(z,y) = "XAX.

La matrice A étant réelle et symétrique, elle est diagonalisable via une matrice de passage or-
thogonale :

A0

A=PD'P avec D:(O u) et P =P~

On peut méme choisir la matrice P telle que det(P) = 1. C’est la matrice de passage de la
base orthonormée directe B = (i,7) vers une autre base orthonormée directe B’ = (¢, j’) formée
de vecteurs propres pour A. On peut également la percevoir comme la matrice d’une rotation
cosf) —sind

. . Effectuons le changement de coordonnées
sinf  cosf

vectorielle du plan vectoriel : P = <

/
., N x P
associé : X = PY ouY = < , |. On a avec ces nouvelles coordonnées
Y

q(z,y) = 'XAX = (PY)(PD'P)(PY) = 'Y ('PP)D('PP)Y = 'Y DY,
soit
q(z,y) = Aa” + py".

-, -

La conique (C) admet pour équation relativement au repére (O,i’,j")
A2+ py? 4+ 2d'2’ +2e/y + f = 0.
Les coefficients d’, €’ et f peuvent s’obtenir a partir de la relation
(d ¢)=(d e)P

puisque
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158 CHAPITRE 5. DIAGONALISATION

U e/
— Cas ot \, i # 0 : en effectuant enfin la translation 2" = 2’ + —, 3" =3/ + —, 'équation
I

A
prend, dans le repére orthonormé direct (0’,i’,j’) de nouvelle origine le point O/ de
d ¢ i
coordonnées ( Y ——) relativement au repére (0,i’,;’), la forme simple (on o =
i
d/2 €/2
- + -
S f)

)\$//2 +,uy”2 = a.

e Lorsque A et i sont de mémes signes :
* si o ale méme signe que \ et p, alors, en posant a = y/a /A et b = \/«a/u, 'équation
(E) prend la forme réduite

La conique C est 'ellipse de centre O, d’axes dirigés et orientés par les vecteurs i’
et j (ce sont les directions propres) et de demi-axes a et b (voir Fig. 5.7);

FIGURE 5.7 — Ellipse

* sia=0,o0na
x//2 y//2 " "
et la courbe est réduite au point O';
* si a a le signe opposé de A et u, la courbe est vide.
e Lorsque A et p sont de signes contraires :
* sl a a le méme signe que A, alors, en posant a = \/a/\ et b = \/—a/p, 'équation
(E) prend la forme réduite

x//2 y//2 1
a? 2

La conique C est une hyperbole de centre O’ et d’axes dirigés et orientés par les
vecteurs i’ et j/, O'z” étant 'axe transverse de C (voir Fig. 5.8);
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4. APPLICATIONS 159

FIGURE 5.8 — Hyperbole

% si o a le méme signe que p, alors, en posant a = \/—a/\ et b = \/a/p, 'équation
(E) prend la forme réduite

$//2 y//2 1
a? b2 '

La conique C est une hyperbole de mémes caractéristiques que la précédente excepté
laxe transverse qui est cette fois 'axe O’y ;

* sia=0,ona
x//2 y//2 0
a? b2 ’

a
, . . 2 . " "
La courbe est la réunion des deux droites d’équations y" = ig x".

— Cas ou I'un des deux nombres A et i est nul : supposons par exemple A = 0 et y # 0.
/

e? e
e Sid # 0, en effectuant la translation z” = 2’ + 2id’ ~ o y' =y + o I'équation (E)

prend, dans le repére orthonormé direct (O’,i’,j") de nouvelle origine le point O’ de
612 _ ,Uf e/

——) relativement au repére (0,i',7'), la forme réduite (oi

coordonnées( oud

p=-2d)

y//2 — 2p3;‘”.

La conique C est la parabole d’axe O'z”, de sommet O’ et de paramétre p (voir Fig. 5.9).
e Sid =0,o0napuy?+2ey + f =0, ce qui donne zéro, une ou deux valeurs pour y’

(sans condition pour z’) et la courbe est donc soit vide, soit une droite de direction
1’, soit la réunion de deux droites de direction 4’.
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160 CHAPITRE 5. DIAGONALISATION

FIGURE 5.9 — Parabole
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5. EXERCICES SUR LA DIAGONALISATION 161

5 Exercices sur la diagonalisation

Exercice 1 Les matrices ci-dessous sont-elles diagonalisables sur R ? Dans I'affirmative, donner
une base de vecteurs propres.

9 0 0 2 0 0 -3 1 0
a)[ -5 4 0] b)|[-3 -1 1 ol o 1 0
-8 0 1 3 4 -1 4 -8 2
10 0 00 1
oo 1] ef1 0 -3
01 2 01 3

par

a b b b

b a b
A=

b a b

b b b a

On rappelle que det(A) = (a — b)"1(a + (n — 1)b) (voir la fiche sur les déterminants).

Exercice 3 (Une matrice de permutation) Diagonaliser la matrice A € M,,(C) donnée par

01 0 ... 0
0 0 1

0 o1
10 ... ... 0

On pourra introduire la notation w = ¢€* = .

Exercice 4 Diagonaliser la matrice

14 2
5 5
A=
2 11
9 9
Applications.
1. Déterminer les suites (up)nen €t (vp)nen telles que
14 2
Up4+1 = gun - gvn
2 11
Un+1 = _5un + gvn

en fonction de leurs premiers termes ug et vg.
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162 CHAPITRE 5. DIAGONALISATION

2. Déterminer les fonctions x et y telles que

) = el — )
Y = 5 at) + 5 y(0)

en fonction de z(0) et y(0). Tracer les courbes intégrales dans un repére orthonormeé.

3. Déterminer la nature de la conique d’equation 14x? — 42y + 11y? = 5, puis la représenter
dans un repére orthonormé.

Reprendre 'exercice avec la matrice

A=

Exercice 5 On se place dans le R-espace vectoriel E = R3 rapporté a une base B = {1, €, &3}.

0 10
Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est donnéepar A= 0 0 1
-2 30
1. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
1 1 0
2. Déterminer une base dans laquelle f admet pour matrice [ 0 1 0
0 0 —2

3. Applications.

(a). Déterminer les suites (un)nen, (Un)nen €t (wn)nen telles que

Un+1 = Un
Un+1 = Wp
Wpt1 = —2up+ 3y,

en fonction de leurs premiers termes ug, vg et wy.

(b). Déterminer la solution générale du systéme différentiel

#'(t) = y(t)
y(t) = z()
2(t) = —2x(t) + 3y(t)
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Chapitre 6

Algébre bilinéaire réelle

Alors que l'algébre linéaire concerne des vecteurs d’un espace vectoriel « pris un & un »,
lalgébre bilinéaire porte sur les couples de vecteurs (vecteurs « pris deux a deux »). Les ap-
plications bilinéaires agissent sur des couples de vecteurs et possédent des propriétés de linéa-
rité classiques, mais ce relativement a chacune de leurs deux variables vectorielles. Un cas déja
rencontré dans ce cours est celui du déterminant d’ordre 2, fournissant un exemple de forme
bilinéaire alternée sur un plan vectoriel. Ce chapitre est consacré a ’étude des formes bilinéaires
symétriques et des formes quadratiques sur un R-espace vectoriel de dimension finie quelconque.
La notion de produit scalaire, forme bilinéaire symétrique particuliére, permet de définir une
géométrie euclidienne et d’y formaliser les notions familiéres de distance et d’angle.

Dans tout ce chapitre, F désigne un R-espace vectoriel.

1 Formes bilinéaires, formes quadratiques

1.1 Définitions, propriétés

Définition 1.1 1. Une forme bilinéaire sur FE est wune application
ExE — R
(@0) — ¢(@9)
65615625631717172€E7

telle que pour tous scalaires o, € R et tous vecteurs

—

o(aily 4 Pz, T) = ap(iy, V) + B, V),

o(u, v + Bia) = ap(i, v1) + Bp(

—

,UQ)-

SR

2. Soit ¢ une forme bilinéaire sur E. La forme quadratique associée a ¢ est l'application
gQ: F — R . Plus généralement, une forme quadratique sur E (sans précision

iU — (U, )

supplémentaire) est la forme quadratique associée a une forme bilinéaire sur E.

3. Une forme bilinéaire ¢ sur E est symétrique lorsque

Vi, 7 € E, ¢(i, ) = (7, ).

163



164 CHAPITRE 6. ALGEBRE BILINEAIRE REELLE

EXEMPLE.

Considérons le R espace vectoriel E = K2 rapporté a sa base canonique B = {Z, ;}

— Recherchons les formes bilinéaires sur E. Si ¢ est une forme bilinéaire sur F, on a néces-
sairement, pour @ = (z,y) = xi +yj et = (2',y) = 2"i + 7,

—

o(i,¥) = @i+ yj,v)
= zo(i, 2+ y'7) + ye(f, 2T+ y'j)
= a2'p(i,1) + 2y’ p(i, 7) + 2'ye(5,1) + yy' (5, 7)
= axz’ + bxy + cx'y + dyy’

- -

avec a = gp(z, Z),b = go(f, j),c = go(j, Z),d ©(j,7). Inversement, on vérifie aisément
qu'une application donnée par ¢((z,y), (2',y")) = axz’ + bxy + ca'y + dyy’ pour tous
(x,y), (z',y') € E est effectivement bilinéaire.

— On voit ainsi qu’une forme bilinéaire sur F est entiérement caractérisée par la donnée des
scalaires <p(;, ;), <p(;, j), gp(j, ;), <p(j, j) Notons par ailleurs que la quantité axx’ + bxry’ +
cxr'y + dyy' peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

arz’ + bxy + cx'y + dyy = x(ax’ +by') + y(cz’ + dy')

e E)-e i ()

Dans ces égalités, on a commis un léger abus d’écriture en identifiant une matrice conte-

nant un seul élément avec cet élément : (x) = z, et 'on a également utilisé la re-
/
lation élémentaire zx’ + yy' = (x y) <z/> En posant X = Mat(d;B) = (5)7

/
Y = Mat(¥; B) = <f/,> et A= <CCL 2), ceci s’écrit simplement

o(i1, V) = X AY.
La matrice carrée A est la matrice de la forme bilinéaire ¢ relativement a la base B :

(ﬁ{) @(Jz)) '
(J,%) ¢(4,7)

— La forme bilinéaire ¢ est symétrique si et seulement si

-

A = Mat(g; B) = (SO

V(z,y), (2',y) € E, azx’ + bxy' + cx'y + dyy' = ax’z + b’y + cxy’ + dy'y,

soit encore si et seulement si b = c¢. En termes matriciels, ¢ est symétrique si et seulement
si A est une matrice symétrique.
— La forme quadratique associée & ¢ est donnée par

4 () = (@, @) = az® + (b+ c)zy + dy*.

Par souci de simplification d’écriture, on note q,(@) = ¢,((x,y)) plutoét g,(z,y). Elle
est de la forme g, (z,y) = azx? 4 2Bzy + vy?. Réciproquement, soit ¢ une application
donnée par q(x,y) = ax? + 2Bzy + vy? pour tout (z,y) € E, avec «, 3,7 € R. Clest
la forme générale d’une forme quadratique sur E sans avoir défini de forme bilinéaire au
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1. FORMES BILINEAIRES, FORMES QUADRATIQUES 165

préalable. Il est alors naturel de se poser la question suivante : I’application ¢ peut-elle
étre considérée comme la forme quadratique associée a une forme bilinéaire 7 Si ¢ est une

e . . . b
telle forme bilinéaire, la question s’énonce comme suit : a-t-on g, = ¢ 7 Soit (CCL d> la

matrice de ¢ relativement & la base canonique de E. On a alors les équivalences

gp=q <= Y(z,9) € B, az®+ (b+ c)zy + dy* = az® + 2Bzy +vy°
<~ a=a, b+c=28,c=1.

On voit qu’il existe une infinité de formes bilinéaires répondant & la question posée. Si l’on
restreint & présent la recherche aux formes bilinéaires symétriques, on a avec les notations
précédentes b = ¢ et dans ce cas

Go=qg=V(r,y) €E, a=a,b=c=f,d=7,

Cette fois, il existe une unique forme bilinéaire symétrique ¢, dont la forme quadratique
associée est q; elle est appelée forme polaire de g, elle est donnée par

V(z,y), (@', y) € B, ¢q((x,y), (@', ) = azz’ + B(zy’ + 2'y) + vy’
a f

B
Mat(pq; B) = Mat(g; B). On a les deux relations fondamentales

et sa matrice est A = ( ) C’est indifféremment la matrice de ¢, ou ¢ : A =

@q((x7y)7 (xlvy/)) = tXAY et Q(CC, y) = tXAX

1.2 Matrice d’une forme bilinéaire et d’une forme quadratique

L’exemple de la section précédente correspondant au cas de la dimension 2 peut s’étendre fa-
cilement au cas d’un espace vectoriel de dimension finie quelconque. Supposons ’espace vectoriel
E de dimension n. Soit B = {é1,...,€,} une base de E et ¢ une forme bilinéaire sur E. Intro-

n
duisons deux vecteurs génériques o, v € E exprimés relativement & la base B selon u = g i€
i=1

n
et 1722%6_}. On a

=1
n n n
o, = w(Z) _ zxi@@,zm)
=1 =1 7=1
n n
zzmi<2yjso(€i75j)> = > miyp(@,e).
i=1 j=1 1<i,j<n

On a donc le résultat ci-dessous.

Théoréme 1.2 La forme bilinéaire ¢ est entiérement caractérisée par les scalaires ¢(€;, €;),
I1<i,j<n.
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166 CHAPITRE 6. ALGEBRE BILINEAIRE REELLE

Posons alors a;; = ¢(€;,€;), puis A = (aij)i<ij<n- La matrice A est la matrice de la forme
bilinéaire ¢ relativement a la base B; on note A = Mat(p; B). L’écriture analytique de ¢ relati-
vement & la base B est

p(, V) = Z QAijTiY;-

1<i,j<n
1 Y1
En introduisant les matrices-colonnes X = | : et Y =| : | des vecteurs u, v, on tire une
In Yn
expression matricielle pour (i, ) :
n a1y + -+ ainyn
(i, V) = § Qi TiYj = E zi(aiiyr + -+ + ainyn) = (961 wn) :
<i,j< =
1\747.]\71 =1 anlyl + PR + annyn

Remarquant enfin que
ailyir + -+ ainyn

ap1y1 + -+ Aupln

on trouve

(i, 7) = X AY.

Proposition 1.3 Une forme bilinéaire est symétrique si et seulement si sa matrice relative-
ment a une base de E est symétrique.

DEMONSTRATION.

Avec les notations précédentes, on a (i, 7) = X AY et p(¥, @) = 'Y AX. Observons que la
matrice Y AX se réduit a un scalaire et qu’elle est par conséquent symétrique : 'Y AX = IX'AY .
On a alors les équivalences

@ symétrique <= VX,Y € M,x1(R), XAY =Y AX
= VX,Y € Muxi(R), XAY = IXIAY

soit encore
© symétrique <= A = A. a

Soit  une forme bilinéaire de matrice A relativement & la base B. La forme quadratique
associée q, est alors caractérisée par les relations analytique et matricielle suivantes :

q¢(ﬁ) = Z Qi XiT5 = tXAX.

1<i,j<n

En isolant les carrés xf et en rassemblant les produits x;x; et z;z; dans la somme E AijTiT5,
1<i,j<n
on peut réécrire

n
q¢(ﬁ) = Z Qi T;T5 = Za”a}? + Z (aij + aji):z:i:cj.
i=1

1<i,5<n 1<i<j<n
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L’expression d’une forme quadratique générale relativement a la base B est donc
n
~ 2
q(d) = E QT + 2 E QijTiT g,
i=1 1<i<j<n

ot les a5, 1 <@ < j < n sont des scalaires. On voit qu'une forme quadratique est en fait une
fonction polynéme des coordonnées x1, ..., x, ne comportant que des mondémes de degré 2.

Proposition 1.4 Une forme quadratique q est associée a une unique forme bilinéaire symé-
trique @q : q = qg,. Cette derniere est appelée forme polaire de la forme quadratique q ; elle
est donnée par

[q(7 + 7) — q(@) — ¢(V)]

1
VT € B, $(,7) = 5

ou encore 1
Va7 € B, ¢(0,7) =  la(@+7) - q(@ - D).

DEMONSTRATION.
— Supposons qu’il existe une forme bilinéaire symétrique ¢ dont ¢ soit la forme quadratique
associée. Sous cette condition, on a

QT+ ) = (@ + 5,0+ 5) = (@, @) + p(@,7) + p(5,7) + p(7,7),
c’est-a-dire, puisque @ est symétrique,
a(@+ 9) = (@) + 4(7) + 20(7, 7).
On obtient de méme
q(i — v) = q(i@) + q(V) — 2(@, V).
On tire de ces deux derniéres égalités

(i1, ) = 5 i+ ) — q() — ()] = § [a( + ) — (i~ ),

ce qui prouve l'unicité d'une éventuelle forme bilinéaire symétrique associée & q. Notons
©¢q I'application définie sur E' x E par

1 1

Vi, € B, ¢q(d,0) = 5 [a(d +0) — q(d) — q(@)] = 7 la(@ +79) - g(a - )],
— 1l reste a vérifier que I'application ¢, définie par les égalités précédentes est bien a pos-
teriort une forme bilinéaire symétrique sur E. Par définition, ’application ¢ est la forme
quadratique associée a une forme bilinéaire (pas nécessairement symétrique) 1. Un calcul

identique & celui effectué dans l'alinéa précédent conduit a

On a alors

[q(i6 + V) — q(i) — q(V)] =

DN | =

¢Q(ﬁa 17) =

Il est clair sous cette forme que ¢, une forme bilinéaire symétrique sur E. C’est la forme
polaire de gq. a
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REGLE DE DEDOUBLEMENT DES PRODUITS.
Considérons une forme quadratique sur F définie relativement & une base B selon
n
- 2
q(u) = ZO(“.%Z + 2 Z OtijZL‘iZL‘j.
i—1 1<i<j<n

Sa forme polaire ¢, se calcul comme suit :

)
]
_|_
<y

Pq(t0,0) = ) — (i@ — V)]

e R S

[Zaii($i+yi)2+2 > aiglai +ui) (s +y))

i=1 1<i<j<n

i=1 1<i<j<n

n
= - [Za“(xf + 2x;y; + yf) + 2 Z Oéij(zl:i(lij + ziy; + Ty + mjyj)

i=1 1<i<j<n

n
= q(af 2wy +yl) —2 Y ailirg — wiyy - wy + xjyj)]

i=1 1<i<j<n
n

= >yt Y ou(miy; + ).
i=1 1<i<j<n

Le résultat ainsi obtenu conduit & la régle de dédoublement des produits : les carrés m? contenus

dans ¢ se transforment en x;y; dans ¢, et les produits x;x;, ¢ # j, en % (xiyj + xjy;). Le schéma
de transformation est donc

1
:Uf — xy; et zir; — 3 (xiyj + ;).

A partir de la matrice (non nécessairement symétrique) A de ¢, on obtient la matrice (symétrique)
de la forme polaire de g, selon la formule B = £ (A 4 ‘A).

EXEMPLE.
Soit £ = R? et ¢ la forme bilinéaire dont la matrice relativement & la base canonique est

1 . - . .
A= <g 6). Les écritures explicites de ¢ et de sa forme quadratique associée g, sont

o((z,y), (x’, y')) = 5xx’ + 2y’ + 32’y + 6yy’ et qo(x,y) = 512 + day + 6y2.

La regle de dédoublement des produits s’applique ici en transformant les carrés figurant dans g,
selon les schémas 22 — xz’ et y> — yy/, et le produit zy selon zy — %(xy’ + 2'y). Cela
fournit la forme polaire de la forme quadratique g, :

©q. ((x,y), (2',y)) = bxa’ + 2(zy’ + 2'y) + 6yy’

1
dont la matrice relativement a la base canonique est B = (2 2) =3 (A+1A).
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1.3 Changement de bases

Etudions l’effet d’'un changement de base occasionné sur une forme bilinéaire en dimension
finie. Soit B et B’ deux bases de E et ¢ une forme bilinéaire sur E. Introduisons les matrices
de ¢ relativement a chacune des bases B et B : A = Mat(g; B) et A" = Mat(yp; B'), ainsi que
la matrice de passage de B vers B’ : P = Pg_,5. Pour deux vecteurs génériques 4,7 de E de
matrices-colonnes de coordonnées relativement aux bases B et B’ les matrices X = Mat(u; B),
X" = Mat(u; B'), Y = Mat(v; B) et Y/ = Mat(v; B’), on a

(1, 7) = 'XAY ='X"A'Y"

D’autre part, on sait que les matrices de coordonnées X et X’ sont reliées par X = PX’. De
méme Y = PY’. Donc

VX,Y € Myy1(R), IXAY = Y(PX")A(PY') = X' ('PAP)Y’

d’ot 'on tire la relation de changement de base pour les formes bilinéaires :

REMARQUES.

1. On veillera a ne pas confondre cette formule de changement de base qui concerne les formes
bilinéaires avec celle qui concerne les endomorphismes : A’ = P~ AP. Dans cette derniére,
les matrices A et A’ sont les matrices d’'un endomorphisme respectivement relatives aux

bases B et B'.

2. Des matrices carrées A et A’ lides par une relation de la forme A’ = 'PAP ot P est une
matrice inversible sont des matrices congruentes. Elles sont en particulier équivalentes, et
ont entre autre le méme rang. Si A est symétrique, il en de méme pour A’.

Définition 1.5 1. Soit p une forme bilinéaire symétrique sur E, q la forme quadratique
associée & . Les rangs de ¢ et q sont égaux au rang de la matrice de ¢ (et q) relati-
vement & une base quelconque de E ; ils sont notés rang(p) et rang(q).

2. Les formes ¢ et q sont non dégénérées lorsque rang(y) = rang(q) = dim(FE) ; dans le
cas contraire, elles sont dégénérées.
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2 Produit scalaire, espace vectoriel euclidien

2.1 Produit scalaire

Définition 2.1 1. Une forme bilinéaire symétrique ¢ sur E est un produit scalaire sur
E lorsqu’elle est définie positive, c’est-a-dire

vii e E\ {0}, o(@, 1) > 0.

2. Une forme quadratique est définie positive lorsque sa forme polaire est un produit sca-
laire.

3. Soit @ un produit scalaire sur E. La norme associée a ¢ est l'application N,
E — RT . En d’autres termes, N, = /G-
U +— (U, )
4. Un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire est appelé espace
vectoriel euclidien.

REMARQUE.

La condition « définie positive » signifie que la forme quadratique associée & ¢ est positive
ou nulle :
Vi€ E, qp(uw) >0

et qu’elle ne s’annule que pour le vecteur nul :

Vi € E, [q,(@) =0 = i = 0].

EXEMPLE.

On sait que sur le R-espace vectoriel E = R?, une forme bilinéaire symétrique ¢ a pour
expression générale p((z,y), (2/,vy")) = axz’ + b(xy’ + 2'y) + cyy’. La forme quadratique associée
a ¢ est donc déterminée par g, (x,y) = ax? + 2bxy + cy?. Alors, ¢ est un produit scalaire si et
seulement si on a V(z,y) € E\ {(0,0)}, az? + 2bzy + cy? > 0. Cette condition est équivalente
aux suivantes :

Vo € R*, az? >0, VYyecR* cy? >0,
T

2
vz eR, Yy € R*,a<x> +2b(
y y

>+c>0
ou encore
a>0,¢>0 et b>—ac<O.

Du fait de la condition b?> — ac < 0, laquelle entraine ac > 0, une des inégalités a > 0 et ¢ > 0
est redondante et une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit un produit scalaire sur
FE est

a>0 et b2 —ac<O.
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EXEMPLE FONDAMENTAL : STRUCTURE EUCLIDIENNE CANONIQUE SUR R"

Dans le R-espace vectoriel £ = R", on considére I'application ¢ : E x E — R définie pour
U= (x1,...,2,) et U= (y1,...,Yn) par

o(U, ) = 211 + - - + TnYn-
Il est immédiat que ¢ est une forme bilinéaire symétrique. De plus, elle est définie positive puisque
(i, i) =2t 4+ +22>0

et

C’est le produit scalaire canonique sur R™. On note usuellement

AU =mz1y1+  +xpyn, et |Jd]| = /23 + - +22.

AUTRE EXEMPLE.

Dans le R-espace vectoriel E = (Cla,b],R) des fonctions réelles continues sur [a, b], appli-
cation ¢ : ¥ x ' — R définie pour f,g € E par

b
o(frg) = / f(x) g(x) de

est un produit scalaire sur E. En effet, il est facile de vérifier que c’est une forme bilinéaire
symétrique. Par ailleurs, elle est également définie positive puisque

b
o) = / @) de >0

et
b
<p(f,f):0:>/ f@)2dr = 0 — f =0,

La derniére égalité ci-dessus nécessite une justification : si f n’était pas identiquement nulle sur
[a, b], il existerait un point xo € [a,b] tel que f(xg) # 0 et par continuité on aurait |f(z)| >
| f(z0)|/2 sur un voisinage [xg — €, xo + €] de x. Par suite, on aurait

b xo+e
/ f(z)?dx > / f(z0)? dx = 2ef(xz0)? > 0,

0—¢€

b
ce qui contredirait ’hypothése / f(z)? dz = 0. La norme associée est donnée par
a

b
1]z = / f(x)? de.

DESSIN ?
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Théoréme 2.2 (Inégalité de Cauchy '-Schwarz ?) Soit ¢ un produit scalaire sur E. On
a linégalité
Vi, v € E, |p(u, V)| < Ny() x Ny(v).

—

De plus, Végalité |p(u, V)| = No() x Ny,(V) est satisfaite si et seulement si les vecteurs U et
U sont colinéaires.

DEMONSTRATION.

Soit P la fonction définie sur R par P(\) = N, (A + ¥)? pour tout A € R.
1. On a

P(X) = @(Ni+0, Xi+0) = N2 (i, @) +2 (i, T) +o (¥, T) = N N, (@0) 24200 (@, 7)+ N, (7, 7).

Sous cette derniére forme, il apparait que P est un polynéme de degré 2 positif. Cela
signifie que son discriminant est négatif ou nul :

90(177 17)2 - Ns@(ﬁ)2N<ﬂ(5)2 <0,

condition équivalente & 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

2. Considérons maintenant deux vecteurs , U tels que |¢(u, ¥)| = Ny (@) X Ny ().

— Si @ =0, Pégalité ci-dessus est vérifice et les vecteurs @ et @ sont colinéaires.

— Siu# 0, le polynéme P a un discriminant nul, il posséde une racine double : 9\ € R,
P(\) = 0. Cela s’écrit 3N € R, N, (A + @) = 0, ou encore IX € R, A + 7 = 0, i.e.
les vecteurs @ et ¥’ sont colinéaires.

Théoréme 2.3 (Inégalité triangulaire (ou de Minkowski?3)) Soit ¢ un produit scalaire
sur E. On a linégalité

Ny (@ + V) < Ny(u) + Ny (V)
De plus, égalité N,(t + U) = Ny(@) + N, (V) est satisfaite si et seulement si les vecteurs U
et U sont colinéaires et de méme sens.

DEMONSTRATION.

1. Développons le carré ci-dessous :
[N (@) + Ny (9)]? = Nop (@)% + 2N, () x Ny() + Nop (7).
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve
[N(@) + Np(D))? = Ny (@) + 20(, T) + Nop(9)? = N (i@ + 7)°

d’ou l'inégalité triangulaire en prenant les racines carrées de chaque membre de cette
inégalité.

1. Cauchy, Augustin Louis : mathématicien francais (Paris 1789—Sceaux 1857)
2. Schwarz, Hermann Amandus : mathématicien allemand (Hermsdorf 1843-Berlin 1921)
3. Minkowski, Hermann : mathématicien allemand (Kovno 1864-Gottingen 1909)

© Aimé LACHAL : cours de mathématiques



2. PRODUIT SCALAIRE, ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN 173

relation équivalente a

(1, V) = Ny(ti) X Ny(0).
C’est un cas particulier du cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz (notons I’ab-
sence de valeur absolue dans le premier membre). Les vecteurs @ et ¢ sont nécessairement
colinéaires. Par exemple, 3\ € R, ¥ = A\i. En reportant cela dans 1’égalité ci-dessus, il

vient la condition |A\| = A qui impose au coefficient de proportionnalité d’étre positif :

A > 0. Les vecteurs @ et ¥ sont donc colinéaires de méme sens. O
REMARQUE.

Pour les vecteurs @ = (|x1|,...,|zn|) et T = (Jy1],--.,|yn|) de R™, 'inégalité de Cauchy-

Schwarz prend la forme remarquable

n n n n
D miyi <Y el < ([ Y a? | D02
i=1 i=1 i=1 i=1

et pour les fonctions @ = | f| et ¥ = |g| de C(][a, b],R), elle revét la forme non moins remarquable

<Aﬂﬂmammx<v%fﬂwwx¢lﬂwﬁm.

Les inégalités intermédiaires écrites en premiers membres proviennent de I'inégalité triangulaire
sur R appliquée a n vecteurs.

]Aﬁﬂmg@nm

On voit ainsi que la norme N, associée a un produit scalaire ¢ vérifie les propriétés d'une
norme générale dont voici la définition.

Définition 2.4 Une norme sur E est une application N : E —s R vérifiant les propriétés
sutvantes :

1. Yi e E\{0}, N(@) >0;
2. YA eR, Vi€ E, N\@) = |\N(@) ;
3. Vi, v € E, Ny(ii + 7) < Ny(10) + Ny(7).

La norme N, étant issue d'un produit scalaire, a savoir ¢, porte le nom de norme euclidienne.
Une question naturelle qui se pose alors est la suivante : disposant d’une norme sur F, est-
elle euclidienne, c’est-a-dire est-elle associée & un produit scalaire sur £ 7 La réponse n’est pas
toujours positive et on démontre qu’'une norme est euclidienne si et seulement si elle vérifie
I'identité du parallélogramme (dont la démonstration est immédiate) énoncée ci-dessous.

Théoréme 2.5 (Identité du parallélogramme) La norme N, vérifie l’égalité

N (@i +0)% + N, (il — 0)° = 2N (@) + N, (5.

Cette égalité s’'interpréte comme suit : dans le parallélogramme formé par les vecteurs u et ¥/, la
somme des carrés des longueurs des diagonales est égale a la somme des carrés des longueurs des
cotés (voir Fig. 6.1).
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FIGURE 6.1 — Identité du parallélogramme

2.2 Orthogonalité

Dans cette partie, on se place dans un espace vectoriel euclidien (F, ) et 'on définit diverses
notions d’orthogonalité. Ces notions pourraient étre étendues au cas d’une forme bilinéaire sy-
métrique qui n’est pas définie positive mais cette situation ne sera pas examinée ici.

(a) Orthogonalité de deux vecteurs, de deux sous-espaces vectoriels

Définition 2.6(a). Deux vecteurs i,V € E sont orthogonaux lorsque ¢(4,v) = 0. On
note cette propriété i L U.

(b). Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont orthogonaux lorsque ¥(u,v) € F' x G,
(TR

Théoréme 2.7 (Pythagore?) Soit i, 7 deur vecteurs de E. On a ’équivalence

@ L T <= Ny(i+ 0)* = Ny(i0)* + Ny (7).

DEMONSTRATION.

Le développement du carré N, (@ + @)? donne

et 'on voit que

4. Pythagore : philosophe et mathématicien grec (Samos vers 570 av. J.-C-Métaponte, 480 av. J.-C)
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(b) Bases orthonormées, procédé d’orthogonalisation de Gram °-Schmidt©

Définition 2.8 Soit S = {u1,..., U} un systéme de vecteurs de E.
— Le systeme S est orthogonal lorsque les vecteurs de S sont deuz a deux orthogonaux :

Vi,je{l,...,k}, i #j=u; L.

— Le systeme S est orthonormé lorsqu’il est orthogonal et tous les vecteurs de S sont
normés (ou unitaires), c’est-a-dire de norme 1. Ces conditions se résument selon :

o oL 0 sii#j
Vi,je{l,...,k}, @(Uiauj)_{l siz’?:éj"

Proposition 2.9 Un systeme orthogonal ne contenant pas le vecteur nul est libre.

DEMONSTRATION.

Soit § = {1, ..., Uy} un systéme de vecteurs de E orthogonal et ayq, ..., oy des scalaires
tels que a4+ - - - + agir = 0. On a alors

Vi e {17 . '7k}7 ()0(05161 +---+ akﬁk,ﬁi) =0.
Or
plonty + -+ + oy, U;) = cap(Un, @) + -+ - + app(ly, U)oy p(t;, U;) = Ny (U;).

On a a fortiori
Vie{l,...,k}, Ny (d;) = 0.

Si 'on suppose de plus que S ne contient pas le vecteur nul, on a Ny, (1;) # 0 et par suite
Vi e {1,...,k}, a; =0, prouvant ainsi que le systéme S est libre. O
A ce niveau, une question naturelle qui se pose est la suivante : existe-t-il des bases de E
orthonormées ? Examinons tout d’abord un exemple.

EXEMPLE.

Dans le R-espace vectoriel R™ muni de sa structure euclidienne canonique, la base cano-
nique est une base orthonormée : si €; = (0,...,1,...,0) pour 1 < i < n, alors €;.€; =0
Siijet @] =1

La réponse a la question posée ci-dessus est positive dans le cas général et le procédé
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt permet de construire une base orthonormée a partir
d’une base quelconque de F.

Soit {u1, ..., U, } une base de E. On va construire une base orthogonale {é1,...,é,} telle
que pour tout i € {1,...,n}, & soit combinaison linéaire de uy,...,u;, puis en déduire
une base orthonormée {£7,...,&,} en posant & = —.

Ny ()

— On commence par poser simplement €| = 7.

5. Gram, Jgrgen Pedersen : mathématicien danois (Nustrup 1850-Copenhague 1916)
6. Schmidt, Erhard : mathématicien allemand (Dorpat 1876-Berlin 1959)

(© Aimé LACHAL : cours de mathématiques



176

CHAPITRE 6. ALGEBRE BILINEAIRE REELLE

On cherche ensuite le vecteur € sous la forme €5 = @y — ai12€1 ol le scalaire a9 est
tel que é5 L 1. On a

D’ou le vecteur

DESSIN A FAIRE
De maniére analogue, on cherche le vecteur €3 sous la forme €3 = i3 — 1361 — qa3€2
ou les scalaires a3 et a3 sont tels que €3 L €7 et €3 L €. On a

Q13 =

On a ainsi trouvé le vecteur

DESSIN A FAIRE
On construit ainsi de maniére récurrente le vecteur €; pour j < n a l'aide du vecteur

donné ; et des vecteurs précédemment construits €7,...,€;_1 selon
J— o
— — QD(QZ, uj) —
€ = Uj — — Q= S~ 6
22 o(@, )
On dispose finalement d’un systéme orthogonal {€1,...,é,}. Il est libre et contient
n vecteurs, c’est donc une base orthogonale de E. L’ultime étape consiste & normer
chacun des vecteurs €; en les remplagant par £ = @) €; et le systéme {&7,...,&,}
©\€j

est une base orthonormée de FE.

REMARQUE.

Signalons une astuce pour le calcul de la norme N, (€;) apparaissant dans 1'ultime étape

de

I’algorithme précédent : on a
S ol )
gj)z = (p((%’é}) = So(gjvﬁj - (—7:7 —»j) é;)
i1 PEis €4
(@i
- Qo(éjjvﬁ]) - 1'7 _;7 Sp(éfja é;) - ¢(€]7ﬂj)
i1 ©(€i, €)
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puisque le vecteur €; est orthogonal a tous les €7, ...,€;_1. Compte tenu de I'expression
relativement complexe du vecteurs €, la quantité (€}, ;) est en pratique plus simple &
évaluer que (€}, €;).

EXEMPLE.

Soit, dans le R-espace vectoriel E = R3 muni de sa structure euclidienne canonique, la
base {1, U2, U3} donnée par

;= (1,1,1), 42 = (1,1,0), @3 = (1,0,0).

Construisons selon le procédé de Gram-Schmidt une base orthonormée {&1,£5,€5} de E
a partir de la base donnée. On commence par construire une base orthogonale {é7, €3, €3}
de E' comme suit :

L. L, ey, L, Epug , €203
€1 = uy, 2=U2 — S5 €1, €3=U3— 5 €1 — 5 5 €2.
€1.e1 €1.e1 €9.€69

De simples calculs conduisent &

4 /112y L (1 1
1_(17171)7 62_<3737 3>7 3 <27 270>

Enfin, on normalise cette base en posant

- r . r . I
€1 =75 7€, €&€2=g757€2, €E€3= 757€3
=t €] €|

et I’on obtient explicitement

oy
Oy
I

G- 5= G
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Théoréme 2.10 Soit B = {€é,...,€,} une base orthonormée de E.
(a). On a
n
VieE, Q= oli,&)é.
i=1
En d’autres termes, les coordonnées du vecteur i relativement a B sont les scalaires
(i, €), 1 <i<n.
(b). On a

i=1
En posant x; = ¢(u,€;), yi; = @(U,€) et en introduisant les matrices-colonnes
1 Y1
X = : etY = o |, cela s’écrit plus simplement
In Yn

n
Vi, i € B, o(i,7) = Y xy; = XY =YX et Ny
=1

(¢). La matrice du produit scalaire ¢ relativement a la base orthonormée B est la matrice
unité :
Mat(p; B) = I,.

En particulier, le rang de @ est n et la forme bilinéaire ¢ est non dégénérée.

(c) Orthogonal d’un sous-espace vectoriel

Définition 2.11 Soit F' un sous-espace vectoriel de E. L’orthogonal de F' est le sous-
ensemble de E noté F- défini par

Fl={icE:VieFaldv).

Théoréme 2.12 Soit I’ un sous-espace vectoriel de E.
(a). L’orthogonal F+ de F est un sous-espace vectoriel de E.

(b). Les sous-espaces vectoriels F' et FL sont supplémentaires dans E, et donc
dim(F1) = dim(E) — dim(F).

Le sous-espace vectoriel F- est le supplémentaire orthogonal de F .

(c). L'orthogonal de F* est F : (FY): =F.

DEMONSTRATION.
— Soit a, B € R et @&, 7 € F-. On a pour tout @ € F

p(at + U, w) = ap(d, @) + (T, W) =0
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puisque @ L @ et ¥ L &. Donc ail + U L W, i.e. aii + BT € F-, ce qui prouve que
FL est un sous-espace vectoriel de E.

— Soit Br une base orthonormée de F'. En utilisant le procédé d’orthogonalisation de
Gram-Schmidt, on peut compléter le systéme orthonormé By en une base orthonormée
B de E : B= BprUB'. Dans cette construction, les vecteurs de B’ sont orthogonaux a
ceux de Bp, donc B’ ¢ F'* puis

E = vect(B) = vect(Br U B') = vect(Br) + vect(B') ¢ F + F*.
Ayant évidemment l'inclusion inverse F + F- C E, on a exactement 1'égalité
E=F+F*.

Soit d’autre part i € FNEFL. On a i € F*+, donc Vi € F, (i, ¥) = 0. En particulier,
puisque @ € F, p(@, @) = 0. L’application ¢ étant un produit scalaire, seul le vecteur
vérifie cette relation ; 4 = 0 et par conséquent

FnFt={0}.

On a ainsi prouvé que
E=FaF*,

En d’autres termes, les sous-espace vectoriel F et F+ sont supplémentaires dans E.
— Soit 4 € F. On a Vi € F, o(il,7) = 0, et alors @ € (F+)*. Ceci démontre I'inclusion
F C (F)L. Par ailleurs, en utilisant le point précédent,

dim((F+)1) = dim(F) — dim(F1) = dim(E) — [dim(E) — dim(F)] = dim(F).
Cela permet de conclure & I'égalité F' = (F+)*. O

REMARQUE.

En dimension infinie, le biorthogonal de F, noté F+1, est parfois plus grand que F.

Soit par exemple F = £* 'ensemble des suites réelles (s )nen telles que la série (3" u2) soit convergente.
Si 4 = (Un)nen €t v = (vVn)nen sont deux suites de E, alors I'inégalité élémentaire (z + y)2 < 2(302 + y2)
montre que la série (3 (un + vn)?) est convergente et donc que la suite u + v est un élément de E. De
plus si A € R, alors la suite Au est aussi un élément de E. Ainsi E est un R-espace vectoriel.

Par ailleurs, 'inégalité de Cauchy-Schwarz assure que la série (> unvy,) est convergente. En effet, pour
tout n € N :

n n n (e o) (o)

2 2 2 2
§ [urvr] < § Uy § v < E uk E :’Uk
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

donc la suite des sommes partielles de la série a termes positifs (D |urvi|) est bornée, cette série est donc
convergente. La série (D unvy) est absolument convergente, donc convergente.

On pose alors
Yu,v € E, p(u,v) = Zukvk.
k=0

On vérifie facilement que ¢ définit un produit scalaire sur E.

Considérons & présent dans F le sous-ensemble F' des suites a support fini, c’est-a-dire qui n’ont qu’un
nombre fini de termes non nuls. Il est clair que F' est un sous-espace vectoriel de E/ qui contient les suites
élémentaires eo, e1, ez, ... constituées d’un seul terme non nul et qui vaut 1 : e = (0,...,0,1,0,...), le
1 se trouvant a la k° position (k € N).

Déterminons l'orthogonal du sous-espace vectoriel F relativement & ¢. Un vecteur u = (un)nen de E
orthogonal & F' est en particulier orthogonal a toutes les suites ex, k € N : p(u,ex) = ur = 0 et donc
u = 0, i.e. u est la suite nulle. Ainsi F+ = {0}, puis clairement (F+)* = E. On a un exemple de
sous-espace vectoriel F' pour lequel F' ; (FH)*.
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Proposition 2.13 Soit I' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
(a). Si F C G, alors G+ C F*.
(b). Les orthogonauzr de F + G et F' NG sont respectivement donnés par

(F+G)r=FfnGt e (FNG)*=Ft+Gh

DEMONSTRATION.
(a). Soit % € E. On a les implications
GeFt —=VieG @li=ViecF tli—tdcG".
D’ou linclusion G+ C F*.
(b). Soit @ € E. Les équivalences suivantes sont trés claires :
Ge€(F+G) =i L (F+G)«—=idlFeti |l G+icF-naG*

Elles montrent 1’égalité
(F+G)t =FtnaGt.

Puis, en considérant les orthogonaux des sous-espaces vectoriels ci-dessus, aprés ap-
plication du théoréme 2.12 et changement de notations,

(FNG ) =[(F'+G) - =F +d.

Prenons pour F' et G’ les sous-espaces vectoriels F- et G. Une nouvelle application
du théoréme 2.12 fournit F'* = F et G’ = G et la relation précédente s’écrit

(FNG)t =F++ G+ 0

EXEMPLE.

Soit 4 € E et D la droite vectorielle engendrée par le vecteur #. Déterminons 1’orthogonal
de D. Fixons une base orthonormée B = {é1,...,¢€,} de F et introduisons les coordonnées
de 4 relativement & B : 4 = ai€; + -+ 4+ a,€,, puis ¥ un vecteur générique de E :
U=ux1€1+ -+ xn€,. On a

TeDt <= VieD, LT ili o,v) =0 ayz)+ -+ apx, = 0.

L’orthogonal de D est donc le sous-espace vectoriel

DL:%:{$1€1++$7L€” : alx1+-~~+an$n:0}.

On a dim(H) = dim(F) — dim(D) = n — 1, H est donc un hyperplan vectoriel. Récipro-
quement, I'orthogonal de I’hyperplan vectoriel H est la droite vectorielle D :

H+=D= vect(ai€] + -+ + anéyp).

Distance entre sous-espaces vectoriels

A FAIRE
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2.3 Réduction des formes quadratiques

Les valeurs propres d’une forme quadratique sont les valeurs propres de sa matrice relative-
ment & une base orthonormée (quelconque) de E.

Corollaire 2.14 Soit ¢ une forme quadratique sur E. Notons A\1,..., A, ses valeurs propres.
Alors il existe une base orthonormée B' = {é],..., €.} de E relativement a laquelle on a

n n
pour tout U = iné'i eFE, qu)= Z N2,
i=1 i=1

DEMONSTRATION.

Soit B = {é€, ..., €y} une base orthonormée de E et A = Mat(q; B) = (ai;)1<i,j<n- La matrice

A est symétrique réelle, donc diagonalisable via une matrice de passage orthogonale : A = PD'P
ou D est la matrice diagonale des valeurs propres de ¢, D = diag(\1,..., A,), et P est une matrice
orthogonale : 'P = P~! (cf. théoréme 3.6). La matrice P peut donc étre considérée comme la
matrice de passage de la base orthonormée B vers une autre base orthonormée B’ : P = Pg_,p
(cf. proposition 3.5). Introduisons alors les matrices-coordonnées d’un vecteur @ générique de

x1 @)
E : X = Mat(a;B) = : et X' = Mat(u;B') = : |. Rappelons pour mémoire que,

Tn, x,
relativement A la base B,

q(w) = Z rir; = 'XAX.
1<i,j<n

Effectuons le changement de bases X = PX’. La formule de transformation correspondante au
niveau de la forme quadratique donne immédiatement

n
q(il) ="XAX ='X'DX' =) \af?. 0
=1

Corollaire 2.15 Soit ¢ une forme quadratique sur E. Alors q est définie positive si et seule-
ment si toutes ses valeurs propres sont strictement positives.

DEMONSTRATION.

Notons A1, ..., A, les valeurs propres de q. D’aprés le corollaire 2.14, il existe une base or-
thonormée B’ relativement a laquelle on a

n
q(i) = > Niaf?.
i=1
— Supposons les valeurs propres de ¢ strictement positives. Dans ce cas, on a clairement
n

n
=1

et la forme quadratique g est définie positive.
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— Si ¢ admet deux valeurs propres de signes opposés, disons par exemple Ay > 0 et Ay < 0,
alors le vecteur non nul 4y de coordonnées (v/—M\2,v/A1,0,...,0) relativement a la base
B’ vérifie g(iy) = 0. Ceci montre que la forme quadratique ¢ n’est pas définie positive.

REMARQUE.

Les vecteurs @ € E vérifiant (@) = 0 sont dits isotropes pour gq. Une forme quadratique est définie positive
ou définie négative si et seulement si elle n’admet pas de vecteur isotrope non nul. Par ailleurs, on vérifie aisément
que si 4 est un vecteur isotrope pour ¢, alors il en est de méme pour tous les vecteurs colinéaires a 4. En d’autres
termes, si I’ensemble des vecteurs isotropes de ¢ contient un vecteur non nul #, il contient la droite vectorielle

engendrée par i toute entiére. On parle alors de cone isotrope de q.

Définition 2.16 La signature d’une forme quadratique q est le couple (r,s) our et s désignent
respectivement le nombre de valeurs propres strictement positives et strictement négatives.

Le corollaire 2.15 s’énonce en termes de signature comme suit :

q est définie positive si et seulement si sa signature est (n,0).

Application : réduction des quadriques A FAIRE

COMPLEMENT : DECOMPOSITION DE GAUSS, FACTORISATION DE CHOLESKY.

On se propose d’étudier sur deux exemples particuliers d’autres problémes relatifs aux formes
quadratiques.

1. Décomposition de Gauss : considérons la forme quadratique ¢ définie sur le R-espace
vectoriel E = R?® muni de sa structure euclidienne canonique par
q(z,y, 2) = 4a® — 4y* — 1222 + 62y — 8xz + 14yz2.

Sa matrice relativement a la base canonique est donnée par

4 3 —4
A= 3 -4 7],
4 7T 12

dont le polynéme caractéristique est Aa(\) = —A(A? + 12X — 90). On voit donc que A
admet trois valeurs propres distinctes : 0, A = —6 4+ 3v/14 et y = —6 — 3v/14. Les valeurs
propres A et u sont de signes opposés. Le rang de ¢ est 2 et sa signature est (1,1) (une
valeur propre positive et une négative). On sait que la forme réduite de q est, relativement
4 une base orthonormée appropriée,

q(z,y,2) = Az + %,
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En écrivant

3
422 + 6y — 8xz = (2:6)2 + 2(2x) <2 Y= 23)

3 > /3 2
= <2x+2y2z> <2y22)
3 9
= <2x+y—2z) — Sy 4 6yz — 422

2 4

on peut réécrire ¢ sous la forme

3 2
q(x,y,2) = <2$+2y—22 +<—y +6yz—4z>—4y2—1222+14yz

2
3 2 2
= <2x+2y—2z ( Yy — 4z) .

Q(x7y> Z) = Ll(xaya Z)Q - L2(ya Z>2

2
= <2x+3y—2z> y + 20yz — 162>

Finalement,

avec ; 5
Li(z,y,z) =2z + 2Y- 2z et Lao(y,z) = §y—4z.

Cette décomposition fait apparaitre, tout comme q(x,y, z) = Az’ + uy'?, la différence des
carrés de deux formes linéaires non proportionnelles. Ceci est un fait général, il constitue
la loi d’inertie de Sylvester” : toutes les décompositions en combinaisons linéaires de
carrés de formes linéaires linéairement indépendantes contiennent les mémes nombres de
coeflicients positifs, négatifs et nuls.

2. Factorisation de Cholesky?® : considérons la forme quadratique ¢ définie sur le R-espace
vectoriel E = R? muni de sa structure euclidienne canonique par

17
q(z,y, 2) = 42* + > y? 4 2422 + 6xy — 8xz — 2692

Sa matrice relativement a la base canonique est donnée par

4 3 -4
A= 3 ¥ -13],
—4 13 24

dont le polynéme caractéristique est Aq(\) = —A\3 + 74—3/\2 — 140X + 100. Une étude des
variations de la fonction A permet de voir que A admet trois valeurs propres distinctes
strictement positives A, u,v. Le rang de ¢ est 3 et sa signature est (3,0). La forme qua-
dratique ¢ est définie positive. On sait que la forme réduite de ¢ est, relativement & une
base orthonormée appropriée,

q(z,y,2) = Ao + py? + vz,

7. Sylvester, James Joseph : mathématicien anglais (Londres 1814-Londres 1897)
8. Cholesky, André-Louis : ingénieur frangais (Montguyon 1875-Bagneux 1918
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L’évaluation du polynoéme caractéristique de A étant assez pénible, et n’ayant pas obtenu
explicitement les valeurs propres de A, la méthode de Gauss semble plus judicieuse pour
étudier g. Cette méthode conduit ici &

3 2 9 17
q(z,y,2) = (2zr+2y—2z> +(—4y2+6y2—422>+2y2—|—24z2—26yz

3 > 25
= <2x+2y—2z> +Zy2—20yz+2022

3 > /5 2
= (2:U—|—2y—2z> +(2y—4z> + (22)%

q(z,y,2) = L1(z,y,2)* + La(y, 2)* + L3(2)*.

Finalement,

avec

3 5
Li(z,y,2) =2x + iy — 2z, Lo(y,2) = iy — 4z, L3(z) =2z.

Sous cette forme, il est aisé de voir que ¢ est définie positive. En effet,

q(z,,2) =0 = Li(z,y,2)*> + La(y, 2)> + L3(2)> =0
= Li(z,y,2) =0, La(y,2) =0, L3(z) =0
2:6—{—%3/—22: 0
— Sy—4z2=0
22=10
— z=y=2=0.

L’application ,/q définit donc une norme et la forme polaire de ¢ est un produit scalaire.
La décomposition ainsi obtenue conduit & une factorisation intéressante de la matrice A :

partant de
Ll(xayvz)
Ll(m,y,z)2+L2(y,z)2+L3(z)2:(Ll(m,y,z) LQ(Z/,Z) L3(Z)) Lg(y,Z) )
Ls(z)
puis
2 0 0
(Li(x,y,2) La(y.2) Ls(2) = (= y 2)| § § 0
-2 —4 2
Ll(xvyaz) 2 % —2 x
L2(y72) = 0 g —4 Yy )
Ls(z) 00 2 z
on tire
2 0 0\ /2 3 -2\ [z
gz, y,2)=(z vy z)| 53 3 0)lo 32 4|y
-2 —4 2 00 2 z

D’autre part, A étant la matrice de g dans la base canonique, on a aussi

T

@y, z)=(z y 2z)A|y
z
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La confrontation des deux représentations de g ci-dessus fournit la factorisation

2 3 -2
A='TT avec T=10 g 4
0O 0 2

Ce type de factorisation est possible pour toute matrice carrée symétrique réelle définie
positive.

Voici une application de la manipulation effectuée ci-dessus a la résolution d’un systéme
linéaire d’équations. Considérons le systéme d’inconnues x,y, z et de paramétres a, b, ¢

dr+ 3y— 4z=a
(S) 3z+Ty—132=1.
—4dr — 13y +24z=c

x a
Il s’écrit matriciellement AX = B avec X = | y | e¢ B = [ b |. Remarquons tout
z

d’abord que
det(A) = det(*TT) = det(*T) det(T") = det(T)* # 0

puisque det(T) = 2 x 3 x 2 = 10. Le systéme (S) est donc un systéme de Cramer et
posséde une solution unique (z,y, z). La factorisation de Cholesky raméne la résolution

x/

de (S) a la celle de deux systémes triangulaires. En effet, en posant X' =TX = | ¢/ |,

Z/

on a AX = B <= 'T X’ = B, ce qui donne le systéme
2 =a
(8 2o 43y =
=22 — 4y +22' = ¢

Le systéme (S') étant triangulaire se résout simplement :

x/_ 1

_ la
/o 3 2

r— _ 1 4 1
Z = 10a—1—5b—|—20

Il reste a résoudre le deuxiéme systéme TX = X’ ou X' est la solution de (S’) qui vient
d’étre trouvée :

20+ 3y—22=2a
(8") Sy—dz=1y .
22= 2
Remarquons que la résolution du systéme (S’) était équivalente a la recherche de la matrice

inverse de ‘T et que la résolution du systéme (S”) est équivalente a la recherche de la
matrice inverse de T'. On a en fait obtenu

Ol oo O
= o O
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d’ott 'on tire

1 3 _ 1
2 10 10
—1_ 2 4
T—=10 ¢ z
1
0 O 3
et enfin
1 3 1 1
2 710 10 7@
— =1yt _ 2 4 _3 2
X=T"X'=1]0 z = pat+zb
1 1 4 1
0 0 5 ﬁa+5b+2c
c’est-a-dire
_ 7.1 1
x pa—gb—g5¢

I
I
)
S
S
+
SN
>
+
=
9}

3 Isométries vectorielles

Dans ce paragraphe, on se place dans un espace vectoriel euclidien (E,¢) de dimension n.
On note N la norme associée au produit scalaire ¢. On s’intéresse aux endomorphismes de E
qui conservent la structure euclidienne.

3.1 Définition, propriétés

Définition 3.1 Soit f € L(E) un endomorphisme de E. L’application f est une isométrie
vectorielle de E lorsqu’elle conserve la norme :

Vi € B, N(f(@)) = N(4).

Voici quelques propriétés immédiates.

Proposition 3.2 1. Les isométries vectorielles de E sont des automorphismes de E

2. Soit f et g des isométries vectorielles de E. Alors les endomorphismes f o g et f=1
sont également des isométries vectorielles de E.
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DEMONSTRATION.

1. Soit 4 € E un vecteur tel que f(@) = 0. On en déduit alors que N (@) = N(f(@)) = 0,
puis que % = 0. Cela montre que Ker f = {0}, donc que f est injective et en fait bijective
puisque f est un endomorphisme de E.

2. La deuxiéme assertion résulte aisément des égalités suivantes :

N((fog)(@)=N(g(@)=N(@ et N(f7(2)=N(f(f(@))=N@. O

Proposition 3.3 Soit f € L(E). L’application f est une isométrie vectorielle de E si et
seulement si elle conserve le produit scalaire :

Vu,v € E, Qo(f(ﬁ%f(ﬁ)) = W(ﬁv 17)

DEMONSTRATION.

1. Supposons que ¢ conserve le produit scalaire. Alors, pour tout 4 € E,

et ¢ conserve la norme.

2. Supposons que @ conserve la norme. Partant de I'expression de ¢ au moyen de N suivante

1

(i) = [N+ 0 — NG~ )7,
on trouve successivement
P, F) = §INC@) + F@) ~ N(F() — f()))
= L IN(FGE+ )~ N~ )
= NG+~ N~
= »(4,7)
et v conserve le produit scalaire. 0

Le théoréme suivant énonce quelques propriétés caractéristiques des isométries vectorielles &
I'aide de bases orthonormées.

Théoréme 3.4 Soit f € L(E).
1. St f est une isométrie vectorielle de F, alors pour toute base orthonormée B de F,
limage f(B) est encore une base orthonormée de E.
2. S’il existe une base orthonormée B de E dont l'image f(B) est une base orthonormée

de E, alors l’endomorphisme f est une isométrie vectorielle de E.

3. Soit B une base orthonormée de E et A = Mat(f;B) la matrice de l’endormorphisme
f relativement a la base B. L’application f est une isométrie vectorielle de E si et
seulement si la matrice A est orthogonale.

(© Aimé LACHAL : cours de mathématiques



188 CHAPITRE 6. ALGEBRE BILINEAIRE REELLE

DEMONSTRATION.
1. Supposons que f soit une isométrie vectorielle de E. Soit B = {é1,...,€,} une base
orthonormée de E. Vérifions que le systéme de vecteurs f(B) = {f(€1),..., f(€n)} est
une base orthonormée de E. On a

@) &) =veney={ § 5177

et alors f(B) est un systéme orthonormé donc libre. Comme il contient n vecteurs, c’est
une base orthonormée de E.

2. Soit B ={é1,...,€,} une base orthonormée de E telle que le systéme de vecteurs f(B) =
n
{f(&1),..., f(é,)} soit une base orthonormée de E. Pour un vecteur générique 4 = Z X;i€;
i=1

de E, on a d’une part

et d’autre part

Ainsi Vi € E, N(f(u4)) = N(u), donc f est une isométrie vectorielle.

3. Soit A = Mat(f;B) = (aij)i<i,j<n la matrice d'un endomorphisme f relativement a une
base orthonormée B de E. Rappelons que les a;;, 1 <4, j < n, sont définis par les relations

n
f(€) = Zaijé}-, 1 < j < n. Calculons le produit ‘AA :
i=1

tAA = < Z akiakj>
k=1 1

<i,j<n

n
Observant que la somme Z ap;ak; n'est autre que le produit scalaire de f(€;) par f(€j) :
k=1

on obtient
"AA = (p(f(&), f(€)<ij<n-

Par suite, il vient les équivalences suivantes :

f est une isométrie vectorielle <= le systéme {f(€1),..., f(€,)} est une base de E
s L. 0 siij
—= AA=1,

<= A est une matrice orthogonale.
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Si A € M, (K) est une matrice orthogonale, on a
det(A)? = det(*A) det(A) = det(*AA) = det(I,) = 1

d’ou

det(A) = £1.
Cette remarque conduit a faire une distinction entre les isométries vectorielles possédant un
déterminant égal a 1 et celles possédant un déterminant égal a -1.

Définition 3.5 Soit f une isométrie vectorielle de E.
— Sidet(f) =1, Uapplication f est une isométrie directe (ou positive) ;
— Sidet(f) = —1, Uapplication f est une isométrie indirecte (ou rétrograde ou négative).

Définition 3.6 Soit B et B’ deuz bases orthonormées de E et f lisométrie vectorielle en-
voyant B sur B'.

1. Les bases B et B’ ont méme orientation (resp. des orientations contraires) lorsque f
est une isométrie directe (resp. indirecte).

2. On oriente l'espace vectoriel euclidien (E,p) en décrétant qu’une base orthonormée
B de E choisie au préalable est positivement orientée; elle servira d’orientation de
référence. Une autre base orthonormée de E est directe (resp. indirecte) si elle a méme
orientation que B (resp. une orientation contraire a celle de B).

EXEMPLE.

Dans un espace vectoriel euclidien E de dimension 3, le produit vectoriel permet de construire
facilement une base orthonormée directe a partir de deux vecteurs unitaires orthogonaux u, v €
E : le systéme de vecteurs (@, ¥, “A¥) est une base orthonormée directe de F, alors que (@, ¥, —ti A
¥) est une base orthonormée indirecte de F

3.2 Classification des isométries vectorielles en dimension < 3

Avant de décrire complétement les isométries vectorielles d’un R-espace vectoriel de dimension
< 3, faisons quelques remarques préliminaires.

Proposition 3.7 Une isométrie vectorielle d’un espace vectoriel de dimension impaire admet
au moins 1 ou —1 pour valeur propre.

DEMONSTRATION.

Le polyndéme A 4 étant de degré impair, il admet nécessairement au moins une racine réelle
(c’est une simple conséquence du théoréme des valeurs intermédiaires : la fonction A 4 est continue
ayant des limites infinies de signes opposés a I'infini). De plus, si A est une valeur propre de f et
@ € E un vecteur propre associé¢ a A\, on a N (@) = N(f(@)) = N(A\@) = |A\|N (@) d’ou 'on déduit
|A| = 1. Donc les seules valeurs propres réelles possibles sont 1 et —1. On peut en fait démontrer
en se plagant sur C que toutes les valeurs propres (complexes) de f sont de module 1. ad
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Proposition 3.8 1. Si F et G sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux de E, alors
il en est de méme des sous-espaces vectoriels f(F) et f(G).

2. En particulier, si F est un sous-espace vectoriel de E stable par f, alors il en est
de méme du sous-espace vectoriel f(F'). De plus, la restriction de f a F induit une
isométrie vectorielle de F' : flp: F — F.

DEMONSTRATION.
1. Soit (i, 7) € F x G. Puisque f est une isométrie et F' 1. G, on a ¢(f (@), f(V)) = ¢(u, V) =
0, ce qui implique
V(4,7) € F x G, f(d) L f(7),

soit encore
f(F) L f(G).

2. Soit F' un sous-espace vectoriel stable par f. Cela signifie que f(F) C F. En fait, on a
ici plus particulierement f(F) = F'; ceci est di a l'injectivité de Iisométrie f qui assure
I'égalité des dimensions de f(F') et F'. En appliquant alors le résultat précédent & G = F -
on voit que les sous-espaces vectoriels f(F1) et f(F) = F sont orthogonaux et donc
f (FL) C F*. Par le méme argument que celui évoqué ci-dessus, on a plus précisément

JEY = FL.
F qui est évidemment

—
— f(4)
une isométrie vectorielle de F'. O

On peut donc considérer I'application restreinte f|p : F
0

Un exemple de sous-espace vectoriel stable par f est un sous-espace propre de f. Notamment,
lorsque f admet pour valeur propre 1 (resp. —1), le sous-espace propre associé¢ a 1 : Inv f (resp.
—1: Ker(f +1idg)) est un sous-espace vectoriel stable par f, et son othogonal aussi. I’avantage
de ce résultat est qu’il permet d’étendre des propriétés d’isométries d’un espace vectoriel de
dimension inférieure & celle de £ aux isométries de E.

REMARQUE.

Il ne faut pas confondre un sous-ensemble de E stable par f et le sous-ensemble des vecteurs
de FE invariants par f. En effet, dire que F' est stable par f (on dit aussi que F' est globalement
invariant par f) signifie que

Vi e F, f(d) € F,

mais on n’a pas nécessairement f(i) = i, c’est-a-dire le vecteur 4 n’est pas nécessairement par

f.

3.2.1 Cas de la dimension 1

Supposons que F soit une droite vectorielle engendrée par un vecteur unitaire Z, re. B =
vect{i} avec N (i) = 1. Un endomorphisme f € L(F) est entiérement déterminé par f(i) = ai
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pour un certain réel a. Le scalaire a est en fait une valeur propre de f, et d’aprés la proposition 3.7,
si f est une isométrie vectorielle, a ne peut égaler que 1 ou —1 :

f = +idg.

Ainsi, les seules isométries vectorielles de E sont l'identité de F et son opposée.

3.2.2 Cas de la dimension 2

Supposons que E soit un plan vectoriel engendré par deux vecteurs orthogonaux et unitaires
i, j, i.e. E = vect{i,j} ou {i,j} est une base orthonormée que l'on considérera directe. Un

endomorphisme f € L(FE) est déterminée par sa matrice A = Mat(f;B) = (i Z) Cherchons

a quelles conditions f est une isométrie vectorielle, ou encore, en termes matriciels, A est une
matrice orthogonale. Effectuons tout d’abord un petit calcul :

2, 12
taa_ [a°+b° ac+bd
AA_(ac—i—bd A+d® )

On a alors les équivalences

f est une isométrie vectorielle <= a®>+b* = +d>=1 et ac+bd=0
(a,b) = (cosf,sinf)
<— 0,0 €[0,2n], ¢ (c,d) = (cosp,sinyp)

cos B cosp + sinfsinp = 0

Or cosf cos p + sin @ sin = cos(6 — ¢), donc la derniére équation ci-dessus impose a 6 et ¢ la
condition ¢ = 0 + B [mod. 27] et alors (¢,d) = £(—sin#, cos ). On tombe sur deux familles de

matrices orthogonales (et donc d’isométries vectorielles).

(a) Premiére famille : elle correspond aux matrices de la forme
cosf —sinf
A= . .
( sinf  cosf >
L’isométrie vectorielle f est la rotation vectorielle d’angle 6 (voir Fig. 6.2).

REMARQUES.

1. Notons que l'on a det(A) = 1, donc les rotations sont des isométries vectorielles
directes.

2. Le polynome caractéristique de A est donné par A4 (A\) = A2 —2Xcosf+1 et A admet
les valeurs propres complexes conjuguées e’ et e=*. La matrice A est diagonalisable
sur C mais ne l'est pas sur R excepté les cas triviaux ou § = 0[mod.27] et § =
7 [mod. 27] correspondant & +idg.

cosf —sind

3. En posant Ay = <sin9 s 0

) pour tenir compte de la dépendance du paramétre

¢, on a les relations AgA, = Ag, et A;l = A_gy qui montrent que ’ensemble des ma-
trices Ay, 0 € R, est un sous-groupe commutatif du groupe multiplicatif des matrices
carrées d’ordre 2 inversibles.
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Gy

rf****"“cose f(@)
|
|
|
i Sina **************** }f(l) ,L—L‘
|
-\ | y
| |
| 9 7

—sin6 cos )

FIGURE 6.2 — Rotation vectorielle en dimension 2

(b) Deuxiéme famille : elle correspond aux matrices
cosf  sinf
A= . .
sinf —cosf
On a A? = Iy, ce qui montre que lisométrie f est une symétrie vectorielle de E. Ses
sous-espaces vectoriels caractéristiques sont les suivants :

— l’ensemble des vecteurs invariants de f, Inv f = Ker(f — idg), qui est caractérisé par

le systéeme
{ (cosf — 1)z + sinfy = 0

sinfz+ (cosf+1)y =0

Se souvenant des formules trigonométriques

0 0 0
1+cosf =2cos® =, 1 —cosh = 2sin® =, sinf = 2sin - cos —,
2 2 2 2
le systéme précédent est équivalent a ’équation
in - — - =0.
TSin g — ycos g
I1 s’agit de la droite vectorielle d’angle polaire 6/2 :
0- . 0-
Ian:D:VQCt{COS§Z—|—Sln§]};

— l’ensemble des vecteurs anti-invariants de f, Ker(f + idg), qui est caractérisé, de
maniére analogue, par ’équation

O ysin? =0
X COS — Sin — = U.
g T YSHG

C’est la droite vectorielle d’angle polaire (6 + 7)/2 :
0 0 -
A :Vect{ —sin§i+cos§j}.
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Elle est orthogonale & D, ce qui était prévisible en vertu de la proposition 3.8. Un
autre argument en faveur de 'orthogonalité des droites D et A est que la matrice A
est symétrique réelle, donc diagonalisable sur R (de valeurs propres propres 1 et —1)
et ses sous-espaces propres sont orthogonaux : D L A.
En conclusion, I'isométrie f est la symétrie vectorielle orthogonale par rapport a la droite
d’angle polaire 0/2 (voir Fig. 6.3).

j . f(%)
-1 f(0)
sinf f--------3% \
| A \
| \ D
| \
| \
| \
| \
| \
9 - \
i sinf i 0/2
cos b | g \\
| il
0 |
|
|
—cosfp-———————————-% ')

FIGURE 6.3 — Symétrie vectorielle en dimension 2

3.2.3 Cas de la dimension 3

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 et B = {i, 7, k} une base orthonormée que 1'on
considérera directe. La classification des isométries de E proposée ci-dessous est faite selon les
différentes valeurs que peut prendre la dimension du sous-espace vectoriel des vecteurs invariants

par f.

(a) Premier cas : dim(Inv f) = 3.
On a Inv f = FE et alors f =idg.

(b) Deuxiéme cas : dim(Inv f) = 2.
Le sous-espace vectoriel P = Inv f est un plan vectoriel stable par f et d’aprés la propo-
sition 3.8 la droite vectorielle D = P est également stable par f. On obtient alors par
restriction de f & D une isométrie de la droite D. En se référant au cas précédent, on n’a
que les deux possibilités f|p = +idp. Le cas f|p = idp est a écarter car, étant donné
que flp = idp et que P @ D = E, on aurait f = idg ce qui est contraire a ’hypothése
dim(Inv f) = 2. On a donc f|p = —idp, puis D = Ker(f + idg); en d’autre termes,
les sous-espaces vectoriels supplémentaires P et D sont respectivement les ensembles des
vecteurs invariants et anti-invariants de F. On reconnait donc en f une symétrie vecto-
rielle de F par rapport & P et de direction D : c’est la symétrie vectorielle orthogonale
par rapport a P (voir Fig. 6.4). Relativement & une base adaptée a la décomposition en
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somme directe £ =P & D, la matrice de f s’écrit
1 010

Mat(p;B) = 0 1] 0

0 0]|—-1

Notons que det(f) = —1 et donc que f est une isométrie indirecte.

FIGURE 6.4 — Symétrie vectorielle orthogonale en dimension 3

(c) Troisiéme cas : dim(Inv f) = 1.
Le sous-espace vectoriel D = Inv f est une droite vectorielle stable par f et d’aprés la
proposition 3.8 le plan vectoriel P = D+ est également stable par f. La restriction de f
a P est alors une isométrie du plan P sans vecteur invariant non nul. En se référant au
cas précédent, f|p est une rotation vectorielle de P. Notons 6 son angle. L’isométrie f est
la rotation vectorielle de E d’axe D et d’angle 0. Relativement & une base adaptée a la
décomposition en somme directe £ =P @ D, la matrice de f s’écrit

cos —sinf |0
Mat(p; B) = [ sinf cos@ |0
0 0 |1

La construction géométrique de I'image d’un vecteur @ € E s’effectue comme suit. Soit 7@
un vecteur unitaire de D. On décompose 4 en la somme @ = ¥ + W avec (¥, W) € P x D.
Les vecteurs ¥ et w sont les projections orthogonales respectives de u sur P et D. Elles
sont données par

On a ensuite f(@) = f(¥) + f(&). D’une part f(w) = & puisque @ € Inv f. D’autre part,
f (@) est I'image du vecteur ¥ € P par la rotation de P d’angle 0, et alors f(@) = f(¥) + @
1

(voir Fig. 6.5). Plus précisément, notant que le systéme de vecteurs (ﬁ U, Gl nAU, ) est
une base orthormée directe de E, on dispose d’une base orthormée directe (ﬁ U, ﬁ nAY)

de P relativement a laquelle on peut écrire (voir Fig. 6.6)
f(V) = (cos @) T+ (sin) ii A ©.
En conséquence, on trouve

F(@) = (cos 0) [@ — (2.7)7] + (sin ) A A T + 4.7,
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ou encore, puisque T AU = 7 A U,

| £(i) = (cos 0) @ + (sin0) 7 AT + (1 — cos ) (7). |

FIGURE 6.5 — Rotation vectorielle en dimension 3

i) |

sin@fp-------————-----5

FIGURE 6.6 — Rotation vectorielle en dimension 3 (détail)

REMARQUES.

1.
2.

Notons que det(f) =1 et donc que f est une isométrie directe.

Une rotation vectorielle est caractérisée par son axe qui est ’ensemble des vecteurs
invariants et pas son angle. La détermination de I'angle peut se faire comme suit. Ob-
servons tout d’abord que tr(f) = 2cosf + 1, ce qui permet de trouver immédiatement

1
cosf = 5 [tr(A) —1].
Le cosinus & lui seul ne suffit pas & déterminer ’angle 8 puisqu’il subsiste une ambiguité

au niveau du signe. Le sinus permet de pallier a ce probléme. En effet, en choisissant
un vecteur ¢ € P unitaire, puis en posant ¥ = i A 4, le systéme de vecteurs (u, U, 1)
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constitue une base orthonormée directe de E. De plus, f(@) € P et f(@) = (cosf) i +
(sin®) v, donc

U A f(i) = (sin0) i,
identité de laquelle on tire sinf comme coefficient de colinéarité entre les vecteurs
U A f(@) et ©. En fait,

sin 6 = (7 A £(@),7) = dets(@, £(@), 7).

Enfin, la connaissance de cosf et de sin§ permet de trouver 'angle 6.
(d) Quatriéme cas : dim(Inv f) = 0.
Onalnvf = {(_f} Cela signifie que 1 n’est pas une valeur propre de f et dans ce cas,
d’aprés la proposition 3.7, —1 est une valeur propre de f. Sa multiplicité est nécessairement
impaire (1 ou 3), sinon elle vaudrait 2, le polynéme caractéristique Ay de f admettrait
une racine complexe non réelle A. Le polynéme Ay étant a coefficients réels, il admettrait
également A\ comme autre racine, ce qui ferait un total d’au moins quatre racines (en

comptant les multiplicités) et conduirait a une absurdité puisque deg(Dy) = 3. Deux
situations sont donc envisageables :
— ou bien, la valeur propre —1 est triple et dans ce cas f = —idg;

— ou bien, la valeur propre —1 est simple et alors le sous-espace propre associé D =
Ker(f + idg) est une droite vectorielle. Le sous-espace vectoriel D étant stable par
f, la proposition 3.8 assure le plan vectoriel P = D' est également stable par f. La
restriction de f & P est alors une isométrie du plan P sans vecteur invariant non nul,
f|p est une rotation vectorielle de P. Notons € son angle. Relativement a une base
adaptée a la décomposition en somme directe £ = P @ D, la matrice de f s’écrit

cosf@ —sinf| O

Mat(p; B) = | sinf cosf | 0
0 0 |-1
La factorisation élémentaire

cos) —sinf| 0O cosf) —sinf |0 1 00

sinf cosf 0 = sinff cosf |0 0 110
0 0 |-1 0 0 |1 0 0f-1
0] 0 cosf —sinf |0
= 110 sinf@ cosf |0
0 0[-1 0 0 |1

conduit & interpréter 'isométrie f comme étant la composée de la rotation vectorielle
rpe de E d’axe D et d’angle 0 et la symétrie vectorielle orthogonale sp de E par
rapport a P, la composition étant commutative :

f=rpposp=sporpy.

La construction géométrique de 'image d’un vecteur @ € F se fait comme suit. En
décomposant 4 en la somme @ = U + W avec (U,W) € P x D, on obtient f(@) =
f(@)+ f(w@). D’une part f(w) = —f puisque @ € Ker(f +idg). D’autre part, f(¥) est
I'image du vecteur ¥ € P par la rotation de P d’angle 6. D’ou f(u) = f(U) — & (voir
Fig. 6.7).

REMARQUES.

1. Notons que det(f) = —1 et donc que f est une isométrie indirecte.
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FIGURE 6.7 — Isométrie vectorielle sans invariant non nul en dimension 3

2. Les éléments caractéristiques de f son I'axe D et ’angle 8 de la rotation et le plan
P de la symétrie qui interviennent dans la décomposition ci-dessus. L’axe D est
I’ensemble des vecteurs anti-invariants, le plan P est 'orthogonal. La détermination
de I'angle peut se faire comme dans le cas précédent. Remarquons tout d’abord
que tr(f) =2cosf — 1, ce qui permet de trouver immédiatement

1
cosf = 3 [tr(A) + 1].
Le sinus de 6 peut se calculer en choisissant un vecteur 4 € P, puis en posant
U = M A U. Le systéme de vecteurs (i, ¥, 77) constitue une base orthonormée directe
de E. De plus, f(@) € P et f(u) = (cosf) i+ (sinf) ¥, donc

UA f(d) = (sinf) 7

d’ot P'on tire sin @, puis 6.
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4 Exercices sur I’algébre bilinéaire

Exercice 1 Caractériser géométriquement les isométries du R-espace vectoriel euclidien R? dont
les matrices relativement & une base orthonormée directe sont données par

1 -2 -2 0 -1 0
2 1 2| olo o -1

Exercice 2 Soit les matrices définies par

A:(_Ol _01> et B=| 2 -1 2
2 2 -1

1. En interprétant A comme la matrice d’une rotation, trouver une matrice de rotation
M € M3(R) telle que M? = A.

2. En déduire une matrice N € M3(R) telle que N?> = B. On pourra diagonaliser la ma-
trice B.

Exercice 3

1. Déterminer la nature de la conique d’équation P(x,y) = 0, puis la représenter dans un
repére orthonormé dans chacun des cas suivants :

(a). P(z,y) = 1322 — 322y + 37y? — 22 + 14y — 5;
(b). P(z,y) =ay+ 3x — 5y — 4,

(c). P(x,y) = 42% — doy +y* — 20 — 14y + 7.
—
2. Déterminer pour chacun des cas ci-dessus le gradient grad P(z, y), puis résoudre I’équation

grad P(z,y) = 0.

Exercice 4 On se place dans le R-espace vectoriel E des fonctions continues de [0, 1] dans R et
I’on considére le sous-ensemble

1
F={fekE: / f(z)? dr est convergente}.
0 T

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E. On pourra utiliser I'inégalité élémentaire
2|ab| < a® + b2

1
d
2. On pose pour (f,g) € F x F, ¢(f,9) = / f(x)g(x) %" Montrer que l'application ¢
0 x

définit un produit scalaire sur F.
3. Soit (Py,)n>1 la suite de polynomes définie par P,(z) = z™.

(a). Trouver les trois premiers polynomes Q1, Q2, @3 de la suite de polyndémes orthogonaux
(Qn)n>1 construite a partir de la suite de polynémes (P, ),>1 par le procédé de Gram-
Schmidt :

Qr=P, Q=P-)Q1, Q3=DP—pQ1—vQs.
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(b).

En déduire les trois premiers polynomes Q1, Qa, Q3 de la suite orthonormée (Qp)n>1
générée par la suite de polynomes (P,)n>1.

Exercice 5 On se place dans le R-espace vectoriel euclidien £ = R? muni de son produit scalaire
canonique et on considére, pour tout a € R, la forme quadratique

ga(z,y) = (cha)z? + 2 (sha) zy + (cha) y°.

Soit ¢, la forme bilinéaire symétrique associée a la forme quadratique ¢, et A, sa matrice dans
la base canonique de FE.

1. KEcrire la matrice A, ainsi que la forme bilinéaire ¢,.

2. Montrer que p, définit un produit scalaire sur F.

3.(a).

(b).

Montrer que ’ensemble des matrices A,, a € R, est un sous-groupe commutatif du
groupe multiplicatif des matrices carrées d’ordre 2 inversibles. Déterminer A} pour
tout n € Z, puis exp(tA) pour tout t € R.

Résoudre le systéme différentiel

avec les conditions initiales z(0) = 2 et y(0) = 0.

. Donner la forme réduite de la forme quadratique g, dans une base orthonormée.

. Déterminer la nature de la conique (C,) d’équation g, (z,y) = 1, puis représenter les

courbes (C,) pour a € {—1In8,In2,0,In2,In8} dans un méme repére orthonormé du
plan.
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