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Espaces vectoriels I

Exercice 1 Dans les cas suivants, déterminer si I’ensemble F muni de la loi interne &
et de la loi externe * est un espace vectoriel sur R :

uUuDv=uv

,@®, x) avec Vu € R* ,Vv € R* ,Va € R,
+ ) + + {a*u:uo‘

1. E= (R
2. E = (R?,@, ) avec

/ AN !/ /
V(l‘,y)€R27V(x/7y/)€R2,VOéER, (.r,y)@(.r,y)—(x+$,y+y)
ax(z,y) = (ax,0)

Exercice 2 Déterminer si les ensembles ci-dessous sont des sous-espaces vectoriels du
R-espace vectoriel (E, 4, -).

1. E=R?:
A={(z,y) eR?: 3z — 2y =0} B={(z,y) eR?: 3z —2y =1}
C ={(x,y) € R?: zy > 0} D= {(z,y) € R? : y = 2%}

2. E=R3:
A={(z,y,2) eER*: 22 +y =0cet 2 = -3z}
B={(z,y,2) e R?: 2® + 4> + 22 < 1}

3. E=Ry[X]:
A : ensemble des polyndémes de degré 2
C={PecE:P —2P=0}

4. E =RYN (ensemble des suites réelles) :
A : ensemble des suites croissantes B : ensemble des suites monotones
C' : ensemble des suites bornées D : ensemble des suites de limite ¢ (fixée)
E : ensemble des suites arithmétiques F' : ensemble des suites géométriques

5. E = F(R,R) (ensemble des fonctions de R dans R) :
A : ensemble des fonctions 2r-périodiques B ={f € E :Vx € R, |f(z)]
C={feE:f(1)+ f(-1)=1} D={feE:VxeR, f(2x)
E ={f € E: f est dérivable sur R et Vo € R, f'(z) + zf(z) = 0}
F= {f € E : f est continue sur R et f; f(z)dz = O}

B={PecE:P0)=2}
D={PecE:P(0) =P(1)}

Exercice 3 Dans le R-espace vectoriel E = R?, on considére les sous-ensembles sui-
vants :

Fy ={@2\3\5)\), e R}, F,={(z,y,2) € E:ax+6y—z=0}
Fs={(z,y,2) € E:(x+2y=0)et Bz +2y+2=0)}.
1. Montrer que Fi, F5 et F3 sont des sous-espaces vectoriels de F.

2. Déterminer les sous-espaces vectoriels F; N F; pour i # j, 4,5 € {1,2,3}.

Exercice 4 Dans le R-espace vectoriel E = R3 rapporté & sa base canonique B =

(i,j7 k) (1 =1(1,0,0),7 =(0,1,0),k = (0,0,1)), on consideére les vecteurs
G=i—j+k Go=1i+2j+4k, 3=3i—j+ak, s=2i+3]+0bk.

Déterminer les réels a et b de telle sorte que les familles de vecteurs (7, Us) et (s, U4)

engendrent le méme sous-espace vectoriel de E. On pourra introduire les sous-espaces
vectoriels F' = vect(w, U2) et G = vect(us, dq).

Exercice 5 Dans le R-espace vectoriel E = R*, les familles de vecteurs suivantes sont-
elles libres 7 génératrices de E'? des bases de E 7

a) &= ((1, -1,3,4),(0,1,-1,2),(0, 3, —2,1)) :
b) F = ((1,1,1,1),(1,1,1,—1),(1,1,—1,1),(1,—171,1),(—1,1,1,1));
c) G= ((1, 1,1,a),(3,4,2,0),(2,4,1,¢),(5,6,5, d)), a, b, ¢, d étant des parametres réels.

Exercice 6 Dans 'espace vectoriel donné, les familles suivantes sont-elles libres ou
lides ?
a) Dans le R-ev R? : £ = ((—4,2),(2,1)).
b) Dans le R-ev R? : F = ((-1,1,2),(2,0,1),(6,2,0)).
¢) Dans le C-ev C? : G = ((1,1+1,0),(2i,0, —1), (3 — 44, 3 + 3¢,2i)).
)

d) Dansle R-ev R[X]: H = (1, X (aX—1), X*(X+1), X (X —1)?) (faire une discussion
suivant les valeurs de a € R).

Exercice 7 Déterminer le rang des familles de vecteurs suivantes :
a) £€=((2,-1,3),(-1,0,1),(7,5,4),(—2,6,8)) ;
b) F=((1,1,a),(1,a1),(a,1,1)) (faire une discussion suivant les valeurs de o € R);
¢) ¢ =((1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1),(1,0,0,1)) ;
d) H=1((1,0,2,3),(7,4,-2,1),(5,2,4,7), (3,2,0,1),(0,0,1,1)).

Exercice 8 Dans le R-espace vectoriel E = R*, on considére les sous-ensembles sui-
VAL © B = {(A g, A A+ 20, 1+ v), A v € RY,
F = {(r,y,z,t) e E:Br+4y+2z+2t=0)
et (6z+ 8y +2z+5t=0) et (92 + 12y + 32 + 10t =0)}.

1. Montrer que F; et Fy sont des sous-espaces vectoriels de E dont on déterminera
pour chacun une base B et By ainsi que sa dimension.

2. Déterminer le sous-espace vectoriel Fy N Fy.

3. Déterminer un vecteur @ de F5 tel que By U (@) soit une base de E.
Déterminer deux vecteurs @, 7 de Fy tels que By U (@, ¥) soit une base de E.

Exercice 9 Soit E = R4[X] et soit B sa base canonique. Soit C = ((X — 2)k)0<k<4.

1. Rappeler la formule de Taylor pour les fonctions polynomes de degré n.
2. Justifier que C est une base de E.

3. Soit P = X4 — X3 — 2X? + 5. Donner les coordonnées de P dans la base B, puis
dans la base C.

Exercice 10 Dans R[X], soit F = (P, Q) avec P =3X3 —2X +1et Q = X3 — 4.
Soit G = (R, S,T) avec R=5X%—2X -7, 8= X3—-2X +9,et T =2X —13.

1. Les familles F et G sont-elles libres ? Quels sont leurs rangs respectifs ?
2. Montrer que Vect(F) = Vect(G).



Exercice 11 On se place dans le R-espace vectoriel E des fonctions de R dans R et
I'on considere le sous-ensemble F' des fonctions f, , € E ol a et ¢ sont des parametres
réels définies par Vo € R, fo,,(z) = acos(z — ¢).

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de £ ; on pourra écrire f, , sous une
autre forme.

2. Déterminer une base de F' et préciser sa dimension.

Exercice 12 Soit F = F(R,R) et les deux vecteurs de E : f:x e et g: x> e 7.
On pose H = Vect(f, g).

1. Soit B = (f,g). Justifier que B est une base de H et en déduire dim(H).

2. Montrer que les fonctions ch et sh sont éléments de H et donner leurs coordonnées
dans la base B. La famille (ch, sh) est-elle une base de H ?

Pour les insatiables...

Exercice 13 Dans le R-espace vectoriel £ = R® rapporté & sa base canonique B =

- = —

(z',j7 k), on considere la famille de vecteurs B’ = (;—i- j+ E,f—k 2%, 2}4— E)
1. Montrer que B’ est une base de E.

2. Déterminer I'ensemble F' des vecteurs de F qui ont mémes coordonnées dans les
bases B et B'.

3. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 14 Soit £ = C2.
1. Définir sur FE la structure d’espace vectoriel « canonique » sur C.
2. Déterminer une base du C-espace vectoriel E.
3. Le sous-ensemble {(z1,22) € E : 21 + 22 € R} est-il un sous-espace vectoriel de E'?
Dans 'affirmative, en déterminer une base.
4. La famille de vecteurs ((1,0),(1,4),(1,2)) est-elle libre ? génératrice de E ?

5. Reprendre les questions précédentes en prenant R au lieu de C pour corps de sca-
laires.

Exercice 15 L’ensemble Mo (R) des matrices réelles 2 x 2 de la forme <z 2) auquel

on adjoint la somme de matrices et la multiplication externe naturelle a une structure
d’espace vectoriel isomorphe & celle de R*.
Déterminer une base et la dimension de I’ensemble des matrices :

1. triangulaires supérieures;
2. diagonales (b=c=0);
3. des homothéties de R?;
4. & trace nulle (a +d = 0).

Reprendre 1’exercice avec ’ensemble M,,(R) des matrices réelles n X n pour un entier
n > 2. La structure naturelle d’espace vectoriel est dans ce cas isomorphe a celle de R,

Exercice 16 Pour tout a > 0, on note f, la fonction définie sur R} par f,(z) = In(az).
Montrer que (fi, fa, f3) est une famille liée de F(R;,R).

Exercice 17 Pour tout & € [—1,1], on note arccos(z) (resp. arcsin(z)) 'unique angle
appartenant a [0, 7] (resp. [~75, 5]) dont le cosinus (resp. sinus) vaut x. On définit ainsi
deux applications arccos et arcsin de F([—1, 1], R).

1. Montrer que Vz € [—1, 1], arccos(z) 4 arcsin(z) = J.

2. En déduire que (arccos, arcsin, 1) est une famille liée de F([—1,1],R).

Exercice 18 On note (F,+,-) le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R et D?
le sous-espace vectoriel de F des fonctions deux fois dérivables.
On considere E={feD?: f"+ f=0}et F={f € F:Vz €R, f(x) = f(—x)}.

1. Montrer que F est un espace vectoriel de dimension finie. Donner une base de FE et
préciser la dimension de E.

2. Montrer que F' est un espace vectoriel.

3. Justifier que E N F est un espace vectoriel de dimension finie. Déterminer sa di-
mension.

Exercice 19 Soit F un R-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
On pose F + G = {d + v, (u,v) € F x G}.
1. Dans cette question seulement : soit E=R3, F'=Vect((1,0,0)), Gy =Vect((0,1,0))
et ngVect((O, 1,0); (0,0, 1))
Quels sont les vecteurs de F'+ G et de F' + G5 7 Décrire géométriquement F + G .
2. Montrer que F' 4 G est un sous-espace vectoriel de E contenant F'U G.

3. Montrer que F' + G est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F' U G.
On montrera que si H est un sous-espace vectoriel de E contenant F'U G, alors H
contient nécessairement F' + G.

On dit que F'+ G est le sous-espace vectoriel de E engendré par F'UG, c’est-a-dire
F+G=vect(FUQG), et que c’est la somme des deux sous-espaces vectoriels F' et G.
4. Soit F = (fl,...,f];) une base de F et G = (g‘l,...
H=(fisees forGisesGa)-
(a) Justifier le fait que H est une famille génératrice de F + G.
(b) Montrer que H est une famille libre si et seulement si F NG = {6 E}

,gq) une base de G. On pose

— Lorsque FNG = {0g}, on dit que F et G sont en somme directe et on
note leur somme F' & G. Dans ce cas, la famille H est une base de FF & G.
De plus, on a dim(F' @ G) = dim(F) + dim(G).

— Lorsque F & G = F, on dit que F' et G sont supplémentaires dans E.

(¢) Montrer que dans '’exemple de la question 1, F' et G; sont en somme directe,
et F' et GG sont supplémentaires dans F.



Exercice 20 Soit E un R-espace vectoriel et F,G deux sous-espaces vectoriels de F.
On pose F + G = {ud+ 7, (&,V) € F x G} = vect(F UQG) (voir exercice 19).

On admet la formule suivante (formule de Grassmann) : lorsque F' et G sont de dimen-
sions finies,

dim(F + Q) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).
1. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de dimension 2 de R3.
Répondre par VRAI ou FAUX, justifier, commenter.
(a) On peut en déduire que F = G
(b) On a2 < dim(F+G) <4
(¢c) Onal<dim(FNG) <2
2. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de R*, dim(F) = 3 et dim(G) = 2.
Compléter :
(a) - <dim(F+G) <+ et <dim(FNG) < -+
(b) Sidim(FNG)=2alors F+G=--- et FNG="--
3. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de dimension 3 de R*.
Compléter :
(a) - <dm(F+G) < et - <dim(FNG) <+
(b) Si F et G sont distincts, alors F+G=--- et FNG="---

Exercice 21 On se place dans le R-espace vectoriel E des applications de R dans R.
1. Montrer que si A et u sont deux réels, alors les familles suivantes sont libres :
— {z ez ePT) (avec N # ) ;
— {z M 2 2}
— {z — e cos(ux), x = e sin(ux)} (avec u # 0).
2. (a) Soit a,b € R et F' I'ensemble des solutions de ’équation différentielle dans F
y" + ay’ + by = 0. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

(b) Déterminer une base de F ainsi que sa dimension dans les cas [a = —3,b = 2],
[a=2,b=1] et [a=4,b=15].

Exercice 22 Soit a et b deux réels distincts et n € N\{0,1}. On se place dans le R-
espace vectoriel E = R, [X] des polyndémes de degré au plus n et 'on pose pour tout
ANeR, F\={PeE:P\) =0}
1. Montrer que F, est un sous-espace vectoriel de E. Déterminer une base B, de F,
puis donner sa dimension (on pourra utiliser la formule de Taylor).

2. Déterminer un polynéme Py de E tel que (Py) U B, soit une base de E. On pourra
utiliser une division euclidienne par (X — a).

3. Décrire le sous-espace vectoriel F, N Fy. Déterminer une base de F,, N F}, puis donner
sa dimension (on pourra utiliser la formule de Taylor).

4. A Daide d’une division euclidienne par (X —a)(X —b) et de écriture d’un polynéme
de degré au plus 1 comme combinaison linéaire de (X — a) et (X — b), obtenir une
décomposition d’un polynéme quelconque de F en la somme d’un polynoéme de F,
et d’un polynéme de Fy.

Exercice 23 On se place dans le R-espace vectoriel E des suites réelles.
Soit F' ’ensemble des suites (uy,)nen vérifiant la relation de récurrence w2 + u, = 0
pour tout n € N.
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
2. Ecrire la forme générale des suites (un)nen de F en fonction des premiers termes
ug et uy.
3. En déduire une base de F.

Exercice 24 On se place dans le R-espace vectoriel E des suites réelles.
Soit F' I’ensemble des suites (u, )nen vérifiant la relation de récurrence, pour tout n € N,
Up+2 = OUpt1 — OUp.

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
2. Déterminer deux suites géométriques dans F' qui forment une famille libre.

3. (a) Pour tout couple de réels (a,b), montrer qu'’il existe une unique suite (uy,)nen
de F vérifiant ug = a et u; = b.

(b) On introduit les suites (v, )nen et (wy )nen de F vérifiant vg=1,v1 =0 et wy =0,
wy =1. Montrer que pour toute suite (up)neny de F, on a u, = ugv, + ugwy,
pour tout n € N. Donner alors une base de F' ainsi que sa dimension.

4. En déduire qu’a chaque suite (uy)nen de F, on peut associer un unique couple de
réels (A, p) tel que on ait pour tout n € N, w,, = A2"™ + u3™.

Exercice 25

1. Une suite (up)nen est récurrente linéaire lorsque ses termes vérifient une relation
de type Vn € N, 4,41 = au,, pour un a € R.
Dans R*, on dit que (z¢, 21,72, 23) est une condition initiale valide pour (wy,)nen
lorsque xq, x1, T2, 3 sont les quatre premiers termes d’une suite vérifiant la relation
Vn € N, upy1 = auy,.
Montrer que 'ensemble C, des conditions initiales valides de la relation Vn € N,
Up4+1 = AU, est un sous-espace vectoriel de R*. En déterminer une base.

2. Faire de méme, avec I’ensemble C, ;, des conditions initiales valides de la récurrence
double Vn € N, u,49 = aupny1 + bu, pour des a,b € R.

3. Faire de méme pour une récurrence triple.

Exercice 26

1. On considére un sous-espace vectoriel F' de d’un espace vectoriel £ qui est distinct
de F et de {0 E} On note F' le complémentaire de F' dans F, c’est-a-dire I’ensemble

des vecteurs de E qui ne sont pas dans F. On définit Qp = F U {GE}
2. Qp est-il stable par multiplication externe ?
3. QF est-il un sous-espace vectoriel de E ?

4. Montrer que vect(Q2r) = E, c’est-a-dire que le plus petit sous-espace vectoriel de
FE contenant Qr est E lui-méme.



