Analyse
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Fonctions d’une variable : dérivabilité

Exercice 1 On considére les fonctions f, g et h définies pour = # 0 selon

1 1 1
f(x) =sin e g(z) = x sin e h(z) = 22 sin —
et pour x =0, f(0) = ¢g(0) = h(0) = 0. Pour chacune des fonctions f, g et h,
1. déterminer ’ensemble des points ou la fonction est continue;
2. déterminer ’ensemble des points ou la fonction est dérivable;
3. déterminer 'ensemble des points ot la fonction est de classe C!;
4

. étudier les variations de la fonction. On sera amené & étudier graphique-
ment la répartition des solutions de I'’équation tanu = u pour ’étude de
g’ et de l'équation tanu = u/2 pour celle de b’ ;
5. étudier la nature de la branche infinie de la courbe représentative lorsqu’il
y en a une;
6. tracer sa représentation graphique.

n
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Exercice 2 Soit a > 1. On pose, pour tout n € N*, u,, = Z ko

k=1
1. On suppose a > 1. Prouver & 'aide du théoréme des accroissements finis
1 1 1
Pinégalité Vo > 1, — < — } En déduire que la
& ¢ T a—1l(xz -1t gol q

suite (un)nen+ €St majorée, puis convergente.
2. On suppose a = 1. Prouver 4 'aide du théoréme des accroissements finis
1
Pencadrement Vo > 1, In(x+1) —Inz < — < Inz —In(z — 1). En déduire
x

un encadrement puis un équivalent simple de u,, lorsque n — +o0 4 I’aide
de la fonction In. Que vaut lim w,?
n—-+oo

Exercice 3 (Formule des trapézes)

Soient f une application de classe C? sur [a, b] et g 'application affine telle
que f(a) = g(a) et f(b) = g(b). On pose I = f; ft)dtet J= f;g(t) dt.

1. Déterminer 'expression de g(z) puis calculer Iintégrale J.

2. On souhaite majorer ’erreur commise lorsque ’on approche I par J. Pour
cela, on introduit application ¢ définie sur [a, b] par

o) = [ J0d -3 @ - @) + @) - Ko -

ou K est une constante déterminée par la condition ¢(b) = 0.
(a) Calculer ¢’ et ¢”.
(b) Par utilisations répétées du théoréme de Rolle, prouver I'existence
d'un réel ¢ €]a, b tel que K = —% f”(c).

(c) En déduire que I = J — & (b—a)®f"(c).
3. On introduit une subdivision 2o < 21 < --+ < x,, de intervalle [a, b] en
posant xr = a+ k b_T“ pour 0 < k < n. Vérifier que 'on a

b b—a
/a Flryde ="
(b—a)?

[£(@) +2f (@) + -+ 2f (2n-1) + F0)] + 2

avec |e,| <

4. Application numérique : & partir de quelle valeur de n peut-on obtenir

1
dt
une approximation de / P = In2 & l'aide de la formule précédente
0

avec une erreur inférieure 3 10767

Exercice 4 (Polynomes d’Hermite)

Soit f : R — R lapplication définie par f(z) = e~* pour tout = € R.

1. Calculer la dérivée de f.

2. Soit n € N. Montrer par récurrence qu’il existe un polynoéme P, € R[X]
de degré n tel que la dérivée n-iéme de f s’exprime selon la formule
f@™(z) = P,(x)f(z) pour tout = € R. Ecrire les polynoémes Py, P; et Ps.

3. Calculer les limites de f(™ en —oco et 400.

4. En utilisant le théoréme de Rolle plusieurs fois, montrer que pour tout
n € N*, f(®) gannule en exactement n points de R. Que peut-on en
déduire pour les racines du polynéme P, ?

5. En appliquant la formule de Leibniz & f/, prouver la relation de récurrence

Vn eN, Vo € R, Ppio(x) + 22 Pyy1(z) +2(n+ 1) Py(x) = 0.

6. En dérivant la relation f()(z) = P,(z)f(z) et en utilisant la relation
précédente, montrer que 'on a 'égalité P}, + 2(n + 1)P, = 0, puis la
suivante : P}/ 5 —4(n+2)(n+1)P, = 0.

7. Déduire des deux questions précédentes que P, satisfait a I’équation dif-
férentielle (équation d’Hermite) :

Vz € R, P/(z) — 2z P (z) + 2n P,(z) = 0.

Exercice 5 La formule de Taylor-Lagrange assure l’existence d’une fonction 6

telle que sha = z + ¢ 23ch(6(z)z) et la formule de Taylor-Young donne
sh () STt 228 4 35 2% 4 o(aP).
1. (a) Donner deux équivalents simples de ch (f(x)z) — 1 en 0.
(b) En déduire la limite lim 6(z).
z—0
2. (a) Expliciter 0(x).
(b) En utilisant la fonction In, déterminer un équivalent de argch (1+u)

lorsque u — 07 de la forme Au®.

(c¢) Retrouver alors la valeur de lim 0(x).
z—0



