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Polynémes I

Exercice 1 On définit sur R la fonction polynéme P par P(z) = 2% — 5z — 822 + 48.

1. Montrer que 2 est une racine de P dont on précisera 'ordre de multiplicité. Quelle
autre racine peut-on en déduire 7

2. Trouver toutes les racines de P, puis factoriser au maximum P sur R.

Exercice 2 Déterminer toutes les fonctions polynomes réelles P de degré au plus 3
vérifiant P(1)2 + P(2)? + P(3)? + P(4)? = 0. Méme question avec P de degré au plus 4.

Exercice 3 Montrer que deux fonctions polynémes définies sur C coincidant sur un
sous-ensemble infini de C coincident sur C tout entier.

Exemples. — Soit P et @ deux fonctions polynomes définies sur C. Si P(sinf) =
Q(sind) pour tout 0 € [0,7], ou si P(x) = Q(x) pour tout z € R, ou si P(n) = Q(n
pour tout n € N, alors P(z) = Q(z) pour tout z € C.

Exercice 4
1. Montrer que pour tout 6 € R, cos(5¢) = P(cosf) et sin(50) = P(sinf) ou P est
une fonction polynome de degré 5 que I'on déterminera.
2. Déterminer toutes les racines de P. En déduire la valeur de sin(7/5).
3. Montrer que P(x) + 1 est divisible par « + 1. On note alors Q(z) le quotient de
P(z)+ 1 par z + 1.
(a) Déterminer des réels a, b, c tels que Q(z) = (ax? + bx + ¢)? pour tout = € R.
(b) Déterminer toutes les racines de P 4 1. En déduire la valeur de cos(m/5).

Exercice 5 Soit n € N\{0,1} et P une fonction polynéme réelle de degré n.

1. On suppose que P admet exactement n racines réelles. A I’aide du Lemme de Rolle,
montrer que P’ admet exactement (n — 1) racines réelles.

2. Généralisation. — On suppose que P admet toutes ses racines dans R. Montrer
qu’il en est de méme pour P’ (et en fait pour toutes ses dérivées successives). On
pourra noter que si « est une racine de P d’ordre de multiplicité u, alors o est une
racine de P’ d’ordre de multiplicité (u — 1).

Exercice 6
1. Trouver la fonction polynéme Py de degré 4 vérifiant Py(1) =0, Pj(1) =1, PJ/(1) =
2, P)(1) =2, PP (1) =2.
2. Déterminer ensuite toutes les fonctions polynémes P vérifiant P(1) =0, P'(1) =1,
P'(1)=2,P"(1) =2, PM(1) =2.

Exercice 7 Soit a, b, c trois nombres réels. On pose P(z) = 2% — 52 + az? + bz + ¢
pour tout z € R.

1. Déterminer les valeurs de a,b,c pour lesquelles P admette une racine d’ordre de
multiplicité au moins 4.

2. Factoriser alors P au maximum sur R.

Reprendre P'exercice avec P(z) = 2® + 52% + ax? + bx + c.

Pour les insatiables...
Exercice 8 Soit n € N*. On considére les fonctions polynémes définies sur C par
A)=(z+1)"=2" =1, Bi(z)=2>+2+1, Byz)=(2>+2z+1)>2

1. Déterminer les racines de B; et By dans C.

2. Pour quelles valeurs de n la fonction polynéme A est-elle divisible par By 7 par By ?

Exercice 9 On se propose de déterminer les fonctions polynémes de degré 5 sur R telles
que P(zx) + 10 soit divisible par (z + 2)% et P(z) — 10 soit divisible par (z — 2)3.
1. Quelles sont les valeurs de P(2) et P(—2)7?
2. Déterminer les racines de la fonction dérivée P’ en précisant leur ordre de multipli-
cité.
3. En déduire la forme factorisée de P’, puis sa forme développée.

4. Trouver enfin les fonctions polynémes P répondant a la question posée.

Exercice 10 On définit une suite de fonctions sur C par Py(z) = 2, P1(z) = z et pour
tout n € N, Pyyo(2) = 2Pyy1(2) — Pu(2).

1. Calculer P,(z) pour n € {2,3,4}.

2. Montrer que pour tout n € N, P, est une fonction polynéme de degré n.

1 1
. Montrer que pour tout n € N et tout z € C*, P, (z + 7) =2"+ —.
z z

3
4. Pour 0 réel, exprimer cos(nd) a l'aide de P, et de cos#.
5

. Trouver les racines de P, de la forme 2cosf ot 8 € [0, 7]. La fonction polynéme P,
admet-elle d’autres racines ?

Exercice 11 Soit A une fonction polyndéme sur C et a,b deux complexes distincts.
Déterminer le reste de la division euclidienne de A(z) par (z —a)(z —b). On ne demande
pas le quotient. Examiner le cas ou A est a coefficients réels et a, b sont des complexes
conjugués.

Application. — Soit 6 € R et n € N. On consideére les fonctions polynémes A;, By
et Ao, By respectivement définies par Aj(z) = (zsinf + cos0)”, Bi(z) = 22 + 1 et
As(2) = (2sh @ + ch0)", Ba(z) = 22 — 1 pour tout z € C.

1. Calculer A;(i) et Aj(i). Déterminer le reste Rj(x) (respectivement Si(z)) de la

division euclidienne de A;(x) par By(z) (respectivement Bj(x)?) sur R.

2. Calculer A2(1), Aa(—1), A5(1) et A5(—1). Déterminer le reste Ro(z) (respective-
ment Sz(x)) de la division euclidienne de As(z) par Be(z) (respectivement Bs(w)?)
sur R.

Exercice 12 Soient a,b,c € C avec ¢ # 0. On consideére la fonction polynéme P définie
sur C par P(z) = 23+ az? + bz + cet 'on note a, 3, v ses racines dans C.

1. Développer le produit (z — a)(z — 8)(z — 7).
2. Exprimer en fonction de a,b, ¢ les quantités 01 = a+ 8+, 02 = af + avy + 57,
1 1
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os=afBy, o0 =a?+ B2+~ etos=—+ =+ —.
a By



