INSA 1¢" cycle

Suites numériques

Exercice 1 On considére la suite numeérique (uy, )nen+ de terme général donné
n
1
par u, = Z E
k=1
1. Montrer que la suite (uy)nen- est croissante.
2. Montrer que pour tout n € N*, ug, — Uy > ok
3. En déduire que la suite (uy)nen+ est divergente. Quelle est sa limite ?
1
4. Montrer que pour tout k € N* z >Iln(k+1)—Ink.
5

. En déduire que pour tout n € N*, u,, > Inn et retrouver le résultat de la
question 3.

Exercice 2 On considére la suite numeérique (uy, )nen+ de terme général donné
"1
par u, = Z e
k=1
1. Montrer que la suite (4, )nen= €st croissante.

2. Montrer le résultat suivant, valable pour tout k£ > 3 :
1 1 1 {1 2 1

(R QS i —— — .
BShh—Dk—2) 2|k k-1 k=2
3. En déduire que la suite (uy,)nen- est majorée, puis convergente.

Exercice 3 On considére les deux suites numériques (uy )nen €t (Vn)nen+ dont
o ) - 1
les termes généraux sont donnés par u, = Z — et v, = U, + —.
k! nn!
k=0
1. Montrer que les suites (u,)nen €t (U )nen+ sont adjacentes, donc conver-
gentes de méme limite notée e.
2. A laide de I’encadrement valable pour tout n € N*, u, <e <u, + s
n!
prouver que la limite e est un nombre irrationnel.
3. On considére a présent la suite (wy)nen définie par wg = e — 1 et la

relation de récurrence Vn € N*, w,, = nw,_1 — 1.

w
(a) En introduisant la suite (z,)nen définie par Vn € N, 2, = —7,
obtenir I’écriture explicite de z, puis celle de w, en fonction de n.

(b) A l’aide de la relation de récurrence satisfaite par la suite (wy)nen
et de 'encadrement u,4+; < e < v,, prouver que l'on a Vn € N*

1 < wy, < —. En déduire la convergence de la suite (wy,)nen.
n n

Exercice 4 (Récurrence linéaire a trois indices)

Soient a,b € R. On considére la suite numérique (u,)nen définie par la
donnée de ses deux premiers termes ug,u; € R et par la relation de récur-
rence Vn € N, upi190 = atp41 + buy,. On note 71 et ro les racines complexes
(éventuellement confondues) de I’équation r2 = ar + b.

1. On introduit v, = u, — r1 u,—1. Montrer que (v,)nen+ est une suite
géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

2. On introduit la suite (w, )nen définie par w,, = u, /r}. Calculer w, —w,_1
puis exprimer w,, en fonction de r1,73 et n.

Ary + pry  lorsque 1 # 7o

(An+ pw)ry  lorsque r; =79 ou Aet

3. En déduire que, 'on a |u, = {

sont des complexes & exprimer a l'aide de ug et uy.
4. Application : déterminer explicitement la suite (uy,)nen vérifiant uy =
up =1et Vn € N| uptpo = upy1 + uy (suite de Fibonacci).

Exercice 5 Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = v/3z+1 — L.
On consideére la suite numérique (u,)nen définie par la donnée de son premier
terme ug € R et par la relation de récurrence Vn € N, up1 = f(uy).

1. Etudier les variations de la fonction f sur R, puis tracer son graphe.
2. Déterminer les points fixes de f.

3. En comparant ug et uy (on résoudra U'inéquation f(z) < z), étudier le
sens de variation de la suite (u,)nen-

4. Etudier la convergence de la suite (up)nen selon la valeur de uyg.

Exercice 6 Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = On consi-

T+2
dére la suite numérique (uy,)nen définie par la donnée de son premier terme
ug €] — 2,+00] et par la relation de récurrence Vn € N, wupy1 = f(uy).

1. Etudier les variations de la fonction f sur |-2,+o0[, puis tracer son graphe.
2. Déterminer les deux points fixes de f sur R que 'on notera r1 et ro.

3. Montrer que Vn € N, u,, > —2 et donc que la suite (u, )nen est bien définie.
4

. Calculer f o f. Etudier les variations de la fonction f o f sur | — 2, +o0|,
puis tracer son graphe. Déterminer les points fixes de f o f.

5. On introduit les suites extraites (v, )nen €t (Wn)nen de termes généraux
Uy, = Uzp €t wy, = ugpy1. Montrer que ces deux suites sont adjacentes.

6. Prouver alors la convergence de la suite (un)nen et déterminer sa limite.

Up —T1

——— pour tout n € N. Montrer que (z,)nen est une
Uy — T2
suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

7. On pose z, =

8. Exprimer u, en fonction de z,. Retrouver la limite de la suite (4, )nen.



Exercice 7 Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On considére les
suites (Un)neN €t (Un)nen définies par ug = a, vo = b et et par les relations de

récurrence Vn € N, wup4) = 3 (Un, + Un)y  Unt1 = /Unt10n.

1. Montrer que Vn € N, u, < v,. On pourra calculer

Uni1
Unt1
2. Montrer que les suites (un)nen €t (Un)nen sont adjacentes.
3. On pose a = b cosf avec 0 €0, 5[. Exprimer uy, v, us,v2 en fonction

de b et 0, puis obtenir plus généralement une expression de u,, et v, en
fonction de n, b et 6.

sin(2
4. En utilisant la relation cos¢ = #, prouver que ’on a pour tout
sin
b sin 6
neN:v, = ——.
" ongin L

on

5. Calculer alors lim wv,, en fonction de a et b.
n—-—+oo




